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Gratidão  e  mais  deveres  me  impõem 
a  obrigação  bonrofa^  e  por  extremo  appeteci^ 
vel ,  de  ou/ar  oferecer  a  VOSSA  ALTE^ 
ZA  REAL  efte  Compendio  ,  que  de  Or^ 
dem  Sua  efiou  efcrevendo :  feliz  duplamente 
fe  elle  obtiver  a  contemplação ,  com  que  VOS- 
SA ALTEZA  REAL  fe  dignou  bonrar 
o  calculo  das  Pensões  Vitalícias ,  pois  que  af 
fim  me  refloria  a  fiais  facão  de  ter  continuado 
a  trdbalbar  utilmente  para  o  bem  commum 
fios  objeSlos  relativos  á  minba  Profifsão. 

Recordando  o  tempo  em  que  recebi  a 
Chdem  para  acompofiçao  prefente^  eostra^ 
hafhos  âiverfps  em  que  defde  então  tenbo  fi^ 

da 


^  empregado  ,  cuido  poder  ao  menos  afpt- 
rar  ao  gojlo  de  fer  impojpvel  dizer-fe^  que 
bum  fó  momento  deixei  de  lhe  dar  execução 'y 
e  tanto  be  ,  SENHOR  ,  o  que  cumpre  a 
quem  obedece. 

Penetrado  pois  defies  fentimentos  ,  e 
do  mais  profundo  rejpeito  ,  chega  a  beijar 
as  Mãos  Auguftas  % 


DE  VOSSA  ALTEZA  REAL 


o  feu  mais  fiel  vaíTallo  e  cnado 


Jofé  Uãría  jy atitas  íeràra» 

PRO- 


PROLOGO. 


DEsrsf AitBM06  nós  o  prêfente  lugar  para  dar 
huma  breve  idéa  do  plano  ^  que  fenrto  de 
,  bafe  aefteCompeDdio^  quando  elle  mef- 
mo  o* pôde  moftrar  com  maior  extensão?  Fallare- 
mos  da  dificuldade ,  que  acompanha  efte  generd 
de*  obras  ,  fá  rerdadeiraméúte  fentida  por  quem 
delias  fe  incumbe  ?  Pertcnderemos  antes  dizer 
agora ,  qoe  o  concluímos  defde  o  I^orembr o  de 
96  até  o  de  ^ ;  occopados  ao  mefmo  tempo  da 
Regência  diária  de  hnma  Cadeira^  de  trabalhos^ 
deftinados  i  formação  das  Cartas  marítimas  ^  de 
cuidados  (obre  a  conftrucçâo  do  noflb  circular^ 
di  compoGçâo  da  Calculo  das  Pensões  Vitalícias  ^ 
c  em  fim 9  por  ráo  íallar  em  coufas  menores^  da 
kAmcçSb  do  Sereniffimo  Senhor  Infante  £X  ¥t^ 
dm  Carlos  ?  QuereremoB  tahes  defcolpar  aiSnv 
huma  obra  y  que  vai  oâSsrecer-fe  á  crítica  j  á  f^^ 
tytBy  em  huma  paia?ra,  aos  olhos  dopáblico^  e 
^oe  ta We2  pafie  aos  da  Pttfteridadc  ?  Por  Tcntur^t 
wAo  he  o  noflb  íeMkr  conforme  aodoantigo,  que 
èf|b;  ^EiM>  qw  poda :  íepodeís  ^  fâzci-<)  mel^^ 

^  alià& 


n  PROLOGO. 

^allàs  íervi-vos  do  <)ue  vos  offerecem  com  tão 
^,boa  vontade?,, 

A  que  objc£lo  pois  fe  dirigirá  cfte  dircur- 
fo?  Servirá  elle  deoftentar  huma  litteratura ,  que 
não  fendo  proveitofa  aos  Commerciantes  e  Fi- 
nanoeiros ,  moftre  huma  pompa  vã ,  que  qualquer 
poderia  facilmente  oftentar  ,  lidos  os  Montucla  ^ 
os  du  Gua  ,  os  Boflut,  e  as  poucas  obras  feme-* 
Ihantes ,  que  tem  apparecido  depois  delhs  ? 

Repetirei  eu  também,  que , comoindividuo 
de  huma  fociedade  ,  quero  dizer,  como  homem 
ibcial ,  me  aproveitei  dos  trabalhos  dos  meus  fe<- 
melhantes  ,  fubfiituindo-lhes  fomente  os  meus 
próprios  ,  quando  pude  ,  ou  excedellos ,  ou  tor^^ 
oallosmais  intelligiveis  ?  Que  maravilha !  Demais : 
quem  folhear  hum  Euler  ,  hum  de  la  Grange  ^ 
hum  d'Alembert ,  hum  Bernoulli ,  hum  Goldbach  ; 
quem  vir  os  Curfos  Mathematicos  de  Bezout ,  Boí^ 
íut ,  e  Marie ;  notará  com  facilidade  o  que  tenho 
delles ,  e  o  que  he  meu  próprio.  Parece*me  ouvir 
perguntar  o  Leitor ,  já  enfaftiado :  Pois  a  que  def-- 
tinas  efte  Prologo  ?  Eu  o  fatisfaço.  Deílino-o  ahum 
fim  ,  que  muito  diífidhnente  obteria  fem  elle; 
deftino-o  a  hum  dever  de  razão  e  de  amizade ; 
deftino*o  a  declarar,  que  tendo  em  outro  tempo 
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F  R   o  L  o  Q  òf  m 

O  Senhor  Stokler  fido  encarregado  defta  mefina 
compofiçáo ,  que  depois  atalharão  poderofos  mo^ 
tívos  9  chegou-a  no  em  tanto  até  o  numero  244 
incluilve ;  e  como  eu  achafle  efte  feu  trabalho  já 
feito,  de  todo  conforme  ao  meu  fyfiema ,  e o Se<« 
nhor  Stokler  mo  íranqueaffe  comamaiorpromptH 
dão  j  aflèntei  de  levantar  o  meu  edificio  fobre 
aquelle  bom  alicerfe  ,  onde  apenas  introduzi  aln 
guns  pequenos  parágrafos  y  ( que  vão  impreflbs 
em  menor  caraâer)  porque  aíEm  convinha  ao  fio 
das  minhas  idéas. 

O  Leitor  verá' também,  que  em  quanto  aos 
limites  ,  .quaíi  tranfcrevemos  o  que  eftá  pública 
do  mefmo  Áujchor ;  pelo  menos  a  comparação  do9 
dous  efcritos  poderá  facilmente  conduzillo  ao 
fa£lo  de  tudo.^ 

Refta-me  Yómente  advertir  ,  que  algumas 
praticas  mais  longas  da  Efcrituração ,  e  do  Com* 
mercio,  como,  por  exemplo,  o  Calculo  dosCam» 
bios  ,  &c.  ficão  refervadas  para  a  fegunda  Parte 
deâe  mefmo  Compendio ;  aíCm  porque  a  prefen* 
te  vem  defte  modo  a  fer  de  hum  ufo  mais  ge« 
ral  ,  como  por  formar  hum  fó  corpo  de  tudo  o 
que  he  pratica  abfolutamente  própria  ás  dita» 
dafles  de  peflbas. 


ff  I^R   o  L  o   G  o» 

f  Lembraria  ainda  produzir  algumas  raz6e» 
íobre  a  precisão,  e  porconfequencia  fobre  a  utH 
lidade  de  huina  obra  femelhante  em  Portugal ; 
porém  o  fea  Titulo  j  c  a  falta  abfoluta  ddia  ^ 
inoftrâo. ambas  as  couíks  táo  evidentemente,  que 
pertender  provallas,  fora  diminuir-lhes  a  eviden* 
cia:  portanto  fó  me  fica  lugar  á  feguinte  reflexão : 
^He  poflivel  que  noeftado  a6bial  da  Europa  aiiv» 
^  da  nâo  haja  em  toda  ella  hum  curfo  completo 
^de  Eftudos  para  os  Cpmmercíantes  ,  e  Finao» 
^ceirosl,,^ 

Portugal  y  que  primeiro  intentas  eftabelecel- 
lo^  nota  efta  reflexão  mais,  e  íobre  elia  coateok* 
p\A  de  noTQ  a  Máo  que  te  govenuu 
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ELEMENTOS 

D  K 

AMTHMETICA  UNIVERSAL» 

líOqÔES  PRELIMINARES 

Danaturesia  das  numeras^  efuss  dtffkreitUf 

efpecies. 

A-SE  nas  Mathcmatkas  o  nome  de 

Quantidade  a  tudo  cpmto  he  capax 

de  augmento  ,  e  diminuição  y  como 

por  exemplo  a  Extensão  ,  a  Lus  ^  o 

Movimento,  o  PezO)  oTempo,  && 

2    Tantos  são  os  difibentes  gene* 

ros  de  quantidades  y  de  que  temos  idéas,  e os dilierentev 

modos  y  por  que  as  podemos  concdber^  quantas  são  a» 

di&rentes  partes  cm  que  &  dividem,  ou  podem  omÍH 

deiar  divididas  as  Mathematicas* 

3  A  Jbritbmetuã  y  que  he  a  primeira  de  tod»  d- 
ks  y  da  qual  todas  as  outras  depenoem ,  trata  da  Quofh, 
tidade  difcretãy  oaázQuaniáade  em  geral  y  enifj^fh 
to  eJUfe  conjidera  divmda  em  partes.  A  Alfthra  pq* 
lém  tem  por  objeâo  a  Quantidade  confiderada  na^Jitm 
makr  generalidade ^  ijiolbey  tem  por  objeâo  a  j^M»^ 
iidsde  em  geral  independentemente  de  toda  aoutraconi 
fderafãoy  que  náojija  a  eapofidade  de  admiftir  am 
ffatntOpO  aiminuição*  >  '^'  •       l 

Bii  Ef- 


r. 


1       *  Ele  me  k  t  o  s 

•  4  Eftas  duas  Partes  das  Mathematicas ,  quando  íè 
tratâo  fimulraneamentc  ,  como  fazemos  ncfte  Compen- 
dio, fecoftumão  contemplar  como  hum.fó  ramo  delias 
Sciçncias ,  e  íè  denotâo  pelo  nome  commum  de  Arith* 
metica  Univerfal. 

"  5r  O  fim  de  huma  ,  e  outia  he  enfinar  meios  fá- 
ceis ,  tanto  para  repreíentar  clara  ,  e  diftindbmente  as 
quantidades ,  que  conflituem  o  feu  objeílo  y  como  para 
a$  unir 3  e  feparar  ^  ou  compor,  e  refoker  ,  que  hc  o 
què  fe  chama  Calcular. 

6  Para  formarmos  idéa  da  Grandeza  de  qualquer 
quantidade ,  precifamos  compai^lla  com  outra  da  meí^ 
ma  natureza  ,  de  que  tenliamos  perfeito  conliecimento , 
c  da  qual  nos  pofTamos  commodamente  ícrvir*  como  de 
medida  commum  para  todas  as  outras  da  fua  efpecie. 

7  Efla  quantidade,  que  as  mais  das  vezes  le  efcxH 
lhe  arbitrariamente  ,  he  o  que  íe  châmn  Unidade  ^  eo 
expoente  da  razão  ,  que  a  quantidade  que  fe  pertende 
medir  tem  com  a  unidade  ,  que  lhe  ferve  de  medida , 
he  o  que  propriamente  íc  chama  Nuniero»  Em  quanto 
porém  não  explicamos  o  que  feja  Razão  ,  c  Expoente 
de  razão ,  daremos  huma  definição  do  Numero  em  ter- 
mos maisaccommodados  á  capacidade  dos  Principiantes  , 
dizendo  que  Numero  he  huma  grandeza  ,  que  refulta 
da  Compararão  da  Unidade  ,  e  da  Quantidade  ,  que 
por  ella  fe  pertende  nfedir ,  a  qual  exprime  de  quantas: 
Unidades  ,  ou  partes  da  Unidade  fe  compSe  a  mefma 
Quantidade. 

8  O  Numero  chama-íe  inteiro ,  quando  exprime  y 
que  a  Quantidade  ,  cuja  grandeza  fe  pertende  avaliar  ^ 
confia  fomente  de  Unidacfes.  Chama-íe  Quebrado  ^  ou 
Fracção y  quando  indica,  que  cila  he  meramente  com« 
poila  de  partes  da  Unidade :  e  Fraccionario ,  auando  ex- 
prime aui?  cUa  confta  juntamente  de  Unidades  ,  e  de 
paneâ  aa  Unidade» 

:  ,  o 
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9  O  Numero,  ou  fga  inteiro  ,  ou  quebrado  ,  ou 
íi'acdonario  9  chama-fc  abítraâo,  quando  nao  declara  a 
natureza  das  Unidades ;  e  concreto ,  quando  a  declara : 
aflim  tres^  cinco  ,  e  oitOy  ou  três  vezâs  ,  c  oito  vessMS 
^  números  abftraâos ,  porém  três  arrobas ,  oito  horas  y 
vinte  léguas  y  &c.  são  mimeros  concretos. 

10  Para  avaliar  a  grandeza  das  Quantidades  írac« 
cionarias ,  e  das  fracçòes ,  he  preciiò ,  como  fc  vê  da  fua 
definidío ,  coníiderar  a  Unidade  dividida  em  hum  certa 
numero  de  partes  iguaes ,  para  aíEm  íe  poder  exprimir 
de  (mantas  deílas  partes  le  compóe  qualquer  das  fo^ 
breoitas  quantidades.  Ora  ifto,  rigorofamcnte  fallando, 
nao  he  outra  couík  mais  do  que  buícor  huma  nova  uni- 
dade mais  pequena  do  que  a  primeira  y  a  qual  conten* 
do-fe  ncfta  hum  numero  exaâo  de  vezes  ,  aíEm  como 
também,  na  quantidade  ,  cuja  grandeza  ic  pertende  por 
dia  avaliar.^  poíTa  fervir  de  medida  commum  a  huma, 
e  outra. 

11  Quando  ifio  he  poflllvel ,  o  numero  que  expri- 
me a  grandeza  da  quantidade  fe  chama  ,  como  já  dif- 
femos ,  Quebrado ,  ou  Fraccionario ,  iègundo  €àA  repro* 
íènta  huma  quantidade  menor,  ou  maior  ,  que  a  luii- 
dade  primitiva  \  mas  quando  por  mais  pequenas  que 
íejão  as  partes ,  em  que  eíta  iè  confidere  aividida  ,  não 
he  poílivcl  achar  medida  commum  entre  ella ,  e  a  quan- 
tidade ,  cuja  grandeza  íè  pertende  avaliar  ,  enrao  efta 
grandeza ,  ou  numeio ,  que  a  devera  exprimir  ,  fe  cha- 
ma Surdo  y  irracional^  ou  incommenfuraijeL  Ao  diante 
datemos  exemplos  deílas  quantidades  ,  e  eníinaicmos  o 
modo  de  as  indicar  no  Calculo.    . 

12  Os  números  inteiros  hum ,  dous ,  ties ,  quatro , 
dnoo ,  &c.  a  que  também  íè  chama  nunieros  naturaes , 
por  iilb  que  delles  iè  devia  namralmente  formar  huma 
juíla  Idéa  primeiro  que  de  todos  os  outros ,  coníUtucm 
Dumsi  ferie y  ou  íèquencia,  que  ,  como  he  £icil  de  ver,, 

.    .  naa 


Jf  £  L  B  M  fi  K  T  o  S  ? 

fl^  pôde  já  mais  tamínar  ,  por  ouanto  cada  humxlos 
ièus  termos  he  formado  do  preceaentc  ,  c  de  mais  Jbu- 
ma  unidade  que  íe  lhe  ajunta  ;  o  que  he  íèmpre  poífi- 
vei  fazcF-íe^  por  maior  que  íeja  o  termo  a  que  fetraha 
chegado.  Eíta  propriedade  da  ícríe  dos  números  natit* 
racs  coíhimão  os  Alathematicos  exprimir,  dizendo  que 
elles  sáo  infinitos. 

13  Ora  lendo  os  números  naturaes  infinitos  ,  pa* 
recc  á  primeira  viíla  >  que  íèria  tambcm  preciíb  invciH 
tar  infinitos  nomes ^  e  íinaes  para  os  poder  exprimir,  e 
repreíèntarj  o  que,  fendo  impoilivel,  poz  os  primeiro» 
inventores  da  Árithmetica  na  neceflidade  de  imagina- 
rem algum  artificio  ,  para  iflo  iè  poder  confeguir  por 
meio  ét  hum  numiero  limitado  de  nomes,  e  caraâcres, 
Efte  artificio  pois  he  o  que  os  Mathematicos  defignao 
cm  geral  pelo  nome  Numerarão. 

Princípios  da  Numeração  decimal. 

14     A    Numeração,  decimal ,  que  ferve  de  fimda* 

jl\  mento  a  todas  as  regras  da  Árithmetica ^ 

de  que  hoje  ufamos ,  he  pois  a  Arte  de  reprefentar  to* 

dos  os  números  imagináveis  por  meio  dos  dez  algarij^ 

cifra,  hum,  dous,  três,  quatro,  cinco,  feis,  íète,  oito,  nove» 

o,     I,     2,    3,     4,       5,     6y    7,    8,    9.    , 

o  que  íè  conícgue  confiderando  dez  unidades  como  hu* 
ma  nova  unidade  ,  a  que  íè  chama  desíena  :  cada  dez 
dezenas  como  oufra  nova  unidade ,  a  que  íc  chama  cen^ 
tena  :  cada  dez  centenas  como  outi'a  nova  unidade,  a 
que  íè  chama  milhar  :  cada  dez  milhares  como  .outra 
nova  unidade,  a  que  íè  chama  dezena  de  milhar^  ea& 
íim  fucceílivamente  ,  c  repielèntando  qualquer  numero 
compoíb  dcftas  diífèrentes  unidades  pelos  meímos  al« 
gariilnos  que  as  unidades  iimpliccs*  >      , 

Po* 
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i^  Porém  para  ^Mínguir  em  que  caíbs  cada  hum 
dos  referidos  algarifmos  repreíenta  unidades  íimpliccs, 
dezenas^  centenas  >  milhares  »  ou  ootnis  quaefquer  uni* 
dades  das  mencionadas  ,  fe  conveio  em  eícrcTer  todos 
0S  nameix» ,  di^ndo  os  algarifmos  que  repreícntaflem 
as  diãerentes  unidades,  de  que  cUes  íbíTem  compoíbs, 
todos  emhuma  meíma  linha ,  bem  como  fediípóem  as 
ktras  do  Alfabeto  para  íe  eicreverem  as  palavras ;  e  que 
«higaies  que  dlcs  occupaíTem ,  contando  da  direita  pa* 
ia  a  eíbueria ,  foíTem  deítinados,  o  primeiro  para  as  uni- 
dades umplices,  o  íqgundo  para  as  dezenas ,  o  terceiro 
para  as  centenas  y  o  quarto  para  os  milhares  >  e  aílim 
filcoeíEyamente  :  de  forte  que  para  fc  eicrever  >  por  ex« 
emplo  ,  duas  mil  feteccntas  oitenta  e  quatro  unidades  ^ 
cu  dous  milhares ,  íete  centenas ,  oito  dezenas  y  c  quatro 
unidades  ,  os  algariiinos  que  reprefentâo  as  differcntes 
daflcs  de  unidades ,  dequc  efte  numero  confta ,  k  deve* 
ráò  diQ)âr  da  maneira  íegiiinte  2784.  Da  mefma  forte 
para  reprefcntar  duas  mil  íètecentas  e  oitenta  unidades*, 
€a  dous  milhares ,  íete  centenas  >  e  oito  dezenas  >  ie  de- 
ved  eicrever  2780,  eicievendo  cifra  no  lugar  das  uni* 
dades  íímplices ,  para  denotai*  que  nefte  numero  nâo  as 
ha,  e  determinar  ao  meímo  tempo  o  valor  dos  outros  ai* 

gnímos.  AíCm  támbem  querendo  reprcíèntar  duas  mil  ^ 
e  centenas  9  e  quatro  umdades  y  eícreveremos  2704, 
pondo  huma  cifra  no  lugar  das  dezenas  y  para  denotar 
qoe  neOe  numero  as  sAo  ha  .  e  determinar  juntamente 
o  valor  dos  algarifmos ,  oue  íe  íc^uem  para  a  efquerda*. 
j6  Do  que  temos  oito  fc  íegue  inunediatamcnte, 
^le  nofyllcma  da  oumoraçâo decimal  Taáo  oêJgarífniOy 
mte  e/lá  d  efqueriã  dt  §utrê^  reprefenta  Mmdâdesyca^ 
0ã  Irnmã  MS  qmus  bt  dez  vnses  msiar  que  as  nnida^ 
des  refrefmtadas  peh  akarifmo  que  lhe  fiea  d  direis 
táiy  e  reciprocãmewte.  A&n  como  xzsshessiy  tpicQuaU 
fuer  ê^fsrifmúLfejffáidQ  ds  jbãMy  deus  ^  tres^  ou  mau 
-.  V       •  •  af- 
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ãlgàrifmos  para  afua  direita  ,  reprefenta  unidade f 
dez^  cem,  mil,  ^e.  vezes  maier  do  que  reprefentaria 
fe  ejlivejje  fá.  Donde  fe  conclue,  que  para  faz»  qual- 
quer numero  dez  ,  cem ,  mil ,  &c.  vezes  maior  ,  baíba 
eícrevcr-lhe  huma  ,  duas  y  tiesr,  &c.  cifras  para  a  fua 
parte  direita. 

17  Para  felcr  com  facifidade  qualquer  liumerocom- 
poílo  de  mais  de  três  algarifmos  ,  con(ideralk>-hemoà 
dividido  em  clafles  de  três  cm  três  algarifmos  ,  princi-» 
piando  da  direita  para  a  eíqua  da ,  á  excepção  da  ulcí*' 
ma  claíTc ,  a  oual ,  conforme  a  quantidade  de  algarifmos 
de  que  o  meímo  numeio  confiar  ,  poderá  fer  compoíta 
de  três ,  de  dous ,  ou  de  hum  ío  algarifmo.  A*  primeira 
das  ditas  clafTes  chamaremos  unidades  ;  e  á  terceira  ^ 
quinta  ,  fctima ,  e  mais  claflès  impaies  ,  chamaremos 
milhões  5  biliões ,  triliões ,  quatrilioes ,  &c,  pela  liia  or- 
dem íucceíliva ;  porém  a  todas  as  clafíes  pares  daremos 
ò  nome  de  milhares ,  ou  mil i  e  lendo  cada  huma  íèpa- 
radamcnte  ,  íhe  applicaremos  no  fim  a  liia  refpcdiva 
denominação.  Aflun  para  lermos^  por  exemplo ^  o  iui« 
mero 

biliões      mil      milhões      mil      unidades 

73        956        814         ^42         4SS 

diremos  fètenia  e  três  bilióes  ;•  novecentos  cinooenta  e 
féis  mil  oitocentos  e  quatorze  milhões  ;  fèiscentos  qua* 
TCnta  e  dous  mil  Quatrocentas  cincoenta  e  cinco  unidades. 
ig  Entre  toaas  as  divisões,  a  que  fe  pôde  fujeitar 
a  unidade  primitiva  ,  quando  fe  pertendem  avaliai*  as 
quantidades  fraccionarias,  ou  as  fracções,  a  divisão  de* 
cimal  he  a  que  ,  geralmente  fallando  ,  merece  a  prefe* 
rencia,como  a  mais  análoga  aoíyflema  da  numeração ^ 
que  acabamos  de  explicar.  EUa  confifle  pois  em  confe- 
derar a  unidade  primitiva  dividida  cm  dez  partes,  a  que 
iè  dá  o  jyxne  4c  Décimas  ^  ^da  decima  dividida  cm 

•       ou- 
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outras  dçz  partes  ,  a  que  íc  dá  o  nome  de  ocntefimas  ^ 
por  iflb  (jue  sao  procifas  cem  para  conílituir  huma  wii-* 
dade  inteira ;  cada  centeíima  em  outras  dez ,  a  que  íedá 
o  nome  àc  MiUeJimas  j  por  iíTo  que  sáo  necdTarias  mil 
paia  formarem  huma  umdade  inteira  :  e  aífim  fuccelfi- 
ramente  y  de  forte  que  procedendo  na  fua  denominação 
por  huma  ordem  contraria  á  dos  números  inteiros  ,  lhe 
chamaremos  decimas  y  centejimas ,  millejimas  y  decimas 
mUefintas ,  centejimas  nullefimas ,  núUioneJimas ,  &c« 
indicando  por  cada  huma  deitas  denominações  unida- 
des dez  vezes  maooies  y  do  que  as  que  indica  a  fua 
precedente. 

15^  Sendo  pois  hum  principio  fundamental  do  íyíte- 
ma  da  noíTa  numeração  y  que  hum  aisariímo  eícrito  á 
direita  de  outro ,  repreíênte  unidades  £z  vezes  menores 
que  as  do  algariímo^  que  lhe  fica  á  cfqueitla ,  he  daro 
que  para  íèguir  huma  analogia  conftante  entre  os  núme- 
ros mteiros  ^  e  as  fracções  oecimaes  y  as  decimas  íè  de? 
vem  eíbevcr  á  direita  das  unidades  y  as  centefimas  á  di- 
reita das  decimas  ,  as  millelimas  á  direita  das  centefi- 
mas y  e  aífim  fuccdfivamente  \  mas  paia  não  confundir 
os  álgarifoios ,  que  repreíèntâo  números  inteiros  y  com 
os  que  reprefcntao  quebrados  dccimaes  >  iè  conveio  em 
íèparar  o  lu^ar '  das  unidades  do  lugar  das  dechnas  ^ 
pondo  entre  hum^  e  outro  humavirgiua.  Aífim  para  re- 
pn^íentar  vinte  e  oito  unidades ,  e  quatro  decimas  y  eC- 
creveremos  28, 4  ,  pondo  huma  virgula  entie  o  8  >  e  o 
4  ,  para  denotar  que  o  8  repreíènta  imidades  >  e  o  4 
xepreíènta  decimas.  Para  reprefentar  vinte  €  oito  unida-i 
des  y  quatro  decimas  y  e  cinco  centefimas  y  eícreveranos 
2^,45  'y  e  para  reprefentarmos  vinte  e  oito  unidades  ^ 
e  cinco  centefimas  y  efcreveremos  28,  ojr  >  pondo  huma 
cifra  no  lugar  das  decimas  y  para  denotar  que  neíte  nu- 
mero não  as  ha  ,  e  determinar  juntamente  o  valor  dg 
algaiilmo  5^  que  iè  lhe  íe^e  para  a  direita. 

Ç  Quan- 
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io  Caiando  fuccedcr  que  o  numero  que  fe  pertenr-^ 
de  ncpréfeíitar ,  cxDiifte  fomente  de  partes  ciecimaes ,  fem 
qué  involva  unidade  alguma ,  para  evitar  toda  a  coníu- 
são  ,  efcicvcrcmos  huma  cifra  no  lugar  da  unidade  ,  e 
á  iua  direita  a  virgula ,  que  a  deve  ieparar  do  lugar  das 
decimas.  ^  Aflim  querendo  ,  por  exemplo  ,  reprcfentar 
quatro  decimas ,  e  cinco  centeiimas,  efcreveremos  0,45'i 
epara  inéprcícntaí  cinco  centefimas ,  efcreveremos  o,oy, 
pondo  huma  cifra  no  lugar  das  decimas  ,  pela  razaa 
ponderada  em  o  Numero  precedente. 

21  Quando  havemos  de  pronunciar  hum  nuroen> 
decimal  qualquer ,  como  por  exemplo  o,  45*  ,  podemos 
dizer  indiffôrentementc  quatro  decimas ,  e  cinco  centcíi- 
mas ,  oii  quarenta  e  cinco  centeíimas  ;  porque  valcnda 
cada  decima  dez  centefimas  ,  tanto  valem  quatro  deci*^ 
mas  j  como  quarenta  centefimas ;  mas  por  con(crvarmo9 
huma  analogia  mais  perfeita  entre  as  iracções  deci-^ 
mães  ,  e  os  números  inteiros  ,  preferiremos  o  fègundo 
modo  de  ler  ao  primeiro  ,  ifto  he ,  leiemos  âs  fracçóes 
decimacs,  como  fe  foíTem  números  inteiros  ^  fó  com  a 
diíferença  de  lhe  applicarmos  no  iim  a  denominação 
côrrélpondente  ao  feu  ultimo  algarifmo  da  direita.  Ma$ 
^aanao  p  numero ,  que  fe  houver  de  ler ,  coníbar  junta- 
mente de  unidades  inteiras ,  e  de  fracções  decimaeâ,  lere- 
mos primeiro  o  numero  inteiro  ^  como  íè  não  folTe  íè- 
guido  de  quebrado  algum  decimal ,  e  depois  leremos  o 
^ebrado  oetímal  ,  como  fenão  ibíTe  precedido  de  nu« 
ttiero  algum  inteiro.  Aflim  para  lermos  ^  por  exemplo , 
ò  numero  ji^,  948  ,  diremos  trezentas  e  vinte  e  cinco 
Mídtides^  ooTeouitas  quarenta  e  oito  miUeíimas. 


Re^ 
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KejUxSes  fobre  as  Quantidades  dsciniaes. 

\%  A  Qui  podeoom  dcfiie  já  advertir  ^  que  zaoiS^ 
±\ centando  ao  ultimo  alçarifnío  da  parte  di* 
rdta  de  qualquer  quebrado  decimaf  huma,  duas,  trts^ 
ou  mais  ciiras,  íe  lhe  não  altera  de  ibrte  alguma  ora* 
lor^  pois  que  uao  íifnificando  as  ciira$  por  fi  cxMiía  al^ 
nima  ^  e  dependendo  o  valor  dos  alganíhios  decimaea 
ugnificativos  £kiiÊnte  da  fua  diftancia  local  ao  lugar  daa 
unidades ,  ou  á  vii|;ula  que  as  %)ara  das  decimaes ,  )m 
evidente  9  que  as  cifras  não  iàzem  outra  couGi  mais  do 
que  mudar  a  denominação  do  quebrado  decimal  íèm  U» 
alterar  o  valor.  Por  exemplo  ,  fe  ao  quebrado  c>  8  ac* 
ae/centarmos  huma  cifra ,  elle  fcará  reduzido  a  0|  8o; 
fe  lhe  accrcfccntarmos  dua&i  ficará  reduzido  a  o,  Scxi  \  ^ 
afliffl  fèmelhantcmente;  mas  lie  chuiO)  x|uenlk>  entrando 
neftas  difl^entes  reprefentaq6es  outro  algum  algarifmo 
iignificativo  mais  que  o  8 ,  e  permanecendo  eík  conftan* 
temente  no  .  lugar  das  decimas  ;  o  primeiro  quebrado 
tão  expcrim^itou  mudança  alguma  de  valor  peb  ac* 
oeícentame&to  das  ciBas  ^  que  iè  ihe  dcrevéfSo  á  £ia 
paite  direita. 

22  Também  liâo  he  menos  evidente  p  que  para  £i« 
feeriíum  quebrado  decimal,  dez,  cem,  mil,  &õ  vezes 
maior ,  nao  ha  neceflidade  de  mais  do  que  pafl^  a  víd» 
gula  hum  ,  dous  ,  tnes,  &c.  lugares  para  a  direita  ;  c 
que  pdo  contrario  para  o  fazer  dez  ,  cem  ,  mil  >  &c« 
vezes  menor  ,  baíta  paflàr  a  virgula  ,  hum ,  dous » 
três ,  &c.  lugares  para  a  eíqucrda.  Querendo  ^  por  ex« 
empk),  fazer  o  numero  8^,425'  dez  vezes  maior,  cfcrc- 
veremos  85:4, 25  ;  pois  he  evuiente ,  que  deflc  inodo  o 
al^iíino,  que  rcprefentava  dezenas,  paíTou  arepreíèn* 
tar  centenas ;  o  qiae  repreièntava  unidades ,  paíTou  a  re« 
preíentar  dezenas  ;  o  que  repreíèntava  dedmas  ,  wíhm 
a  rcprelèntar  qnidadçs^  c  a(fim  iiicceíEvamente)  iflohc^ 

Cii  que 
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que  cada  hum  dos  algarifmos  ,  de  que  cíle  numero  fe 
compõe  ,  paílbu  a  repreíentar  huma  quantidade  dez 
vezes  maior  > .  do  que  repreíèntava  no  ièu  primeiro  efia- 
do  'y  e  que  por  tanto  todo  o  numero  fe  fez  dez  vezes 
maior )  ao  que  d^antes  era.  Pdo  contrario,  fe  quizeíTe- 
mos  fazer  o  mefmo  numero  85*,  425  dez  vezes  menor, 
paflariamos  a  virgula  hum  lugar  para  aeíqucrda,  efcre^ 
vendo  deita  íbrte  8, 5425  ;  pois  nâo  lie  menos  eviden^ 
te,  que  paíTando  o  algarifino  das  dezenas  a  repreíentar 
decimas  >  o  das  docimas  a  rcprefentar  centefimas,  e  af* 
íim  fucceífivamente  cada  huma  das  partes  de  que  cfte 
numero  confiava  i  e  por  coníèquencia  o  numero  todo, 

Saífou  a  reprcfentar  huma  quantidade  dez  vezes  menor 
o  que  no  íeu  primitivo  eí^do. 
'  24  Se  em  vez  de  paíFarmos  a  virgula  hum  fó  lugar 
para  a  efquerda,  ou  para  a  direita,  apalTarmos  dous^ 
ou  três  lugares  para  qualquer  deftes  lados  ,  diícorrendo 
femelhantemente ,  veremos  que  em  virtude  defta  mudança 
o  numero  ficará  cem  ,  ou  mil  vezes  maior,  ou  menor, 
como  diíFemos  em  o  Nimiero  antecedente  ,  fegundo  a 
mudança  da  virgula  for  para  a  direita  ,  ou  para  a  ef« 
querda.  Devemos  porém  advertir ,  que  quando  o  nume* 
m ,  que  nós  quizernios  fazer  cem ,  ou  mil  ,  &c.  vezes 
maior  ,  tiver  menos  algarifmos  decimaes ,  do  que  íeria 
neceífario  para  íè  executar  a  mudança  da  virgula  para 
a  direita  ,  devemos  accrefcentar-lhe  primeiro  tantas  ci- 
fras ,  quantas  forem  baftantcs  para  completar  o  numero 
de  algarifmos  docimaes  ,  que  devem  paflar  para  os  iu*- 
gar^  dos  inteiros,  ciiipprimir  depois  inteiramente  avir- 
gula.  Por  exemplo  ,  querendo  razer  o  numero  297,  jT 
mil  vezes  maior,  como  nefte  caíò  ,  devíamos  mudar  a 
virgula  três  lugares  para  a  direita ,  e  nefle  numero  nao 
ha  mais  que  hum  fó  lugar  de  dizima  ,  nds  lhe  acerei^ 
centaremos  duas  cifras ,  e  íiippnmiremos  a  virgula  total- 
mente, «ícrevcQ4o  defla  forte  2^7^00. 

Da 
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2Ç  Do  mcrmo  modo  ,  íe  qiiizarmos  fazer  hum  nvh 
mero  cem  mil ,  &c.  vezes  menor ,  e  eile  náo  tiver  tan- 
tos algarilmos  nos  lugares  dos  inteiros  ,  quantos  íbia 
oeccíTarío  para  íè  executar  a  mudança  da  virgula  ^  nós 
llie  accrelcentaremos  á  fua  efquerda  tantas  cifras  y  e  mais 
huroa  quantas  baftarem ,  para  que  a  dita  mudança  íê  pof- 
£à  dlcimar.  Defta  íbrte  pois  querendo  fazer  o  Numero 
26,428  mil  vezes  menor  y  accrelcentar*lhe-hemos  para 
a  eíquerda  duas  cifras  y  que  com  os  dous  algaríímos  2 . 
e  6y  iãzem  quatro  lugares  de  números  inteiros  i  c  pa^ 
fando  a  virgula  três  lugares  ^ara  a  efquerda  y  cfcreve- 
remos  o^  026428  y  numero  mil  vezes  menor  que  o  pri« 
meiro. 

Das  Operações  da  Arithmetica^ 

26  A  S  operações,  que  ordinariamente  íêcontão; 
/\  como  íundamentaes  da  Arithmetica  ,  síio 
quatro  y  Santntar  y  Diminuir  y  Multiplicar  y  e  Dividir  \ 
mas  rigorofamente  fallando  >  ellas  são  fomente  duas, 
Sommar  y  e  Diminuir  y  as  quaes  coiteípondem  ás  duas 
propriedades  eilenciaes  da  quantidade  geralmente  coníl» 
derada  «  que  sao  a  capacidade  *de  nece&cr  augmento  y  e 
a  capaadade  de  receber  diminui^o.  A  primeira  das  di- 
tas operações  confifte  em  formar  ,  ou  compor  hum  fó 
todo  por  meio  da  união  de difibrentes  quantidades,  que 
antes  da  operado  íè  coníideravâo  como  íèparadas  y  e  a 
fegunda  codifte  cm  reíblver  y  ou  feparar  num  todo  em 
difibentes  panes  ,  tirando  delle  alguma  ,  ou  algumas 
deílas  panes ,  de  que  elle  antes  da  operado  fe  coníide- 
rava  compoíb.  As  outras  duas  operações  vulgarmente 
reputadas  por&ndamentacs,  são  meras  abbreviações  das 
pnmeiras  ,  como  adiante  molharemos  >  mas  nem  por 
liOb  deixâo  de  íèr  de  grandilfima  importância :  humas, 
e  outras  são  communs  ,  tanto  á  Aritlunetica  y  como  á 
A%ebra>  mas  para  proceder  methodicamentc,  explicarer 

mos. 
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mos  primeiro  o  modo,  porque  feçxecutâo  naArlthme- 
tica;  e  depois  o  modo,  porque  íèexecutao  na  Álgebra* 

Da  Operarão  àeSammâr^  tanto  em  números  inteiros^ 
como  em  decimaes. 

27  /^  Fim  defta  operajáo  na  Aridimetica  bc  re- 
V^  preícntar  por  hum  fò  numero  o  vale»-  to- 
tal de  muitos  numax>s ,  ouando  cíbes  rcpreíentao  unida« 
des  da  mefma  natureza.  Os  números ,  que  íè  pertendem 
íbmmar ,  chamáo-íè  AddiçSes ,  ou  Parcellas :  e  o  nume- 
ro que  refulta  da  operaç2u> ,  chama-fe  Somma. 

28  O  Artificio  aíllm  defta  ,  como  de  todas  as  ou« 
trás  operações  Arithmeticas ,  conCfle  em  reduzir  o  Cal* 
culo  dos  números  compoftos  ao  Calculo  dos  números 
iimpliccs. 

29  Chamamos  aqiii  Números  Jimplices  os  que  íe 
repreièntáo  por  hum  lò  algarifixio  >  e  Compoftos  os  que 
ie  reprefcntao  por  mais  de  hum. 

go  O  Caiado  dos  números  ílmplices  nao  tem  ne» 
ceíudade  alguma  de  regra  ,  por  confiftir  cm  operações 
do  entendimento  ,  que  nao  exigindo  grande  esroixjo  de 
atten^o  ,  nem  oomoinaqòes  complicadas ,  nao  excedem 
também  o  alcance  dos  efpiritos  mais  ordinários.  Pelo 
que,  fommardous  números iimplices,  ou  hum  íò numero 
compofto  com  hum  numero  íimples ,  sao  cx>ufas  que  to- 
dos os  principiantes  derem  faber  fiizer  com  extrema  fa- 
cilidade antes  de  entrarem  no  eftudo  da  Arithmetica  j 
inas  para  fommar  dous ,  ou  mais  números  compoftos  > 
antes  de  começar  aopemçio,  os efcrcveremos  todos  em 
huma  mefma  columna  vertical ,  de  maneira  que  as  uni- 
dades da  fq;unda  Parcella  fiquem  debaixo  das  unidades 
da  primeira }  as  dezenas  debaixo  das  dezenas ,  as  cente- 
nas dd)aixo  das  centenas  ,  e  femclhantemehte  todos  os 
Qutios  algariimos  ^  que  repreíeiítarqm  unidades  da  mef- 
ma 
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ma  dafle-  Omefino  fe  praticará  com  a  terceira  parcella 
a  refpeito  da  fegunda ,  com  a  quana  a  refpeito  da  ter- 
ceira^ eaílim  fucceílivamente  com  todas  as  outras,  que 
ie  houvaem  deíbmmarj  deíbrtc  que  as  unidades  de  to- 
das venhão  a  conftituir  buma  íó  columna  vertical ;  e  ib- 
melhantcmcnte  as  dezenas ,  as  centenas  y  e  todos  os  ou- 
tros alganímos ,  de  que  as  mefmas  paixellas  conítarem* 
31  Depois  deaífim  diípoíbs  asparcelias,  tiraremos 
por  baixo  de  todas  dias  buma  rifca  tranfva^íal  ,  e  co* 
meçaremos  por  íbmmar  todos  os  algarifinos  da  columna 
das  unidades :  lè  a  fua  íbmma  i^o  paflfar  de  9  ,  a  efcre* 
teremos  debaixo  da  mefma  columna  ;  porém  fe  paílar 
de  9  ,  en^  como  nelia  fe  incluem  dezenas  y  eíci-everc^ 
mos  fómentc  as  unidades  que  reftarem  ,  depois  de  tirar 
das  todas  as  destoas  j  e  paíTando  a  íbmmar  a  columna 
das  dezenas  ,  accreíccntaremos  á  fua  íbnrnia  tantas  unida- 
des, quantas  forem  as  dezenas  que  tivermos  acbado  na 
femma  da  columna  precedente.  I)ebaixo  pois  da  coluituia 
das  dezenas  eiaieveremos  a  íua  íbmma  ,  obfervando  a 
incfma  cegra  que  dêmos  a  refpeito  da  fomma  das  unida- 
des ,  e  continuaremos  a  proceder  femelbantemente  com 
todas  as  columnas  íêguintes  ,  até  chegaimos  á  ultima, 
cuja  foouna  inteira  elcreveremos  no  íèu  devido  lugar. 

EXEMPLO!. 

Sapponbamos  que  i^ueremos  Íbmmar  eítas  doas  ad» 
di^Ses  0454  ,  3142.  Piímeiramente  as  efcrereremos  da 
maneira  Icguinfê 

Somsna       9S9^ 
E  paflândo-Dib  por  baixo  bitma  riíca  traníVeriâl,  come» 
{aremos  por  fánmsí  a cobunoadat unidades^  dizeodo: 

4 


14  Elementos 

4  e  2  fkzein  6 ,  algaii/mo  que  efcreveremos  debaixo  da 
mcfina  columna  que  (binmamos.  Depois  paíTaremos  á 
columna  das  dezenas  ,  e  diremos  :  5:  e  4  fazem  9  ^  e 
debaixo  delLi  efcreveremos  o  algariímo  9.  PaíTando  de- 
pois á  columna  das  centenas  ^  diremos:  4  e  i  fazem  5", 
e  efcreveremos  ^  debaixo  da  mefma  columna.  Ultima- 
mente fbnunando  os  algariímos  da  columna  dos  milhares , 
diremos :  6  e  3  fazem  9 ,  numero  que  efcreveremos  de- 
baixo delia ;  e  aílim  teremos  por  ultimo  refultado  deftas 
operações  o  numero  95^96  i  o  qual  evidentemente  encei> 
ra  tantas  unidades  ,  tantas  dezenas  ^  tantas  centenas ,  e 
tantos  milhares,  quantos  fecontinhâo  em  ambas  aspar? 
cdlas ,  que  fommámos  por  partes  nefta  operado. 

EXEMPLO    II. 

Supponhamos  que  nos  pedem  a  íbmma  dos  números 
2^6.^  >  éo28 ,  5:83 ,  c  4292*  Primdrameme  os  efcrere» 
remos  da  maneira  fçguinte 

9s6ç 
6oz8 

Somma       1946^8 

E  começando  por  íbmmar  a  columna  das  unidades  y  di-» 
remos :  5  c  8  nizem  13,63  fazem  16 ,  e  2  fazem  18 ; 
ecomo  neíta  fomma  parcial  feinclue' huma dezena,  e  8 
unidades ,  efcreveremos  debaixo,  da  columna  das  unida* 
des  fómente  o  algaiifmo  8 ,  ç  íbmmaremos  com  a  co- 
lumna feguinte  o  algariímo  i  ,  aue  repreícnta  a  deze- 
na y  que  na  meíma  lomma  &  inaue^  dizendo :  i ,  que 
vem  aa  columna  precedçnte  ,  e  6  são  7 ,  e  2  são  9 ,  c 
8  ^o  I7a  c  o  s^âo  26*  PeU  meÍQU  razâp  efcreveremos 
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dd>aixD  dacolumna  das  dezenas  fómente  oalgarifixKX^; 
c  o  1 9  que  denota  as  dezenas  de  dezenas ,  ou  as  cente- 
nas compiehendidas  nefta  íègunda  fomma  parcial  ^  o  ac« 
creícentai^mos  á  columna  das  centenas  >  dizendo :  ^ ,  que 
vem  da  columna  precedente  ,  com  y  fazem  7  >  c  5  la- 
zem  12^  e  2  &zem  14.  Procedendo  do  meuiK)  modo, 
que  com  a  Ibmma  das  duas  primeiras  cc^umnas ,  eícre- 
Teremos  fómente  4  debaixo  da  columna  das  centenas  9 
e  levando  o  algaríimo  i  para  a  columna  íèguinte  ^  con^ 
tinuaremos  a  operação  ^  dizendo  :  i  ,  que  vem  da  cc^ 
liunna  precedente,  e  8  são  9 ,  e  6  sao  15 ,  e  a  sáo  19 ». 
fomma  que  aíTentarcmos ,  eícrevendo  o  9  dwaíxo  da 
columna  dos  milhares ,  e  á  fua  eíquerda  o  algariímo  i , 
por  iíTo  que  etle  conftitue  parte  da  íbmma  deita  cxAur 
mna ,  e  nao  ha  mais  columna  alguma  que  ÍCHnmar.  Deite 
modo  pois  teremos^  que  a  fomma  das  referidas  parco 
las  ièiu  19468. 

32  Se  as  parcelas  que  íê  peitenderem  ibmmar ,  além 
dos  números  inteiros,  incluirem  também  fracções  deci"- 
mães ,  como  na  Dizinia  íc  obfenra  (  Números  18  c  19) 
a  lei  geral  da  numera<^o  dos  números  inteiros ,  efa-eve* 
i-emos  as  addiçôes  de  maneira ,  aue  as  unidades  da  mie& 
xna  ordem  ic  achem  todas  ~  em  liuma  mefma  columna 
vertical  ,  e  procederemos  á  operado  da  mefina  iorte^ 
que  nos  numeios  inteiros. 

EXEMPLO    in. 

Se  nos  pedirem  a  íbmma  das  feguintes  parcelai  •  fi 
428, 62$  y  642,28  ;  248, 104  ;  c  48,5  j  depois  dç 
as  e^TCveimos  da  maneira  íèguinte 


42?,' 


li  Et  B  M  S  M  ¥  O* 

6  4  2, 1 8 
148,104 
48,í 


Softunâ        1367, 509 

pfú^eâeretfios  ubídlutâmente  como  ém  os  exemplos  pre^ 
cedemed  5  ^  acharemod  que  ái^  fobreditas  pàixelas  lò»^ 

iDiít  Oj>êfaj^ão  ik  DtfniHutr  ^  iante  em  mnieròs 
inteins^  cúntB  em  ditimâês. 

53  tj^  Stà  Opcrá^õ  tem  ^or  fim  aítlnalar  a  diHfe- 
'JDií-énfa  dé  ddits  íiumèitas  j  tirahdo  o  menor 
átí  Ifláiõt.  Êm  quanto  elk  fe  aj)plica  a  numcnos  fanpli* 
ces  ,  ou  a  números ,  cuja  ditFerenja  he.huxil  mimcro  íim- 
|1W  5  tw  tãitlbèm  à  liumgrds  5  dos  quaes,  o  menor  he 
fiitlples  5  ilãò  néeeífita  dá  fegra  alguma }  maí  ouando  os 
ítítherds,  eiill*ê  òs  quàcs  fè  pêltêtidê  ídbet  adiffencftça, 
*?ld  éémpóftòá  3  é  fem  pôt-  différençâ  hum  numero  tam- 
bêtft  êòrilpdftò  }  èiitiío  pam  feduxii:*  a  dpciãç5d  aô  câl^ 
ítilô  4ííá  nlimèfdSt  ifiiTT|jJice8  5  èfeievtítmos  o  numero  mo 
fíúi  áfebaixd  Aà  íiiàiõf ,  òbfôhráriidò  á  mcfma  tcgra ,  quô 
expuzemos  (  Numero  30  )  para  â  Operação  d^  íommar  i 
depois  do  que  ^  .paíTaremos  huma  rifca  tranfverfal  por 
l>aixo  dos  dou^  íiúmêrt>9  5  e  come^ai^mois  a  fubtracçío , 
procedendo  da  dii-eita  para  a  efqucrda  j  ifto  he ,  tiran- 
fio  KÔâ  âlgafirtttb  dd  hUma-o  inferior  ,  do  Algarifmo 
Wè  bié  t6rreí|)òHdêi'  ém  ò  nuhtero  fiipéiiúr,  eaílèntan* 
do  debaixo  orefto,  eudifièl-éhjça  ^uê  tútít  eUes  ht>utet. 
Quando  porém  algum  algarifmo  ao  numero  inferior  for 
o^melmo  que  o  feu  correípondente  em  o  niunero  fupe-^ 
rior  y  então  como  não  refta  coufa  alguma  depois  de  ti- 
rado hum  do  outro ,  cfcixrveremos  cara  debaixo  dos  di- 

to$ 
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tos  algarifmos  ;  c  quando  fuccedar  que  o  algarifino  in- 
ferior feja  maior  que  o  fupcrior  ,  accrcfcentaremos  dez 
Qoidades  dafiia  meíina  ordçm^  para  que  tfíà>tfíiajío  fe 
poíTa  dièituar  ;  e  como  da  tmid^rtef  de  qiujaner  ésí^ 
le  equivalem  a  huma  unidade  da  claíTe  immecliatamen- 
re  maior :  pai-a  compenfardk  cçreíTo ,  accrefcentaremos 
ao  algarifino  íèguinte  do  numero  inferior  huma  unida- 
de ;  por  iíTo  que  a  diilèrcnc^  de  quaeíquer  nu;inridades 
femo  altera  de  íòrte  alguma ,  quando  a  ambas  feajun- 
ca  Jmxna  mdioa  qnaaddáu^. 

EKEMfLO   L 


Qicfendo-^  m  difísresa  dos  nasneas  fttf^  c  ^^4^^ 
rfcxwdios4aeaiDs  pek  inaneinfegMde 

Differcaja        326^ 

£  pd&Ddo-iifae  TpoT  fairmfaiiia  dfc^  ^  nmrnxçmmtK  * 
opei'açao  pelas  onidades^/iiiacndD:  &ifet]wnM!6«^.  de^v 
£do  2  ^  que  aífaiifanenics  debaim  ^da  yifea  Jie>li^^'  <flw  > 
«i]9d»les^  okpois  páTando  á^idemnas ,  /diíeraos :  '^^nm- 
do  a  ^  6  ,  ficao  ^ ,  e  «dbeai^eceniQs  ié  diábais»  da  co- 
icmua  das  tdnenBs  :,  jutOònidô  depois  is  -oemeoas,  aoi^ 
tmsBBOxmfí^  aiopoDBçSo,  diaendo :  SetinnsHCS*  4 ^c 6 , fi- 
catiò  2 ,  xpe  eferi^erciiios  debako  dapolumua, <dits«ieiH 
seoas  4  e  paffiaido  xitcímaamne  íum  ffiiHmrcs ,  ^diimnoB^ 
Se  de  9  tisamios  á  ,>fic&rál&  3 ;  «e  aílèrnsnâo  ^âfle  âlgaríf> 
ino  3  ààboãStíò  dA^ooloim»  4o6  fiiilbafes ,  ^reroRios j^^ 
tuuneo,  ^qiie  evâdentememe  &iro8DtibQae  fcr  ^a  diiferenoít 

&bràc$ào  íttcoeffira  d^  partes  Wve%cf!riéemc6  4c J^ 

te  O0BO»      .        ^-  •.'  •'.'^:    ••—' 

Pji      .         :  :    .!    EX- 
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EXEMPLO    II. 

w^  ^w — rn 
ambos  eíbs 


EXEMPLO    II. 

Sc  quizermos  tirar  8648  de  36016  ,  efaeveremos 
nbos  eíbs  números  ^  da  maneira  feguinte* 

36026 
8648 

'DiflFercnça       27378 

Ê  praticaremos  a  opera<^o  .pela  mcfina  ordem  >  que  nô 
exemplo  antecedente  y  mas  como  de  6  unidades  le  nao 
podem  tirar  8  ^  acaeícentaremos  dez  unidades  ao  6  ,  e 
diremos :  Tirando  8  de  16 ,  ficâo  8 ,  que  aíTentaiemos  de* 
baixo  da  coluoma  das  unidades  ;  e  paíTando  ás  dczc* 
nas  y  accrefcentaremos  ao  4  ,  que  as  repreícnta  em  o 
numero  inferior  ^  huma  unidade  para  compenfar  o  au- 
rmento  que  fizemos  ao  numero  fuperior  das  dez  unida-- 
des  fimpíices ,  que  llie  ajuntamos ,  e  diremos ,  huma  de- 
zena y  que  accre£:entamos  demais  ,  e  4  fazem  ^  y  que 
tiradas  de  12  ,  por  iíTo  cuie  de  2  fc  não  podem  tirar, 
^deixão  de  rdlo  7  ,  que  affentarcmos  debaixo  das  deze- 
.  nas.  Então  paflando  á  columna  das  centenas  ,  acenda 
ccotaremos  hiuna  unidade  ao  algarifmo  6  ,  que  as  ro* 
preícnta  no  numero  inferior,  para  compenfar  oaugmcn^ 
-to  dás  dez  dezenas ,  que  accrefcentámos  ao  íupeiíor.,  a 
fim  de  ie  poder  dfbituar  a  precedente  fubtrac^o  parcial  ^ 
e  diremos:  Huma  centena,  que  accrefcentámos  demais » 
c  6  fazem  7  >  que  tiradas  de  10  y  por  iíFo  que  de  nada 
fe  nao  pôde  tirar  coufa  alguma ,  deixao  de  rcfto  3  y  que 
aíTentaremos  debaixo  das  centenas.  Continuando  depois 
a  ppeni^o  y  paíTaremoé  á  columna  dos  milhares  y  e  ac- 
aeícentando  numa  unidade  aos  miliiares  do  numero  in» 
.  íerior  >  pela  razão  jd  cxpreíTada ,  diremos :  Hum  milhar , 
oue  aççrçJS^entamos  demais,  e  8  faasem  p  >  que  tiiiados 
oe  x6;i  YÚHo  que  de  6  íc  não  podem  tirar  ,  deixão  de 

i«8a 
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reflo  7 ,  que  elcreveremos  dd>aixo  dos  milhares ;  epof* 
to  que  em  o  nmiiero  inferior  não  haja  mais  algariiino 
algum  9  com  tildo ,  como  nefta  ultima  íubtr^ção  parcial 
accreícentámos  dez  milhares  ao  numero  fijperior ,  conti* 
Buareaios  a  operação  para  compenfar  eíte  augmento» 
dizendo  :  Huma  dezena  de  milhar ,  que  accreícentámos 
demais ,  tirada  de  3 ,  deixa  de  refto  2  ;  e  eícrevendo  1 
debaixo  das  dezenas  de  milhar  y  teremos  o  refto ,  ou  dif» 
ferença  27378. 

34  Se  os  números ,  Ibbre  os  quaes  fe  deve  praticar 
a  OTcra^o  que  temos  explicado  y  forem  acompanhados 
de  oizima,  os  eícreveremos  da  mefma  forte,  e  pratica- 
remos a  operaqao  ,  como  fe  nelles  não  houveíle  alga- 
rífinos  decmíues ;  mas  para  evitar  toda  a  confusão ,  ac- 
crefcentaremos  ao  que  tiver  menos  algarífrnos  dechnaes 
tantas  cifras ,  quantas  bailem  pam  fazer  que  em  ambos 
haja  igual  numero  de  lugai*es  de  dizima  ,  prepaia^o 
eíta  y  que  (  Numei'o  22  )  de  nenhuma  forte  lhe  altera  o 
valor. 

EXEMPLO    IIL 

Supponhamos  que  nos  pedem  a  diflSerença  entre  os 
números  864, 85  i  c  08, 7823.  Como  o  primeiro  dedes 
dous  números  tem  f(^nente  dous  algarifmos  decimaes , 
cm  tanto  que  o  íegundo  tem  quatro ,  nós  lhe  acaefcen- 
tdrcnaos  duas  cifras  ,  e  os  efcreveremos  da  maneira  f^ 

766,0677 

£  praticando  â  operai^o  abiblutamente  como  em  os  car 
los  antecedentes  ^  acharemos  que  a  diiferença  pedida  he 
766,0677* 

Da 


so  Elsmsntos 

Da  Operação  de  Multiplicar^  tanto  em  números 
inteiros ,  conto  em  decifnaes. 

35  A  Mulripiica^o,  ou  Operaçlo  de  multiplicar 
X\  hum  número  por  outro  ,  coníiOe  em  tomar 
o  prímeifo  tanta»  vezes,  quantas  sáo  asiuiidades  doíc* 
gundo:  donde  íè  vé,  que  ella  nSo  he  mais  dooue  hum 
methodg  abbrevifldo  de  executar  a  operação  deíommar^ 
BO  cafo  tm  que  as  addic^s  não  sao  diffèrentes  ,  ma$ 
iiín  huma  f&  i-qpetida  Inmi  certo  mimero  de  ^ezes. 

56  O  numero  que  &  multiplica,  chama-fe  Mmki^ 
fUeando  :  «quelle  ,  pdo  quil  ie  moltipliGa  ,  chtma-fe 
MnAip/icaéhr  ;  e  o  numero  que  refuita  da  opecaçio  | 
chiuná^-fe  ProãuRú%  Catando  o  multiplicando ,  e  o  mul« 
tiôlicâdôr  k  coníideiiâo  indiftínâamente  ^  ido  he ,  fem 
eípceiíicar  o  modo  ^  por  que  cada  hum  deites  contribue 
^A  á  íbilnaqiío  do  rroduâo  ,  cham&Hfe  Fà£i$res  dO 
tliôfmo  PrtKluíto* 

37  Qucrendo-fe,  por  exemplo,  íkber  qual  hé  opro- 
duílo  de  8  mutóplicaao  por  4,  hccUuoi  que  efta  quen- 
tão fe  poderia  refolvcr  ,  efcrevendo  o  numero  8  quatro 
Vteéáyda  toaneU'^  fcguinte 

8 

E  íbmmahdo  ,  pois  que  '<tefl:6  modo'  íe  obteria  o  réful- 
tado  312 ,  que  fepertendía;  mas  fefta  opera<^o  feria  tan- 
to mais  longa ,  c  trabalhôlà ,  qttanto  maior  foíle  o  nu- 
mero ^  dêbdtà  á»  v^iis  que  a  âddr^  ^  ao  ypsscd^ 
Te  detté  tiepêiirs  'ô  pda  í^á  dàfiaôltiplèca^o^  que  va- 
mos eníinar ,  eíte  rcfulttido  fe  obtei^  em  todos  os  caíbs 
coxQ  muito  maior  facilidacle* 

■'.' :'  ^"    ■■  ■  ■     to- 
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38  Porém  como  toldo  o  artifício  da  Anthnictiai 
coimfte  em  reduzir  ,  como  já  diflcmos  ,  o  calculo  doi 
mimeros  compoftos  ao  calculo  dos  mimeros  fimplices, 
Jbe  Kceflkno  para  iè  poder  praticar  a  multiplica<^  dos 
números  compoítos ,  l£d)er  antecipadamente  de  xncmoria 
todos  os  proâu(5los ,  que  podem  reTuItar  da  multiplica* 
^o  de  quaefquer  dous  números  íimplioes.  Eftc  conheci-* 
mento  íe  pode  obter  por  meio  da  tomma  ^  como  prati* 
cáinos  no  esDemplo  antecedente ,  combinando  de  todos 
ôs  modos  poffivcis  lodos  os  números  ilmpiices  enire  fi ; 
M.  cambem  por  meio  da  Tai>oada  ícguinte. 
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àk«^í)  vertical ,  'CCflftib  tia  íBtecçãò  tranfverfal,  fe  fér* 
ttia jptia  addi^âb  fcrccdlivia  da  tmiàade  -conárgo  meffna. 
A  %an<fe  ptek  aMi^o  iiicccfffva  âo  numero  'i  còuffi* 
go  ii^íiiio:  %  terceiíia  pèn  «ddi<^o  ^ccdfivã  do  «usib^ 

ro. 


-XI  E  L  E  MENTOS 

ro  3  còmíigo  mefino  ,  e  femelhantemente  todas  as  íc« 
guintes  ^  donde  fc  iêgue ,  que  para  íc  achar  o  produAo 
de  quacíqucr  dous  números  íimpliçes  ,  não  ha  mais  do 
que  Dufcar  hum  delles  na  primeira  columna  tranfverfal  y 
c  o  outro  na  primeira  columna  vertical ,  e  coiTcy  no  lu- 
gar do  encontro  deftas  duas  columnas ,  pois  que  de  ne- 
ceífidade  alli  fc  deve  achar  o  produAo  dos  ditos  dous 
números.  Por  exemplo ,  querendo  o  |)roduâ:o  de  8  por 
6 ,  bufcaiemos  o  numero  8  na  primeira  columna  tranír 
verfal ,  e  o  numero  6  na  primeira  columna  vertical  j  e 
bufcando  o  lugar  do  encontro  deitas  duas  columnas , 
ifto  he^  o  lugar,  que  he  commum  a  ambas,  helle  acha- 
remos ó  numero  48 ,  que  he  com  effeito  o  produdo  de 
8  multiplicado  por  6. 

40  Eftes  são  os  conhecimentos  preliminares ,  que  fe 
requerem,  para  poder  entenda*,  e  praticar  a  multiplica-» 
^o  dos  números  compoítos ;  mas  antes  de  enílnarmos  o 
modo,  porque  eíla  operado  fe  executa,*  fera  convenien- 
te fazer  algumas  reflexões  gcracs  fobrc  a  natureza  delia. 

41  Se  os  números  ,  que  fe  peitendem  multiplicar, 
são  ambos  abftraílos  ,  he  inditíerentc  tomar  qualquer 
delles  para  multiplicando  ,  pois  que  tanto  vale  multí« 
plicar,  por  exemplo,  6  pory  >  como  5  por6i  ifto  he, 
tanto  vale  tomar  ^  vezes  6 ,  como  6  vezes  j ,  pois  que 
6  não  hc  fenâo  y ,  c  mais  i  j  e  por  tanto  y  vezes  6  ne 
o  mefino  que  5  vezes  5 ,  e  mais  5'  vezes  i ,  ou  j  vezes  y  , 
c  mais  huma  vez  j  ,  o  que  foz  6  vezes  f  ,  e  por  con- 
fequencia  de  ambos  eftes  modos  fe  terá  fempre  o  mef* 
mo  pmduâo  30.  O  raciocínio  he  o  mefmo  para  outros 
quaeiquer  números  ^  mas  fendo  ambos  concretos  ,  im« 

Sorta  muito  diftinguir  o  multiplicando  do  multiplica-- 
or  y  não  porque  o  numero  das  unidades  do  produAo 
feja  diíFerente  ,  mas  para  evitar  toda  a  equÍvoCa<^o  fo- 
bre  a  natureza  delias  j  porque,  como  veremos  fempre j^ 
devem  fer  determinadas  pelo  multiplicatidg« 

Qual) 
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41  Qualquer  aue  &ja  a  natureza  da  queAao  y  que 
dâ  lugar  á  multiplicação ,  he  ciai  o  que  em  todos  os  ca- 
íbs  o  multiplicando  te  repete  tantas  vezes  quantas  sao 
as  unidades  do  multiplicadx)r  j  e  que  por  coníequcncia  o 
Produdlo  nâo  he  mais  que  o  multiplicando  repetido 
hum  certo  numero  de  vezes  :  logo  he  evidente ,  que  as 
unidades  do  Produflo  devem  fer  fempre  da  natureza  do 
multiplicando ;  e  que  o  multiplicador ,  qualquer  que  fc- 
ja  a  natureza  das  unidades ,  que  elle  reprefente  na  quef- 
rao  y  fe  deve  reputar  fempre  na  operação  como  num 
numero  abfti-ado.  Se  quizermos ,  por  exemplo  ,  fabcr 
quantos  toftôes  cuítiio  25  varas  de  panno  a  razão  de  18 
toílóes  cada  vara  ,  he  claro  que  cila  queftao  fe  reduz  a 
multiplicar  18  toftôes  pelo  numero  25*,  o  qual  naquef- 
tao  reprefenta  varas  de  panno ,  mas  que  na  operação  íè 
trata ,  como  lè  denotaíle  fomente  o  numero  das  vezes , 
que  18  toílocs,  preqo  década  vara,  fedeve  repetir  pa- 
ra fe  ter  o  preço  das  25  varas. 

43  Não  he  menos  evidente  ,  que  quando  havemos 
de  multiplicai'  três  ,  ou  mais  números  abftrados  entre 
fi ,  he  indiflfcrente  multiplicar  em  primeiro  lugar  o  pri- 
meiro pelo  fegundo ,  e  depois  efte  produdlo  pelo  tercei- 
ro j  ou  multiplicar  primeiramente  o  primeiro  pelo  ter- 
ceiro, e  depois  o  feu  produdlo  pelo  iegundo;  ou  final- 
mente mídtiplicallos  por  outra  qualquer  ordem  ;  pois 
aue  cm  cada  multiplicação  que  fizermos,  fempre  he  in- 
iffcrerttc  (Numero  41 )  o  invciter  a  ordem  dos  faílo- 
res.  Querendo ,  por  exemplo ,  o  produdlo  dos  números 
2,  3,C4,  he  evidente,. que  tanto  vale  multiplicar  pri- 
meii'o  2  por  3  ,  e  depois  o  feu  produfto  6  por  4 ,  co- 
mo  multiplicar  3  por  2 ,  e  depois  o  feu  produélo  6  por 
4  ,  como  multiplicar  4  pelo  produ(ílo  de  2 ,  e  3  ,  ou 
4  por  2 ,  e  depois  o  feu  produílo  8  por  3 ,  como  mul- 
tiplicar eftes  mefmos  numeres  por  outra  qualquer  ordem, 
o  feu  produdlo  final  fempre  feiá  24. 

E  Da- 
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44    Ditqui  £c  Ssmte ,  que  &  havendo  de  multiplicar 
dous  números  quaeíquer  y  multiplicarmos  primeiro  qual« 

2uer  delles  por  hum  terceiro  numero  *,  o  produdo  final 
cará  tantas  vezes  maior ,  do  que  devera  ficar ,  quantas 
forem  as  unidades  defle  terceiro  numao»  E  fanetiiante- 
mente  ,  que  (è  antes  da  operação  multiplicarmos  hum 
dos  fa^iores  por  hum  nmnero  qualquer  ^  c  o  outro  por  cu* 
tro  numero  qualquer ;  o  produâo  final  ícrá  tantas  vezes 
maior  do  que  de^ra  íêr ,  quantas  fbrem  as  unidades  do 
produâo  deites  dons  numax)s  ,  por  quem  os  outros  fo- 
râo  multiplicados^  pois  que  no  primeiro  ca(b  multipli*- 
car  por  hum  numero  qualquci* ,  num  dos  faclores  antes 
da  operação,  he  omclmo  que  multiplicar  porcflb  mef- 
mo  numero  o  produâ:o  depois  de  formado ',  e  no  legun* 
do  y  multiplicar  os  dous  faclores ,  cada  hum  por  íeu  nu-* 
metx>,  antes  da  operação,  he  o  meímo  que  multiplicar 
o  produdo  dos  oitos  íàáores  por  ambos  aquelles  nu* 
meros ,  ou  pelo  leu  produfto. 

4j:  Na  multiplicação  dos  números  compoílos  íe  de- 
vem diftiimiir  dous  cafos :  i.^  Quando  o  multiplicando 
be  compofto  ^  e  o  multiplicador  íimples  :  2.^  Quando 
bum  y  e  outro  sáo  compoílos.  He  verdade^  que,  alem 
4eâes  dous  caíbs  y  ainda  ha  outro  j  a  íaber  :  Quando 
o  multiplicando  he  fimples ,  e  o  multiplicador  compof- 
to i  porém  efte  não  merece  contemplação  particular^ 
por  iflb  KjfK.  invertendo  a  orckm  dos  fiadores  iè  redu^ 
ao  primeux)» 

Dã  òúáUif/u0fãa  dt  bum  nmnero  itmpojk  for  bum 
numera  Jimfks. 

46    T  T  Avendo  de  multiplicar  hum  numero  com- 

XjL  pofto  por  bum  numero  fimples ,  efaeva-íè 

o  fnuUiplicando,  e  debaixo  dcUc  o  mídriplicador  i  e  ti- 

rando-fc  buma  rifca  por  baixo  de  ambos  y  &  comece  a 

opo- 


DE  ÂKITHMBTICA   UnIVERSAL.         2f 

opera^  ,  multiplicindo  as  unidades  do  multiplicando 
pdo  roultíplicador  :  fe  o  produfto  nao  involver  dezena 
ajguna  ,  efcreva-íc  no  lugar  das  unidades  j  mas  fe  iiv- 
volver  alguma ,  ou  algumas  dezenas ,  como  eftas  fe  nâo 
podem  eícrevcr  no  lugar  das  unidades,  nclle  fe  efa^ve- 
rá  fomente  o  que  reftar  domefmo  produfto,  depois  de 
tiradas  delle  as  dezenas  ',  c  coníei  vando  de  memoria  o 
numero  deíbs  ,  íè  paflará  a  multiplicar  as  dezenas  do 
multiplicador,  eaeííe  produélo  fe  juntaráó  as  dezenas, 
que  le  íèparárão  do  produfto  antecedente ;  o  que  reftar 
defta  ibmma  ,  depois  de  feparadas  as  centenas ,  ou  de- 
zenas de  dezenas,  que  nella  fe  contiverem,  fe  eícrcvaí 
no  lugar  das  dezenas  ,  e  fe  continuara  a  operação  com 
os  algarifmos  feguintes  do  multiplicando  ,  da  melina 
forte  que  comosdous  primeiros,  até  finalmente  fe  mul- 
tiplicar o  leu  ultimo  algarifmo  da  cfqueida  pelo  multi*» 
pucador ;  e  o  produAo  refultante  junto  com  as  dezenas 
lèparadas  do  produAo  precedente  ,  fc  efcreveni  no  leu 
competente  lugar.  O  numero  total ,  que  por  meio  deftas 
mulciplicaçòes  parciaes  k  tiver  achado  ,  ícrá  o  produ* 
&o  total  qu^  ie  pertende. 

EXEMPLO. 

Querendo-íè  o  ptodufto  de  5^4086  por  8  ,  cfcrev©- 
remos  os  dous  íàâores  da  maneira  íèguinte. 

Multiplicando  5^  4  o  8  6 

Multiplicador  8 

Produiflo  432688 

Sondo  Dor  mais  regularidade  o  multiplicador  debaixo 
as  uniaades  do  multiplicando  ^  e  depois  de  tirada  a  li- 
nha ,  que  deve  ícrvir  de  íeparai^o  entre  os  faélores  ,  e 
o  produ<flD ,  começaremos  a  opc^ra^o  pelas  unidades  do 

E  li  mui- 
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multiplicando ,  dizendo :  8  vezes  6  são  48  ;  c  coma  em 
48  ha  4  dezenas ,  e  8  unidades ,  efcreveremos  as  8  uni- 
dades debaixo  das  unidades  dos  faélorcs ,  e  continuare- 
mos a  operação  ,  dizendo  :  8  vezes  8  dezenas  são  64 
dezenas ,  que  com  4 ,  que  ficarão  do  pnxiuélo  anteceden- 
te 5  fazem  68  ,  e  efcreveremos  o  algarifino  8  no  lugar 
das  dezenas ,  coníèrvando  de  memoria  as  6  dezenas  de 
dezenas,  ou  as  6  centenas ,  para  as  fommar  comopro- 
duélo  das  centenas ;  e  porque  no  lugar  das  centenas  do 
multiplicando  eftá  cifia  ,  e  por  tanto  não  pode  Jiaver 

{jroduflo  de  centenas  ,  efcreveremos  o  algarifmo  6  no 
ugar  das  centenas ;  e  depois  paflando  aos  milhares ,  di- 
remos :  8  vezes  4  são  32  ,  e  efcreveremos  2  no  lugar 
dos  milhares  ,  refervando  de  memoria  as  j  dezenas  de 
milhares  para  as  juntar  ao  feguinte  produfto  parciaK 
Paliando  nnalmcnte  ás  dezenas  de  milhares  ,  diremos: 
8  vezes  5:  são  40  ,  que  com  3  ,  que  reftárão  da  opera- 
ção precedente  y  fazem  43  ;  e  como  não  ha  mais  alga- 
rifmo algum  no  multiplicando,  elcrevcremos  o  rcfulta- 
do  43  á  efqueida  do  algarifmo  2 ,  que  ultimamente  ef^ 
crevemos  ,  e  teremos  o  produfto  total  432688  ,  que 
he  o  que  fe  pcrtendia  j  pois  nclle  fc  contém ,  como  he 
evidente ,  todas  as  partes  do  numero  5'4o86  ,  tomadas 
8  vezes ,  e  por  confcquencia  fe  contém  8  vezes  o  meP- 
010  numero  54086» 

Da  Multiplicação  de  huni  numero  compojlo 
por  outro  cmipofto. 

47     /^  Uando  osdous  fadlores  forem  ambos  com- 
V^  poftos,  elcreva-fc  o  multiplicador  debaixo 
ao  multiplicando  ,  do  meímo  modo  que 
nocaíb  antecedente;  e  paflando-lhe  huma  linha  por  bai- 
xo ,  fe  multiplicará  todo  o  multiplicando  pelo  multipli- 
cadíor ,  cooCaerando  eíte  como  compoíto  de  tantos  mui* 

ti- 
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tiplicadores  parciaes.,  quantos  forem  os  léus  aIp^?rifiros 
lignificativos ,  pelos  quaesíc  multiplicará  fucceífivamen- 
tc  todo  o  multiplicando ;  ifto  hc ,  multiplicar-fc-ha  pri- 
meiro todo  o  multiplicando  pelo  algarilino  das  unida- 
des do  multiplicador.  Depois  de  cícrito  debaixo  da  li- 
nha efte  primeiro  pròdudlo  parcial ,  'k  tornará  a  multi- 
plicar todo  o  multiplicando  peks  dezenas  do  multipli- 
cador ^  e  efte  fcgunao  produdlo  parcial  fe  elcreverá  de- 
baixo do  primeiro  ,  de  Ibrte  que  o  feu  primeiro  alga- 
ríímo  da  direita  correfponda  ao  algarifmo  das  dezenas 
do  primeiro  produélo ,  e  todos  os  outros  aos  que  fuc- 
ceífivamente  íe  forem  leguíndq  para  a  efqucrda  i  por 
iííb  ,  que  reprefcntando  dezenas  ette  fegundo  multipli- 
cador parcial  ,  moilra  que  o  produdlo  deve  íèr  de^  re- 
zes maior  do  que  feria  íè  clle  repreíèntaíFe  unidades» 
ifto  hc,  dcTC  repreíentar  dezenas.  Depois  decfcrito  efte 
ícgundo  producl:o  parcial  ,  fe  paíFara  a  multiplicar  o 
multiplicando  pelas  centenas  do  multípUcadior  ;  c  efte 
novo  produdo  parcial ,  peb  razão;  já  ponderada ,  íè  eí- ' 
a'cverá  debaixo  do  precedente  ,  adiantando  o  fcu  pri- 
meiro algarifmo  da  direita  mais  hum  lugar  para  a  eí^ 
querda ,  c  aílim  continuará  até  fazser  a  multiplicação  po 
lo  ultimo  algarifmo  da  ciquerda  do  multiplicador.  Fin- 
das eítas  multiplicações,  íc  fommaráõ  todos  os  pródiír- 
âos  parciaes  refultantes  delias  ^  e  a  fua  íbmma  ièrá  p 
produdlo  totaL 


£X* 
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KXEMPLOI. 

Qyerencjo-íe  uuiltiplicar 

68428 
por      ^9^S 

342140 
^474^4 

410568 
477.969.580 

Multiplicaremos  todo  o  multiplicando  68428  pelo  ai* 

ãarifmo  5  ^  que  repreíenta  as  unidades  do  muitiplica- 
or  ,  e  efcreveremos  debaixo  da  rifca  o  íèu  produfto 
341140*  Depois  multiplicaremos  -todo  o  multiplicando 
pelo  algarifmo  8 ,  que  repfefenta  as  dezenas  do  multi- 
plicador y  e  efcreveremos  efte  ferundo  produélo  parcial 
^47424  debaixo  do  primeiro ;  de  maneira  porém ,  que 
o  feu  primeiro  algarilmo  da  direita  4 ,  fique  correípon- 
dendo  ao  algarifmo  das  dezenas  do  dito  primeiro  pro- 
dudlo  uarcial;  porquanto  8  dezenas  he  omcfmo  que  o 
produéco  de  8  multiplicado  por  10  ;  e  por  confcquen- 
da ,  o  produÃo  de  08428  por  8  dezenas  ,  deve  fer  dez 
vezes  maior  do  que  feria  ,  fe  o  multiplicador  8  rcprc- 
fentaflfe  unidades.  PaíTaremos  depois  a  multiplicar  o  mef- 
mo  multiplicando  68428  pdo  algarifmo  9 ,  que  denota 
as  centenas  do  multiplicador  ,  e  efcreveremos  o  produ* 
íto  615852,  refultante  defta  operaçlo,  debaixo  ao  pre- 
cedente i  de  maneira  que  o  feu  primeiro  algarifmo  da 
direita  correíboada  ao  algarifmo  das  centenas  do  pri- 
meiro produdla  patrial  ,  ou  ao  fègundo  algarifmo  do 
iègundo  y  em  razão  de  ferem  9  centenas  o  mefmo  que 
0  produto  de  9  multiplicado  por  loo.  Multiplicando 

ul- 
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Qltiinamente  68428  pdo  nlgarifino  6  ,  ^ue  ci^iflie  of 
miUiares  do  multiplicador  ^  aíTentarcRios  o  produâ» 
410568  debaixo  do  precedente^  deíbrte  ^m  o  feu  prí<- 
meíro  algarifiiio  da  direita  fique  corrtípondcndo  aos  mi<- 
Ihares  do  primeiro  ptxxluélo  parcial;  ou  o  que  he  omef» 
mo,  ao  ieguhdo  algarifmo  do  que  ultimamente  aíTentá^ 
mos  y  por  ícrcm  6  milhares  o  meímo  que  o  produâo 
de  6  multiplicado  por  looo.  Sommaiido  &ialmen(e  to^ 
dos  eftes  produâos  parciaes ,  a  íua  fomma  477-$6^4^So 
Gari  o  produâo  total ,  que  k  pcrtendia  ;  poÍ6  que  dle 
conda  de  quatio  addicoes  y  na  primeira  das  quaes  a 
multiplicando  68428  ie  contém  5*  vezes  ,  na  i^ada 
80 ,  na  terceira  900 ,  e  na  quaita  6000  ;  donde  ih  íè->^ 
gue,  que  a  dita  ibmma  o  contém  6985  rezes  ,  e  que 
por  tanto  ella  conítituc  o  vcrdadeiío  produélo  que  íè 
bufcava. 

48  Se  algum  dos  dous  fa(ílorcs  do  pnxíuiflo ,  ou  íe 
ambos  juntamente  acabarem  em  cifras ,  a  multiplicação 
fe  abbrcviará  ,  multiplicando  íèm  fazer  cafo  delias  no 
proceíTo  da  operação  ,  e  juntando-as  depois  ao  produz 
âo  final. 

EXEMPLO    IL 

Querendo  multiplicar 

684200 
por  8930 

205*26 
61578 

5473^ 


6 109906000 


Multiplicaremos  6842  por  893 ,  e  ao  íeu  prõduéto  .  ^ 
610990^  juntaiemos  trcs  cifiías  ^  c  deita  iorie  teremos 

o 
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o  verdadeiro  produâo  que  buícavamos  ;  por  quanto 
nós  podemos  confiderar  o  numero  684200  como  o  pro- 
du(n:o.da  multiplicação  de  6842  por  100,  e  o  numero 
8930  como  o  produâo  da  multiplicação  de  893  por 
10  ;  logo  (Numero  44)  o  produíto  de  684200  por 
8930,  he  o  meímo  que  o  dos  números  6842  i  893 ;  c 
1000  ;  iílo  he  ,  deve  íèr  igual  a  6109906  ,  produíto 
dos  dous  primeiros  deftes  três  números  multiplicado  por 
1000 ;  mas  para  fazer  qualauer  numcio  mil  vezes  maior 
(Niuncroio)  baila  juntai-lhe  três  cifras  áfua  parte  di- 
reita: logo  para  ter  o  produdlo  de  684200  por  8930, 
devemos  accrefcentar  aoprodudlo  de  6842  por  89^  trcs 
dfi'as  áfuíL  parte  direita  >  iftoiíe,  tantas  quantas  íc  con- 
tém em  ambos  os  faélores  juntamente.  Ora  efte  mefmo 
raciocínio  he  applicavel  a  todos  os  caíos  femelhantes , 
e  por  confequencia  moíhra  com  toda  a  evidencia  a  ver- 
dade da  regia  expofta. 

49  Quando  entre  os  algariímos  do  multiplicador  íè 
acharem  algumas  ciíias  ,  enrao  logo  que  ic  tenha  feito 
a  multiplicação  pelo  algarifmo ,  que  da  parte  direita  ef- 
tiver  immcdiato  ás  ditas  cifras ,  ic  paílará  a  multiplicar 
por  aquelle,  que  Ihe^for  immediato  da  parte  efquerda, 
e  o  produdlo  íe  aflentará  de  maneira ,  que  o  feu  primei- 
ro algarifmo  da  direita  íè  cícreva  em  correfpondencia 
dacjuelle  ,  que  no  primeiro  produfto  parcial  reprefcntar 
imidades  da  mefma  claíTe  das  que  reprefentar  no  mul- 
tiplicador o  algarifmo  ,  pelo  qual  fe  houver  feito  cita 
multiplicação. 


EX- 
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EXEMPLO    HL 

Querendo-lc  multiplicar 

83528 
pof  7004 

33411Í 
5:84696 


585.030.1 1  z 


multiplicaremos  primeiro  83528  pelo  algarifmo  4,  que 
deoota  as  unidades  do  multiplicador  ^  e  como  pam  a 
iua  eíquerda  iè  íèguem  duas  cifras  ,  continuaremos  a 
operação ,  multiplicando  8^528  pelo  algarifino  7 ,  que 
<^K>ta  os  milhares  do  meímo  multiplicador.  Efta  mul- 
tiplicação nos  dará  o  produâo  parcial  584696  ,  cuio 
primeiro  algariímo  da  direita  eícreveremos  debaixo  do 
algarifmo  4  ,  que  no  primeiro  produâo  parcial  rcpre- 
fenta  milhares  j  por  iíFo  que  o  multiplicador  7  também 
denota  milliares ;  e  que  o  produAo  de  unidades  por  mi- 
lhares deve  neceíTariamente  fac  de  milhares ;  íbmmando 
finalmente  os  dous  produâos,  teremos  o  produâo  total 
que  iè  pcrtendia. 

Da  Multipticação  dos  numeras  decimaes. 

50  CE  algum  dos  faâores ,  ou  ambos  juntamente  > 
O  forem  quebrados  decimaes  ,  ou  números  in- 
teiros acompanhados  de  decimaes ,  então  a  operado  íè 
praticará  como  fe  elles  foílem  números  inteiros  ,  e  no 
produclo  final  fc  fepararáò  por  meio  da  virgula ,  tantos 
algariímos  de  dizima ,  quantos  forem  os  que  houver  em 
ambos  os  iàâoccs  tomados  juntamente. 

F  EX- 
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EXEMPLO    I. 

Querendo-fe  multiplicar 

8>3 

115425 

307800 

3^934i3r 

maltiplicaremos  38475  por  83 ,  e  teremos  o  produfto 
319342c  i  mas  como  no  multiplicando  ha  dous  alga«^ 
riímos  docimaes ,  e  hum  no  multiplicador  ,  cortaremos 
aefte  produéh)  três  algarifmos  decimacs  ,  e  teremos  o 
veidadeiro  pit)duâo  3193,425.  A  razão  defta  r^5;ra 
hc  fácil  de  entender  y  por  quanto  he  evidente ,  que  iup- 
piimiado  a  virgula  ao  multiplicando  384,75  ,  o  fazc* 
mos  loo  vezes  maior  y  o  que  hc  o  mefmo  que  multi« 
plicailo  por  100 ,  e  que  fupprimindo  a  virgula  ao  mui*- 
tipiicador  83 ,  o  azemos  10  vezes  maior  ;  o  que  hc  o 
meímo  que  ouiltiplicallo  por  10:  loso  oproduéto  final, 
que  reíulta  da  multiplicação  deíies  dous  números  ,  de- 
pois de  íuppiimidas  as  virgulas  ,  deve  (Numero  44) 
ler  mil  vezes  maior  do  que  o  verdadeiro ;  e  por  confe- 
quencia  para  reduzillo  á  fua  verdadeira  grandeza  ,  de- 
veremos fazello  mil  vezes  menor  ,  o  que  fe  confeçue 
(Numero  23)  ièparando  ti-cs  algarifmos  para  a  dizi- 
ma }  iílo  he,  ièparando  no  produâo  tantos  alganfmos 
para  a  dizima,  quantos  sãa  os  que  ha  nos  dous  faélo* 
res  juntamente. 

He  evidente,  que  efte  raciocínio  fe  pôde  igualmen- 
te applicar  a  outio  qualquer  cafo  íèmclliante  ,  e  que 
por  tanto  a  regra  he  também  applicavel  a  todos. 

EX- 
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EXEMPLO    n. 

Sapponhamos  que  íe  qudra  multiplicar 

o,    ay 
por       o,    3 

0,075 

multiplicaremos  25r  por  3  ;  e  como  em  confêquenda 
da  íuppicisâo  das  virgulas  em  ambos  osfkâorcs,  o  fea 
produéto  75  fica  fendo  mil  vezes  maior  do  que  devia 
fer  y  para  o  reduzimx>s  á  iiia  verdadeira  grandeza  ,  o 
devemos  fezer  mil  vezes  menor;  o  que  feconlegue^  et 
aevendo  á  íiia  efauerda  (  Numero  25* )  duas  ci&as  ,  c 
pondo  entre  eiias  numa  virgula  ,  para  moíbar  que  não 
ha  unidade  alguma  inteira  no  produélo  dos  dous  núme- 
ros propoftos  3  e  que  o  fcu  primeiro  algarifino  da  direi* 
ta  reprciènta  milldlimas.  O  mefino  fe  praticará  em  to- 
dos os  caíbs  íèmelliantes. 

Da  Operação  de  dividir  ,  tanto  em  números  inteiros^ 
eomo  em  decimaes^ 

$1  A  Divisão  y  ou  Operação  de  dividir  hum  nu- 
£\  mero  por  outro ,  coníifte  em  indagar  quan* 
tas  vezes  o  primeiro  numero  ,  a  que  chamamos  Z>m* 
dendo^  contém  ao  fegundo,  a  que  chamamos  Divifor. 
O  numero  que  fe  bulca ,  c  que  denota  quantas  vezes  o 
Divifor  fc  contém  no  Dividendo ,  chama-fe  Quociente. 

52  A  Defini^  que  acabamos  de  dar  deSa  opera- 
ção 9  moíba  que  ella  ne  a  inverfa  da  precedente,  c  que 
por  tanto  ,  he  hum  methodo  abbreviado  de  diminuir , 
no. caio  em  que  fe  pertende  tirar  hum  numero  de  ou* 
tro  ,  tantas  vezes  quantas  ifto  he  poflivd  ,  com  o  fim 
de  íàber,  não  o  reífo  que  por  ultimo  fica  da  operação  ^ 

F  ii  mas 


^4  ELBHfiNTOS 

mas  fim  quantas  vezes  o  numero .  oue  íe  diminue  ,  lê 
contém  em  o  numero,  do  qual  íe  aiminue.  Por  exem- 
plo ,  querendo-fe  faber  quantas  vezes  o  numero  6  íe 
contém  era  24 ,  he  claro  que  efte  conhecimento  íê  pódc 
obter,  íèrvindo-nos  da  diminuição  pela^jnaneira  feguin- 
te. 


2 


i 


X  8       i.«  Refto. 
6 

I  z       a.«  Refto» 
6 

6       3.0  Relto» 
6       ^ 

O       4.*  Refto. 

lífo  he  ,  tirando  o  numero  6  do  numero  24  fuccefliv^ 
mente,  tantas  vezes  quantas  he  poilivel,  e marcando  ao 
lado  o  numero  das  vezes  que  a  operado  fk  rcpetè  ^  c 
como  depois  de  repetida  4  vezes  nâo  refta  couíà  algu- 
ma ,  fica  evidente,  que  6  fe  contém  4  vezes  em  24. 

53  Eíh  operaj^ao  afiim  praticada  feri  tanto  mais 
ionga,  e  trabathoía  ,  quanto  maiores  forem  o  dividen- 
do, e  o  divilbr,  c  quanto  menor  for  efte  ixdativamente 
áquelle  ,  ifto  he  ,  quanto  maior  houver  de  fcr  o  quo- 
ciente ;  mas  todo  eíte  trabalho  lè  evita  ,  como  veremos 
pela  regia  particular  da  divisão  ,*  que  vamos  explicar : 
antes  porém  de  expormos  o  artificio  em  que  dia  fefon- 
da ,  íèrá  conveniente  fazer  algumas  reflexões  fobre  a  na»- 
tuneza  ,  e  propriedades  dbs  números  ,  que  facilitem  a 
intclligencia  delle.  Aflim  como  também,  fazer  conhecer 
os  termo9  ,  por  que  as  ditas  propriedades  íê  coíhiraão 
exprimir* 

Quan* 
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^4  Quaodo  duas  auantidades  são  taes  ,  que  humá 
dcUas  contém  a  outra  num  numero  exaiíto  de  vezes ,  a 
primeira  iè  chama  hum  múltiplo  da  íegunda  ^  e  a  íb- 
gunda  huma  Parte  aliquota  ,  ou  hum  nivifar  da  pri- 
meira. Por  exemplo ,  o  numero  24 ,  que  contém  o  nur 
mero  6  quatro  vezes  exaâamcnte^  he  num  múltiplo  de 
6  i  e  6  he  hum  diviíbr ,  ou  huma  parte  aliquota  de  24. 

5*5  Ora  como  pela  Divisão  o  que  fe  pmende  faber 
he  quantas  vezes  o  Dividendo  contém  o  Diviíbr  ,  e  o 
Quociente  he  o  numero  c{ue  o  denota  ,  he  claro  y  que 
todas  as-  vezes  que  a  divisão  íc  fizer  fem  refto  >  multir 
plicando  o  Diviíbr  pdo  Quociente ,  fe  deve  ter  no  pro- 
duâo  o  Dividendo.  Logo  elle  pôde  íèmpre  conlideras- 
iê  como  hum  produdo  dedous  faâores>  que  são  oDi« 
viíbr ,  e  o  Quociente. 

56  Mas  attendcndo-fe  á  natureza  da  muItiplica<^o  ^ 
hc  evidente  ,  que  citr  todo  o  produélo  ,  que  confta  de 
dous  ihâores  ,  coníiderando-os  como  números  abíbar 
elos  y  qualquer  delles  fe  acha  repetido  tantas  vezes , 
quantas  são  as  unidades  do  outro  (Numero  41 )  *•  logo 
todas  as  vezes  que  dividirmos  hum  produAo  por  qualr 
quer  dosièus  dous  fadbores  ^  deve  fahir  o  outro  noQuo* 
ciente. 

57  Da  mcfma  Ibrte ,  todas  as"  vezes  que  qualquer 
prcíduclo  conftar  de  mais  de  dous  faâoi^ ,  cada  hum  dei- 
ics  fe  achará  repetido  tantas  vezes  no  dito  produfto, 
quantas  forem  as  unidades  do  produâo  de  todos  os  ou- 
tros (Numero  43  ).;  e  portanto  dividindo  hum  produ- 
âo  de  muitos  faâores  por  qualquer  delles  y  o  Quocienr 
te  molhará  o  produélo  de  todos  os  mais. 

58  Suppouo  que  a  operação  de  dividir  fe  ix^duza*, 
rcrahnente  Mando ,  a  indagar  quantas  vezes  o  divifor 
fe  contém  cm  o  dividendo,  com  tudo  ella  &não  pratí-^ 
ca  íèmpre  com  efte  fim  :  e  com  effeito ,  fe  efte  foífe  o 
Bnico  obje(^  a  que  ella  fe  dirige^,  o  quociente  deveria 

fer 


/ 
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ier  íêmpre  hum  numero  abftraélo  \  o  que  x&o  hc  aífim ; 
mas  a  natureza  das  fuos  unidades  não  íc  pôde  determi- 
nai'  íènão  pelo  eftado  da  queíiao*  Por  exemplo ,  ie  de- 
fendo rcpaitir  i6  toftòes  por  8  peíToas,  quizermos  ia- 
ber  quantos  toftÒes  cabem  a  cada  huma  delias ,  he  cla- 
ro, que  devemos  dividir  16  por  8  ,  e  que  o  quociente 
%  deãa  divisáo  denotará  toftoes  \  mas  ie  quizcrmos  ia- 
ber  quantas  varas  de  panno  iè  podem  comprar  com  16 
toftòes ,  a  razão  de  8  toílóes  a  vara  ,  o  quociente  2  da 
divisão  de  16  poi  8  denotará  varas  de  panno  ;  unida- 
des ,  que  fuppoíto  iejão  numericamente  as  meihias  em 
ambos  os  calos  ,  são  com  tudo  de  muito  differente  na- 
tureza em  hum,  e  outro. 

5:9  Refleélindo  porém  neftes  dous  exemplos  ,  facil- 
mente íe  vé  ,  que  iiippoilo  a  natureza  das  unidades  do 
auociente  íe  nao  poua  determinar  iènâo  pela  natureza 
a  QudUão,  com  tudo,  o  numero  delias  iempre  depen- 
de de  íe  faber  quantas  vezes  o  Diviiòr  ie  contém  no 
Dividendo  ;  e  que  por  coníequencia  em  rodos  os  caíòs 
devemos  proceder  na  operação,  como  feeítefofTe  onof- 
fo  único  mtcnto. 

60  Daqui  fe  coUige  também  ,  que^-epreíentando  o 
dividendo ,  c  o  divifor  unidades  da  mefma  claíTe ,  e  ef- 
pecíe,  nem  a  natureza  ,  nem  a  grandeza  delias  influem 
de  maneira  alguma  na  grandeza  numérica  do  quocien- 
te i  e  com  efeito  he  evidente ,  que  procedendo-fe  fcm- 
pre  á  determinação  deíb  ,  como  fe  declara  no  numero 
antecedente,  para  determinar,  por  exemplo,  a  grande- 
za numérica  do  quociente  da  divisão  de  8  por  4 ,  tan- 
to iniporta  que  íe  pertcnda  faber  quantas  vezes  4  moe- 
das íe  contem  em  8  moedas  \  como  quantas  vezes  4 
toftòes  íê  contém  em  8  toftòes  \  como  quantas  vezes  4 
ieguas  íc  contém  em  8  léguas  \  pois  que  em  todos  os 
caíbs  o  quociente  hé  2. 

61  €>omo  o  calculo  dos  números  íimplices  íe  deve 

ík- 
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Saber  praticar  (em  dependência  de  artifício  algum  ,  pa- 
ra íèrvir  de  fundamento  a  todos  os  artifícios  do  calculo 
dos  números  compofios ',  hc  precifo ,  para  fe  poder  en- 
tender  ,  e  praticar  a  di?isao  dos  números  compoftos  , 
aue  íê  fàiba  de  memoria  quantas  vezes  hum  numetx) 
tamples  fc  contém  cm  outro  íimple$  ^  ou  em  hum  numo 
ro  compofto  de  dous  algarifmos  ,  quando  o  algarifmo 
que  reprefcntar  o  dito  numero  for  fimples.  N^uma  pala-^ 
vra  9  he  neceíTario  que  fè  faiba  fazer  de  memoria  a  di- 
vido de  hum  numero  ílmples  por  outro  nucnero  fim- 
pies,  ca  divisão  de  hum  numero  compofto  de  dous  al- 
garifinos  por  hum  numero  íimples  y  em  todos  os  cafos 
em  que  o  quociente  deve  também  fèr  hum  numero  íim* 
pies. 

6z  ERe  conhecimento  íè  adquire  ao  meímo  tempo  y 
que  ic  aprendem  a  formai*  de  memoria  os  produAos-  de 
quaeíqucr  dous  números  íimplices^  mas  quando  elienei- 
ta  oQC^iíiao  fè  nao  teniia  per&itamente  adquirido  ,  os 
Principiantes  para  o  obterem  completamente ,  poderão  re- 
coiiTsr  á  Taboada  (Numero  38)  ,  procurando  na  pri«^ 
meira  colunuia  tranfverfal  o  numero  que  reprelèntar  o 
diviíbr,  c  correndo  pela  columna  vertical  correfponden- 
te  até  encontrar  o  dividendo  propofto  ,  oti  o  numero 
que  na  dica  columna  for  immediatampnte  menor :  então 
adiando  eífc  numero  ,  íè  correrá  a  bufcar  na  primeira 
columna  vertical  o  numero  que  lhe  correfponder ,  c  eífe 
denotai^á  o  quociente  que  íe  peitende.  Querendo  ,  por 
exemplo ,  faber  quantas  vezes  fe  contém  7  em  42  ,  bus- 
caremos o  numero  7  na  primeira  columna  tranfverfal ; 
c  ccMTendo  pela  columna  vertical ,  que  lhe  correfponde, 
como  nella  encontramos  o  mefmo  Dividendo  42 ,  o  nu- 
mero 6y  que  lhe  fica  fronteiro  na  primeira  columna  ver- 
tical ,  íèiu  o  quociente  pedido»  Se  quizeíTeircs  fabcr 
quantas  vezes  8  íe  contém  cm  5*9  ,  bufcariamos  o  nu- 
ioero  8  na  primeira  columna  tranfverfal^  e contendo  pe^ 
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Ia  columna  vertical ,  que  lhe  correíponde ,  acharemos  o 
numero  5^6  proximamente  menor,  oue  o  dividendo  pro- 
pofto  59 ;  e  o  numero  7 ,  que  lhe  nca  fronteiro  na  pri- 
meira columna  vertical ,  fera  o  quociente  da  divisão  de 
5*9  por  8.  A  razão  defta  pratica  ilinda-fe  na  conftrucçao 
da  mefma  Taboada ,  e  no  que  diíTcmos  (Numero  55  ) . 
63  Suppoftos  eftcs  principios  ,  podemos  paíTar  ao 
methodo  de  dividh*  os  numax)s  compoftos ,  o  qual  para 
mais  clareza  diftinguiranos  eicndous  cafos:  i.^  Quando 
íe  pertende  dividir  hum  numcix)  compofto  poriíum  nu- 
mero fimples  i  e  o  2.^  quando  íè  pertende  dividir  hum 
numero  compofto  por  outro  compofto.  Antes  porém  de 
expormos  o  artificia  defte  mcthoao ,  devemos  adveitir , 

2ue  todas  as  vezes  que  o  Dividendo  for  múltiplo  do 
tívifor ,  e  acabar  em  cifras  j  fe  o  numero  que  í-cprclcn- 
tarem  os  feus  algariíinos  fignificativos ,  dividido  pelo  di- 
viíbr,  der  no  quociente  hum  numero  íimples  ;  eftc  nu- 
meio  fimples  íèguido  de  tantas  cifras,  quantas  forem  as 
do  Dividendo ,  ícrá  ncfte  caíb  o  quociente  da  divisão. 
Por  exemplo ,  íe  o  divifor  for  6 ,  e  o  dividendo  2400  ,^ 
digo  que  o  quociente  íèrá  400  ;  ifto  he  ,  íêrá  o  quo- 
ciente de  24  dividido  por  6  ,  feguido  de  duas  cifras , 
que  suo  as  que  ha  no  dividendo;  porquanto  o 'numero 
2400 ,  he  o  mefn^  que  o  produ(fto  de  24  multiplicado 
por  100;  e24  he  o  produclo  de  6  multiplicado  por  4: 
logo  2400  he  o  produfto  dos  números  6  ,  4  ,  e  100 ; 
e  por  confcquencia  (Numero  5*7)  dividindo  2400  por 
6y  O  quociente  deve  íêr  o  produÃo  de  4  multiplicado 
por  100  i  ifto  he ,  deve  fer  o  numero  400  ^  ou  o  nume- 
ro 4 ,  que  íe  obtém  ,  dividindo  24  por  6  ,  feguido  de 
duas  cifras  ,  que  são  tantas  quantas  ha  no  dividendo. 
Efte  mefmo  raciocínio  he  igualmente  applicavel  a  todos 
os  cafos  femelhantes  ;  e  por  tanto  fica  evidente ,  que  o 

! principio  aqui  eftabelecido  he  de  huma  generalidade  ab- 
bluta.  EUe  he  com  eSbito  o  fundamento  commum  do 

ar- 
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artificio  da  Divisão  cm  ambos  os  caíbs  aífima  meneio* 
nados. 

Da  Divisão  de  bum  numero  compojlo  por  hum 
numero  fimples^ 

64  T)  Ara  dividir  hum  numero  compofto  por  hum 
Jl  numero  fimplcs  ,  aíTentaremos  primeiramen- 
te o  Dividendo  á  efqueida  do  Diviíbr  ^  fcparando-os  por 
huma  linha  vertical  ,  e  por  baixo  do  Uiviíbr  paliare- 
mos outra  linha  traiírveríal ,  debaixo  da  qual  eícrcvere- 
mos  o  Quociente  da  Divisão ,  á  medida  que  o  formos 
achando,  o  que  feconíègue  da  maneira  feguinte.  Toma- 
remos primeiramente  o  primeiro  algarifmo  da  eíquerda 
do  Dividendo ,  on  os  dous  primeiros  y  no  cafo  que  o 

Srimeiro  ieja  menor ,  que  oalgariímo  que  repreíèntar  o 
ivilbr  i  c  confiderando-os  como  hum  diviaendo  par- 
cial y  examinaremos  quantas  vezes  fe  contém  nellc  o  di- 
vifor  ,  ou  verdadeiramente  quantas  vezes  o  divifor  íè 
contém  no  maior  múltiplo  íeu ,  que  cite  dividendo  par- 
cial encerra  em  íi  i  efcceveremos  o  quociente  deíhi  pri- 
meira divisão  parcial  no  lugar  deftinado  para  o  quocien- 
te total ;  e  multiplicando  por  elle  o  diviíbr  ,  eícrevere- 
mos  o  íeu  produdo  debaixo  do  dito  dividendo  parcial  ^ 
e  o  íubtrahiremos  delle%  Junto  do  rcfto  efcreveremos  o 
algarifino  lègiiinte  do  dividendo  total ,  e  tei^mps  hum 
novo  dividendo  parcial  ,  cujo  quociente  aíTentaremos  á 
direita  do  quociente  da  divisão  precedente  :  multiplica- 
remos o  divifor  por  efte  noVo  quociente  i  e  eícrevendo 
o  íeu  produto  dâ)aixo  dorçípecUvo  dividendo  paicial^ 
o  tiraremos  delle.  Junto  do  reíto  eícreveiemos  o  alga- 
rííino  ícmiinte  ,  e  continuaiemos  a  operação  pelo  me^ 
mo  mooo,  que  acabamos  de  expor ,  até  cndiaurir  todos 
Qs  algaríímos  do  dividendo  total  9  e  o  quociente  acha- 
do por  efte  modo.  íèrá  o  que  fe  peitende. 

G  EX- 
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EXEMPLO    I. 

Supponhamos  que  queremos  dividir  74^  S  por  3  j 
primeiramente  eícrcveremos  eftes  dous  números  da  ma- 
neira íbguinte. 


Dividendo 


74f8[ 


Divifor 


2486    Quoaeate 


1  2 


^4 


18 


depoU  fepamndo  o  priíwiro  alganímo  7  da  eíquerda 
do  Dividendo  ,  c  con(ideraado-o  como  bum  dividendo 
TOrci<^ ,  (tiremos :  Em7  que  vezes  ha  j?  ecomo  5  ca- 
be diK»  veze»  em  íèce  ^  ifto  he  ,  cabe  duas  vezes  no 
viaior  muhiplo  de  3  ,  cfxt  o  numero  7  em  íi  contém  ^ 
«fa>sveremos  2  no  lugar  do  Quociente.  Multiplicando 
depois  \  por  2 ,  efereveremos  o  ptxxluélo  6  debaixo  do 
dividcndío  parcial  7;  ediminuinda,  terenaos  derefto  i  ^ 
me  be  a  parte  <to>inefino  dividendo  parcial  7 ,  que  não 
K>i  dividida^  Para  junto  àtSbt  cefto  abaixaremos  o  algar 
xífino  ftgwnce  de'aÍTÍdcfido  total ,  que  he  4,  e teremos 
bum  novo  dividemfe  pardal'  14».  Enâo  pa^  achar  quan- 
tia vesscs-  o  diWibr  3  entra  no  maior  múltiplo  feu ,  que 
#  onmcio  14  emfi  contém ,  dãrosfios r  Em  14  que  vezes 
kfr  3  ^  e  como  tnes  cabe  quatro  vezes  em  14 ,  aflèntaro 
8108  4  no  luga»  do  quociente^  á  direita  do.  algarífino  y 

que 
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qoe  achamos  pda  opem^  precedente.  MulcipUcaado 
o  divifar  3  pelo  quociente  4,  ultimamente  achado,  eí^ 
deveremos  o  produâo  l^  debaixo  do  leu  refpefttYO 
dividendo  parcial  14;  e  diminuindo,  acharemos  o  refto 
2 ,  que  he  a  parte  do  dividendo  14 ,  que  táo  foi  divi» 
dida.  Junto  defte  efo-everemos  o  algariímo  feguinte  f  do 
dividendo  total ,  e  continuaremos  a  opera^ ,  dizendo : 
Em  25  que  vezes  ha  3  ?  e  como  3  íb  contém  8  vezes 
em  2^  ,  ou  verdadeiramente  em  24  ,  que  he  o  maior 
dos  íojs  múltiplos  y  que  o  numero  25  em  fi  comprehen» 
de,  efireveremos  8  00  quociente;  e  multiplicando  o<U« 
vifor  pcH^efte  ultimo  quociente,  teremos  oproduâo  24 ^ 
que  eicreveremos  debaixo  do  dividendo  parcial  25*  Di- 
minuindo ,  acharemos  o  refto  x  ,  para  iunto  do  qual  abai*- 
xaremos  o  ultimo  algarifino  8  do  oividendo  total  i  e 
então  diremos  :  Em  18  que  vezes  ha  3  ?  e  como  3  fe 
contém  6  vezes  em  18  ,  aíTentaremos  6  no  quociente  i 
multiplicando  finalmente  odivi&r  3  por  eíle  quociente: 
eicreveremos  o  feu  produdlo  i  dd>aixo  do  dividendo 
parcial  18  i  e  como  diminuindo  nao  refta  coufa  algu^ 
ma,  concluiremos,  que  o  diviíbr  3  íè contém  2486  v^ 
zes  exaâamente  no  dividendo  to^  745>^*  ^^  ^^^ 
nhecer  a  exacçao  defta  regra  ,  baila  reileélir  ,  que  por 
fiíeio  de  todo  o  feu  artificio  ikSs  não  fizemos  outra  cou* 
íâ  mais ,  do  que  confiderar  o  numero  7458  ^oomo  oom- 
poib  de  quatro  partes. 

I.*      6000 

2.»        1200 
3.»  240 

4.«  !« 

74f« 

as  ^naes  Ibmmadas  repnxbzem  o  «numero  7458 ,  t  s3io 
as  que  £icceãtvaaietite  fi>mos  tirando  detle  pdaá  dimi^ 

G  ii  flui* 
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ferir  efle  modo  de  praticar  a  regra  da  Din^o^  ao  que 
expuzcmos  em  o  numero  precedknte. 

£>a  Dèvisão  áe  hum  numerp  cMípeJh  per  omtro 
compoftú. 

^6  T  T  Atendo  de  dividir  hum  namoro  compolb 
JL  1  por  outf o  compofto  ^  eícreveremos  o  divi^ 
dcndo  ,  e  o  diviibr  da  mefma  ibrtc  que  no  ca£>  prece- 
dente ,  e  começaremos  a  operação ,  íèparando  da  parte 
eíqucrda  do  dividendo  tantos  algarifmos  para  formarem 
o  primeiro  dividendo  parcial  ,  quantos  baftarem  para 
conílituir  hum  numero  nâo  menor  que  o  diviibr;  o  que 
^cilmente  fc  confegue  ,  attendendo  aos  primeiros  algã« 
rífmos  daefquerda,  tanto  de  hum,  como  de  outro  Sd£* 
tes  dous  números.  Mas  como  de  ordinário  não  he  pof- 
íível  íaber  fem  muito  grande  esforço  de  attenção  j  do 
qual  nem  todos  sao  capazes  ,  quantas  vezes  hum  nu- 
mero compofto  íè  contém  em  outio  compofto  ,  ainda 
íabendo  que  elie  íè  não  pôde  conter  no  outro  mais  de 
9  vezes ;  por  iflb  para  achar  o  quociente  defta  prixncira 
divisão  parcial ,  começaremos  por  indagar  quantas  ve- 
zes o  pnmeiro  algarífino  daeíquerda  doDívxfor  iècon-» 
tém  no  primeiro  j  ou  nos  primeiros  doas  da  efquerda 
do  Dividendo  parcial  ,  conforme  efle  confiar  de  tantos 
alganimos ,  ou  de  tantos ,  e  mais  hum ,  quantos  focem 
õs  do  diviibr.  Então  íè  o  numero  ,  que  por  efte  modo 
lè achai-,  fendo  multiplicado  pelodivifor,  der  humpro^ 
dueto  não  maior  que  o  mefino  dividendo  pardal  ,  nós 
o  efcreveremo9  no  lugar  do  quociente  j  aliás  o  iremos 
âio^vamente  diminuindo  de  homa  unidade  ,  até  o 
termos  diminuído  de  tantas  ,  quantas  forem  baftames » 
para  que  o  produébo  da  iiia  muttiplicsi^  pelo  divifor 
tenha  a  condição  exprefTada ;  e  IS  então  o  aííentaremos 
to  quociente.  O  produâo  opc  ette  der ,  lendo  nrolcipli- 

ca- 
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aào  pdo  diyiíbr  y  íe  eícrcnferá  debaixo  do  dividendo 
paidal  ;  e  fubtralundoK)  ddle ,  junto  do  refto  iè  aflen» 
tara  o  algarífino  íeguinte  do  dividendo  tocai.  Defie  mo- 
do tercmofi  lium  íègundo  dividendo  parcial  ^  em  cuja 
divisão  procederemos  abíblutamente  do  mefmo  modo^ 
oue  a  reípcito  da  primeira  i  eièmelhantcmentc  na  de  to- 
dos os  outros,  que  íb  forem  formando,  até  iè  terroinat: 
a  operação. 

EXEMPLO    I. 

Querendo , ^por  exemplo,  dividir  89S56  por  yz 

89856  I  72 


íèpararemos  os  primeiros  dous^  algarifinos  da  cíquerda* 
do  dividendo  y  para  conftituirem  o  primeiro  dividendo 
parcial,  e  começaremos  a  operado,  dizendo:  Em  8  que 
vezes  ha  7  ?  c  como  7  fc  não  contém  mais  que  huma 
vez  cm  8  ,  e  o  procftidlo  de  jx  por  i  he  menor  que 
89,  eícrevcremos  i  no  quociente.  Multiplicando  72  poc 
I  ,  elcreveremos  o  feu  produAo  72  debaixo  de  8^  ;  e 
diminuindo,  taremos t>  reAo  17,  mnto  doqnal  eícreve- 
isemos  o  algarifino  fegirinte  8  00  dividendo  totaL  Entâa 
diremos :  Em  17  que  vezes  ha  7  ?  e  como  7  fe  contém 
duas  vezes  em  17  ,  e  o  produÁo  144  de  72  por  2  he 

me- 
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menor  que  o  dividendo  parcial  178 ,  cícreveremos  2  no 
quociente,  e  144  debaixo  de  178.  Diminuindo,  teremos 
o  reílo  34  y  junto  do  qual  aílèntaremos  o  algarifmo  fe- 
guinte  y  do  dividendo ;  c  teremos  por  terceiíx)  dividen- 
do parcial  345^.  Então  dizendo  :  Em  34  que  vezes  ha 
7  ?  acharemos  o  numero  quatro  ,  e  com  72  multiplica- 
do por  4  dá  288 ,  produClo  menor  que  345* :  efcrevere- 
mos  4  no  quociente,  c  288  debaixo  de345'.  Subtrahin- 
do ,  teremos  o  refto  ^7.  Junto  dcftc  eícreveremos  o  ulti- 
mo algarifmo  6  do  dividendo  total ,  e  teremos  por  ul- 
timo dividendo  parcial  ^76*  Dividindo  finalmente  5*7 
por  7 ,  acharemos  o  quociente  8  i  e  como  eíle  numero 
multiplicado  por  72  dá  juftamente  ^76,  produfto  igual 
ao  noíTo  diviaendo  parcial,  eícreveremos  8  no  quocien- 
te, e  5*76  debaixo  ao  dividendo  parcial  ;  e  como  pela 
fubtracc^o  íè  nao  acha  refto  alfiiim  ,  concluiremos ,  que 
72  fe  contém  1248  vezes  exaâamcnte  em  89856.  Por 
quanto  todo  o  artificio  defta  operação  íè  reduz  a  rcfol- 
ver  o  dividendo  89856  em  4  partes^ 

!•*   72000- 
2.«    14400 
3.»     2880 

4-*       sr^ 

as  quaes  reunidas  o  reproduzem  ,  e  que  fucceílivamente 
lhe  fomos  tirando  pelo  decuríb  da  operação.  Ora  cada 
huma  deftas  partes  he  hum  milltiplo  do  diyiíbr  72  ,  o 
qual  (Numero  6^)  fe  contém,  como  he  fácil  de  ver^ 
looa  vezes  na  primeira ,  200  vezes  na  íègunda ,  40  ve- 
zes na  terceira,  e  8  vezes  na  quarta.  Donde  fe  íegue^ 
que  elle  fe  contém  1248  vezes  em  todo  o  dividendo  ^ 
como  declara  o  quociente  achado. 


EX- 


DE  ÂKITHMETICA   UnIVERSAL.  47 

EXEMPLO    IL 
Havendo  de  dividir  7SS9MS  P^^  89  j 


893 


846y 


755-9^45' 
7144 

415'i 

5804 
y35r8 

446f 
446J 


tomaremos  os  primeiros  quatro  algariímos  7^59  para 
primeiro  dividendo  parcial  i  e  dividindo  75  por  8  ^ 
acharemos  no  quociente  9  >  mas  como  893  multiplica- 
do por  9  dá  8037  ,  produdlo  maior  que  o  dividendo 
parcial  7559  ,  tiraremos  ao  p  huma  unidade,  e teremos 
8 ,  numero ,  pelo  qual  multiplicaremos  o  divifor  j  e  co- 
mo dá  o  produdlo  7144  menor  que  7559  ,  efcrevere- 
mos  8  no  quociente  i  e  tirando  7144  de  75 $9  y  junto 
do  reflo  415  ,  eícrevefemos  o  algariímo  leguinte  2  do 
dividendo  ,  e  teremos  por  fcgundo  dividendo  parcial 
4i5'2.  Então  dividindo  41  por  8  ^  acharemos  no  quo* 
ciente  5 ,  pelo  qual  multiplicando  o  divifor  893  ,  tere- 
mos o  uroduélo  4465  maior  que  o  dividendo  parcial : 
donde  ie  conclue,  que  o  noflb  divifor  lê  nao  póae*nelle 
conter  5:  vezes;  c  por  tanto  nós  o  diminuiremos  de  hu- 
ma unidade;  ecomo  2^2  multiplicado  por 4  dá  35^72 > 
produélo  menor  que  o  dividenao  ,  aíTentaremos  4  no 
Quociente  ,   e  tirai*emos  o  produdlo  3572  de  4152  >  o 

H  que 


4*  Elementos 

flue  nos  dará  o  refto  5' 8o.  Juntaado  a  efte  o  argarifmo 
Kíguime  4,  terénos  5804  ^  e  dividindo  58  por  8  ,  acha- 
remos o  quociente  7  ,  o  qual  bem  como  os  anteceden- 
tes 5  precilà  fer  diminuido  de  huma  unidade  y  para  dar 
o  produéto  5358  menor  que  o  dividendo  ^  pelo  que  eC- 
crcveiemos  6  no  quociente  ;  e  tirando  5  3  5  8  de  5804  > 
teremos  o  refto  446.  Junto  defte  eíci^e veremos  o  algaris- 
mo 5' ,  que  he  o  ultimo  do  dividendo  total  j  e  teremos 
por  ultimo  dividendo  parcial  4465'.  Dividindo  finalmen- 
te 44  por  8  y  acharemos:  o  numero  f  >  qne  efcreveremos 
no  quociente  ,.  por  iíTo  que  o  produélo  893  por  j  he 
juftamente  4465  igual  ao  dividendo  parcial  i  e  que  por 
tanto,  fendo  defte  tirado.,  não  deixa- refto  algum.  Don- 
de concluireriíos  ,  que  o  divifor  893  cabe  juftamente 
8465  vezes  no  dividendo  7559245'. 

67  Suppofto  que  o  modo ,  por  que  até  agora  temos 
procedido  para  achar  o  quociente  ae  cada  divisão  par* 
ciai,  quando  o  divifor  he  hum  numeixi  compofto  ,  feja 
fiifficicnte  para  nos  conduzir  ao  conhecimento  do  dita 
quociente ,  com  tudo  elle  lè  reduz ,  como  acabamos  de 
Ver,  a  huma  t^tativa  ,  a  qual  algiunas  veies  pód^  fer 
aflas  cn&donha  ^  como  feâa^ 


EX. 


BJB  Arithmeticx  Univb&sal. 

EXEMPLO    in. 

Se  quizeílèuios  dividir  ii 

39304  por  296 

888 

296 
3^49 

ajiJ 

236S 

145^0 
1184 

2664 
i664 

4> 


pois  para  acharmos  o  prímeiío  álgarifino  do  quocieoii 
te ,  Terião  neceflarias  três  tentativas  ',  para  acharmos  o 
fegundo^  íèrião neceíTarlas  duas;  epara  adiarmos  otei^ 
ccíro,  iariâo  neceflarias  quatro. 

Mado  de  abbreviar  a  Divisão. 

68  TT  Ste  inconveniente  he  tanto  maior  ,  quanto 
I2j  mais  pequeno  he  o  primeiro  algarifmo  do 
divifor  ,  e  quanto  maior  que  5  he  o  fegundo  ;  porém 
neftc  caio  elle  fepóde  obviar  em  grande  parte,  fuppon* 
do  o  primeiro  algarifmo  do  mefmo  <iivilbr  ,  augmen- 
tando  de  huma  unidade  :  por  quanto  o  methodo  que 
temos  cxpoílo  para  achar  os  quocientes  parciaes ,  de  que 
íè  compõe  o  quociente  total  da  divisão  de  hum  nume* 
to  compoílo  por  outro  compoflo  ,  reduz^íè  a  fubftituir 
ao  verdadeiro  dividendo  ,  e  ao  verdadeiro  diviíbr  em 
cada  divisão  parcial «  hum  dividendo  ^  e  hum  diviibr 

Hii  faK 
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felíbs  ;  e  fuppofto  que  pelo  augmento  de  huma  unida- 
de ao  primeiro  algarifmo  do  verdadeiro  diviíbr ,  no  ca- 
io de  que  íè  trata ,  fc  não  evite  o  inconveniente  de  buf- 
car  o  quociente  por  meio  de  hum  dividendo ,  e  de  bum 
divifor  falfos  ,  com  tudo  o  divifor  falíò  ,  de  que  delle 
modo  ufamos  ,  he  muito  mais  próximo  ao  verdadeiro 
divifor,  do  que  feria,  não  fuppondo  o  dito  áugmcnto. 
Por  exemplo :  na  Divisão ,  que  conflitue  o  terceiro  Exem- 
plo do  numero  antecedente  ,  quando  depois  de  feparar- 
mos  o  primeiro  dividendo  parcial  1139,  dizemos:  Ein 
1 1  que  vezes  ha  2  ?  o  que  rigorofamente  fazemos ,  he 
fubftituir  ao  verdadeiro  dividendo   1139  o  dividendo 
1 100  ;  e  ao  verdadeiro  divifor  296  o  divifor  200  ;  c 
daqui  vem  não  acertarmos  logo  com  o  verdadeiro  quo- 
ciente, Aífim  he,  que  dizendo:  Em  11  que  vezes  Jia  3  ? 
também  fubftituimos  o  mefmo  dividendo  iioo  ao  ver- 
dadeiro dividendo  1139  >  e  o  divifor  300  ao  verdadei- 
ro divifor  296 ;  mas  o  divifor  300  he  muito  mais  pró- 
ximo a  296 ,  do  que  o  divifor  2CO ;  e  por  tanto  Ic  não 
der  o  verdadeiro  quociente ,  deve  pelo  menos  dar  hum 
quociente  muito  mais  próximo  ao  verdadeiro  >  e  poupar-- 
nos  em  confcqucncia  algumas  tentativas.   Com  efFeito^ 
dizendo :  Em  1 1  que  vezes^  ha  3  ?  fe  obtém  para  logo 
o  verdadeiro  quociente  3  :  o  meímo  fuccede  nas  íèguin- 
tes  divisões  parciacs  do  Exemplo  mencionado.  Porém 
efla  vantagem  não  he  conftame  i  e  como  o  quociente 
achado  por  efte  modo  pôde  íèr  menor  do  que  o  vcrda?- 
deiro ,  íempi'e  he  preciío  verificallo,  o  que  íe  faz,  mul- 
tiplicando o  verdadeiro  divifor  pelo  dito  quociente  ,   c 
examinando  íc  a  diflferença  entre  efte  prodwoo ,  e  o  di- 
videndo parcial ,  hc  maior ,  ou  menor  que  o  divifor :  íè 
for  menor  o  quociente  achado ,  fera  o  verdadeiro  j  mas 
fc  for  maior,  deveriõ  accreíccntar-fe  ao  quociente  tantas 
unidades,  quantas  forem  as  vezes  que  o  verdadeiro  di« 
vifor  íc  contiver  qq  dito  i:efto. 

Quan* 
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6^  Qiiando  o  ícgundo  algarifino  do  diviibr  for  me- 
nor que  cinco ,  a  fimplificaçTio  precedente  não  tem  lu- 
gar almim ,  e  por  tanto  não  hc  poíEvci  diminuir  o  nu- 
mero das  tentativas  i  porém  ellas  fe  podem  fazer  íèm- 
Bxi  menos  trabalhofas  >  começando  a  multiplicado  do 
ivifor  pelo  quociente ,  pela  ordem  invería ,  e  iníio  lo- 
go íiibtrahindo  cada  produ(ílx)  parcial  da  parte  corres- 
pondente do  fcu  refpedlivo  dividendo.  Se  a  operado 
por  efte  modo  íe  puder  levar  ao  fim ,  o  quociente  acna- 
do  fera  o  verdadeiro  j  mas  fe  ifto  não  for  poflivel ,  lo- 
go que  fe  encontrar  o  primeiro  produdto  parcial  maior 
que  a  parte  correfpondente  do  dividendo ,  da  qual  de- 
ve fer  tirado  ,  fe  diminuirá  huma  unidade  ao  quocien- 
te^ e  fe  iiecomeçai^á  a  tentativa  pelo  meímo  modo. 

EXEMPLO    I. 

Qnexendo  dividir  3014496  por  3489 

30i449íf4^ 

279  12         I  <>^4 

21  329* 

^Q^3  4 
I39jd 


feparando  os  primeiros  cinco  algariímos  do  dividendo  ^ 
diremos  :  Em  30  que  vezes  ha  3  ?  ecomo  não  pôde  ha- 
ver mais  que  9  ,  em  vez  de  multiplicar  todo  o  divifor 
rr  9  j  começaremos  a  multiplicação  por  ordem  inver- 
,  dizendo  :  9  vezes  3  milhares  são  27 ,  que  tirados 
de  zo  ficão  3  >  os  quaes  com  i  centena  fazem  31  cen^ 

te- 


^v 
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tenas:  9  vezes  4  centenas  são  36  ,  produAo,  que  len- 
do maior  que  3 1 ,  que  são  as  centenas ,  gue  ha  no  di- 
videndo 5  nos  moftrà  logo  ,  que  o  quociente  9  hc  ex- 
ceflivo  i  pelo  que  nós  o  diminuiremos  de  huma  unida- 
de ;  e  como  tentando  a  multiplicação  por  8  ,  efta  nos 
não  olferccc  produéte  algum  parcial  ,  que  fc  não  polia 
fubtiahir  da  parte  correípondente  do  dividendo  parcial 
30144,  eícreveremos  8  nó  quociente,  (i) 

Paliando  ao  fegundo  dividendo  parcial  22319  ,  di- 
remos :  Em  22  'que  vezes  ha.  3  ?  e  acharemos  o  nume- 
ro 7,  que  verificaremos,  dizenao  :  7  vezes  3  milhares 
são  21,  que  tirados  de  22,  que  ha  no  dividendo,  fica 
I ,  o  qual  junto  com  as  3  centenas  do  mefmo  dividen- 
do, faz  13  centenas  :  7  vezes  4  centenas  são  28,  pro- 
duélo  maior  que  1 3 ,  e  que  por  tanto  nos  moftra ,  que 
o  quociente  7  he  exceffivo.  E  como  diminuindo-lhe  hu- 
ma unidade  á  operação  fe  pôde  eíFeituai-  inteiramente , 
affentaiemos  6  no  quociente  ,  c  aílim  continuaremos  na 
Divisão  até  ao  fim ,  e  reconlieceremos  com  mais  facili- 
dade, do  que  pelo  methodo  até  a^ra  praticado  ,  que 
o  quociente  total  que  lè  pertendia  ne  864. 

70  A  pratica  da  Divisão  fe  pode  também  abbre- 
viar  em  todos  os  cafos  ,  fe  depois  de  achado  o  quo- 
ciente de  cada  divisão  paixial,  era  vez  de  multiplicar  o 
^ dl- 

Nota  (1)  Apenas  fe  encoutre  hum  reílo,  que  junto  á  letra  ím- 
ipediata  do  dividendo  Forme  hum  produâo  maior  do  que  o  produâo 
do  quociente  *  pela  letra  corre fponden te  do  divifor ,  augmentada  de 
huma  unidade  »  poderemos,  fem  mais  continuar  a  tentativa  •  deci- 
dir .  que  o  quociente  achado  he  o  verdadeiro ,  v.  g.  quando  noex* 
«mplo  propofto  paífamos  a  tentar  o  quociente  8  9  dizendo :  S  vezei 
)  são  24. ,  que  tirados  de  )0  dá  de  refto  6  «  vendo  que  efle  6  jun- 
to á  letra  feguinte  i  do  dividendo,  (xi  ^i  ,  produâo  maior  que  o 
de  S  por  5  ,  ido  he  •  produâo  maior  que  o  de  8  pelo  feguinte  4 
do  divifor  ,  augmentado  de  1  unidade ,  concluiremos  fem  continuar 
a  tentativa  ,  que  8  he  o  verdadeiro  quociente  :  pois  ainda  o  feria  « 
fe  o  divifor  em  lugar  de  ^489  fofle  ijbo,  quantidade  maior  do  que 
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divilbr  pelo  dito  quociente  ,  c  efcrever  o  feu  produélo 
debaixo  do  reípeâivo  dividendo  parcial ,  para  depois  o- 
íubtrahir,  formos  fubtrahindo  o  dito  produdto  da  parte 
correípondente  do  dividendo  ,  á  medida,  aue  elle  íe  fór 
formando  >  e  eícrevendo  oíèu  refio  particular  por  baixo 
dcUa. 

EXEMJPLO    IL 

Querendo  dividir  743949o  por  786 

i  7  8  6 
7439490    ^^ 

5109 
3930 

000 

depois  de  fepararmps  os  primeiros  cjuatra  alçarifinos 
da  efquerda  ,  para  conftituirem  o  pnmciro  dividendo 
parci^ ,  e  teraios  achado  o  quociente  9 ,  procederemos 
a  multiplicado  ,  e  fubtracção  firaultaneamente  ,  dizen- 
do :  9  vezes  6  são  ^4  ,  que  não  podendo  tirar-fe  da 
parte  correfpondente  9  do  dividendo  ,  confideraremos 
cfta  augmentada  de  y  dezenas ,  o  que  a  reduz  a  5*9  ;  e 
tirando  ^4  de  50 ,  teremos  o  refto  y ,  que  eícreveremos 
debaixo  dos  9  ao  dividendo.  Depois  diremos :  9  vezes. 
8  dezenas  fazem  72 ,  que  com  y ,  que  acaefcentamos  ao 
dividendo  naopera<^o  pi*ecedente,  eque  portanto  tam- 
bém dcUe  devemos  tiiar ,  são  77 ,  as  quaes  nãa  poden- 
do fer  tiradas  de  3  ,  tiraremos  de  83  ,.  accrefcentando 
para  ifto  8  centenas  ao  dividendo ,  e  teremos  o  refto  6 , 
que  efcreveremos  debaixo  do  argarifmo  correfpondente 
3 ,  c  continuaremos  a  operação ,  dizendo :  9  vezes  ^  cen- 
tenas fazem  6j,  qiie  com  8  fazem  71,  as  quaes  tiradas- 
de  74  dei]do  derello  3  y  que  eícreveremos  debaixo  doal- 
garifino  correípondente  4,  c  tei-emos  o  refto  total  365'. 

Jun- 


5^4  Elbmentos 

JttUto  delle  cícrevaiemos  o  algarifmo  feguinte  4  do  di- 
videndo total  i  e  dividindo  365^4  por  786 ,  acharemos 
o  quociente  4  ,  e  continuaremos  a  opera(^o  ^  dizendo : 
4  vezes  6  unidades  são  24 ,  otie  tildadas  de  24  náo  dci- 
xáo  refto  algum  >  pelo  que  elcreveremos  o  debaixo  do 
primeiro  algariímo  4  da  direita  do  dividendo  parcial  i 
e  diremos  :  4  vezes  8  dezenas  soo  32 ,  que  com  2  que 
accreícentamos  ao  dividendo^  fazem  34,  as  quacs  tira- 
das de  35 ,  deixao  de  refto  i.  Efcrevendo  efte  refto  de- 
baixo do  algarifmo  ^  do  dividendo  ,  continuaremos , 
dizendo  :  4  vezes  7  centenas  sao  28  >  as  quaes:  juntas 
com  ^  ,  que  accreícentamos  ao  dividendo  ,  fazem  31 , 
que  tiradas  de  36  dao  o  refto  5  ;  e  a/Hm  íèrá  o  refto 
total  5' 10.  Para  junto  defte  abaixaremos  o  algarilino  fe* 
guinte  9  do  dividendo  total  ,  e  continuaremos  a  opera- 
do como  até  agora ;  e  como  depois  da  ultima  fubtrac- 
^o  não  refta  coufa  alguma ,  concluiremos  ^  que  o  quo- 
.  ciente  exaílo  he  94^55'. 

71  Se  o  dividendo  ,  e  o  divilbr  acabarem  em  ci- 
fias ,  fupprimiremos  todas  as  do  que  tiver  menos  j  e  ou- 
tras tantas  no  que  tiver  mais  ;  o  que  não  alteiando  de 
nenhuma  forte  (Numero  60)  a  grandeza  do  quociente 
abbrevia  a  opera^o^  Querendo  ,  por  exemplo,  dividir 
860000  por  4000  ,  fupprimiremos  todas  as  cifras  do 
divilbr  ,  e  outras  tantas  ao  dividendo  ,  e  ficaremos  re- 
duzidos a  dividir  860  por  4  ,  o  que  dá  215  no  quo- 
ciente. 

Da  Divisão  dos  nunieros  decimaes. 
» 

72    /^  Uando  o  dividendo ,  ou  o  divifor ,  ou  hum , 
\^  e  outro  juntamente  forem  números  intei- 
^^  ros  acompanhados  de  decimaes  ,  ou  mera- 
mente decimaes  ,   accreícentaremos  ao  que  tiver  menos 
algarifmos  decimaes ,  tantas  cifras  quantas  baftarem ,  par 
ra  que  hum  ,  c  outro  tenhão  igual  numero  de  lugares 

de 
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de  dizima  ,  depois  do  que  ,  como  a  grandeza  das  uni^ 
dades  por  elles  repreíèntadas  não  influe  de  forte  algu- 
ma na  grandeza  do  quociente  (Numero  6o)  ,  liippri- 
mii^emos  a  virgula^  e ficaremos  reduzidos  acUyidir  hum 
numero  inteiro  por  outro  inteiro. 

EXEMPLO. 

Querendo  dividir  504  yo,  4  por  64, 3^ 


5:04^040 

54054 

25740 
0000 


784 


como  o  dividendo  50450^  4  tem  hum  fò  lugar  de  dizi- 
ma ,  cm  tanto  que  o  diviior  64,  3  c  tem  dous  ^  accref- 
centaremos  huma  cifra  ao  dividenao  ,  e  íupprimindo  a 
virgula  ,  ficaremos  reduzidos  a  dividir  5045040  por 
6455  y  operação ,  que  executada  ^  tomo  temos  enunaao  ^ 
nos  moita  íêr  o  quociente  784. 

Da  modo  de  detenninar  o  Quociente ,  quando  a  Di^ 
visão  fe  não  pôde  exesutarfem  rejlo. 

73  /^S  exemplos  de  que  até  aqui  nos  temos  fcr- 
\J  vido  para  illuftrar  a  reçra  da  divisão ,  em 
todos  os  cafos  ,  que  merecião  particular  confidcrac^o , 
DOS  tem  conduzido  a  quocientes  exaâos.  Porém  muitas 
vezes  acontece,  que  o  dividendo,  eodivifor  fejão  taes, 
oue  a  divisão  fenao  poíla  fazer  iem  refio^  como  íua^e- 
oeria. 


e:^- 


56.   •  E  L  £  M  E  H  r  o  S 

EXEMPLO    I. 
Se  quizeflemos  dividir  (Í487  por  S^ 

537176 

^7 

pois  procedendo  a  operação  y  acharíamos  fim  o  quoçien- 
te  y6  ,  mas  por  íim  nos  ficaria  hum  refto  27  »  o  qual 
nos  moftraria ,  que  o  divifor  85'  fe  não  contém  exada- 
mente  nenhum  nlimero  de  vezes  no  dividendo  6487. 

Ora  fe  o  numax)  6487  repreíèntafle,  por  exemplo, 
moedas  de  ouro  de  4800  reaes  cada  huma ,  as  quaes  íe 
deveíTem  diftribuir  por  igual  entre  85  peíToas ,  he  claro  , 
que  cada  huma  deí^s  pdToas  ficaria  perjudicada  y  rece* 
bendo  fomente  'i^ó  moedas ;  porque  efta  mefma  quantia 
lhe  deveria  pertencer,  fc  entre  elías  fe  deveflèm  repanir 
£Smente  6460  moedas ,  e  não  6487  j  porém  nao  poden« 
do  as  xj  moedas  ,  que  6487  leva  de  excedo  a  6460 , 
diftribuir-fe  por  igual  entre  Sf  peíToas,  de  maneira  que 
a  cada  huma  delias  caiba  huma  moeda  ;  hc  claro ,  que 
no  prcíènte  cafo  cada  huma  das  85  peílbas  deve  re* 
ceber,  alem  das  y6  moedas,  huma  quantia  de  dinheiro 
menor ,  que  huma  moeda  ;  iílo  he ,  deve  receber  huma 
parte ,  ou  hum  quebrado  dcfta  unidade.  E  como  verofi- 
milmentc  algumas  queífôes  defte  género  forao  as  que 
AsAo  origem*  á  openiçao  Arithmetica ,  de  que  tratamos  y 
he  claro  ,  que  çonfiderando-a  debaixo  defte  ponto  de 
vifta;  iílo  he,  confiderando  o  dividendo  como  hum  to- 
do ,  que  &  deve  diftribuir  por  igual  em  tantas  partes  ^ 
3uantas  sao  as  unidades  do  diviíor  ;  he  claro  y  torno  a 
izer  ,  que  o  quociente  76  nefte  caio  ,  e  em  todos  os 
outros  femelhantes,  ic  deve  reputar  diminuto  ;  eque  por 
tanta  fç  jUie  deve  accrefcentar  hum  quebrado  da  unida- 
s  de 


BE   ÀRiriCMÊTlCA   XJnXVEKSAU         $y 

de  principal ,  o  qual  ao  diante  moftrarenios  dcycr  ck- 

primir-íê  defta  maneira  S.  ^  quero  dizer,  eícrevendo  a 

rcfio  da  divisão  ao  lado  do  quociente  adiado  ,  e  por 
baixo  do  dito  relto  odivifor,  feparandoos  emne  fí  por 
huma  rifca  tramíVeríàl ,  donde  concluiremos ,  que  o  vciv 

dadeiro  quociente  da  divisão  de  6487  por  85^ ,  fie  76  p » 

74    Suppofto  porém  que  até  aqui  v&o  tenhamos  cfír 
finado  a  reconiiecer  a  grandeza  dos  quebrados  >  taes  co^ 

mo  ^ ,  que  nefie  exemplo  encontramos ,  com  tudo ,  pe* 

los  princípios  que  temos  eftabelecidos  ,  a  podemos  rt* 
conhecer,  oa  exaâamente  ,  ou  pelo  menos  tio  aptoxi* 
madamente  quanto  quizermos.  Para  ifio  váo  temos  mais 
do  que  fazer  o  divlaendo  10,  ou  100,  ou  1000,  &c« 
vezes  m^or ,  o  que  íc  confegue ,  accrcíbentando-lhe  (  Nu* 
mero  16)  huma,  duas,  ou  três,  &c.  cifi'as  para  a  (ua 
parte  direita  ;  e  íèparar  no  fim  da  operai;^  tanios  lu- 
gares de  dizima  no  quociente  ,  quantas  forem  as  cifras 
que  tivermos  accreíccntado  ao  dividendo,  ou  o  que  va« 
le  o  mefino ,  aos  reftos  iiicceífivos  das  divis6es  psuciaes^ 
que  íe  não  puderem  executar  km  eAc  augmento- 

EXEMPLO    IL 

Querendo  dividir  1^^  por  4 
^9S    \A 


3^    148775 

20 


acharemos  o  quociente  48 ,  e  o  rcfto  3  ,  junto  do  qual 
e^vereaios  huma  dirá,  o  que  equivale  aabaizalla  do 

I  li      ^         ♦  di. 
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dividendo,  fe  nelle  a  tiveíTemos  accrefcentado  ;  e  divi- 
dindo 30  por  4 ,  acharemos  7  no  quociente ,  e  o  refto 
2 ,  ao  qual  ajuntaremos  outra  cifra  ;  e  dividindo  final- 
mente 20  por  4  ,  acharemos  ^  no  quociente  fem  reflx> 
algum  ;  e  como  por  efte  modo  accrcfcentámos  duas  ci- 
fras ao  dividendo  ,  cortaremos  dous  lugares  para  a  di- 
zima no  quociente  ,  c  teremos  que  elle  ícri  cxadlamenr 
te  48, 75*.  Por  quanto  nós  podemos  confiderar  (  Nume- 
ro 55)  o  dividendo  195  como  compoílo  de  dous  fafto- 
rcs  ,  que  são  o  divifor  4  ,  e  o  quociente  que  deve  le^ 
liiltar  da  divisão  de  195'  por  4  j  mas  accrefcentando 
duas  cifras  ao  dividendo  195:  9  nós  o  multiplicamos 
realmente  por  100  i  e  por  coriíèquencia  o  numero  I95'0o 
lè  pôde  confiderar  como  o  produfto  dç  três  fàdlores, 

3ue  são  os  números  4,  e  100  ,  e  o  quociente  de  195: 
ividido  por  4.  Logo  dividindo,  como  fizemos,  195*00 
por  4  ,  o  quociente  defta  divisão  48 75*  deve  moftrar 
(Numero  57)  o  produclo  de  100  ,  e  do  quociente  de 
195  dividido  por  4  ;  e  por  tanto  (Numero  56)  divi- 
dindo 4875*  por  100  ,  ifto  he  ,  fazcndo-o  100  vezes 
menor,  fe  deve  ter  o  quociente  de  195'  dividido  por 4: 
ora  o  numero  4875*  faz-íè  100  vezes  menor  ,  feparan- 
do-lhe  (Numero  24)  da  parte  direita  dous  lugares  de' 
dizima ;  logo  48, 75  he  o  verdadeiro  quociente  de  19^ 
dividido  por  4.. 

75^  Daqui  íè  legue  ,  que  ainda  quando  o  quociente 
de  qualquer  divisão  fe  não  pofla  ter  exaftamente  3^  nem 
em  números  inteiros ,  nem  em  decimaes ,  com  tudo  nós 
fcmpre  o  podemos  apioximar  de  maneira ,  que  o  tenha- 
mos exaflo  até  qualquer  lugar  de  dizima,  que  nos  pa- 
recer ;  o  que  fe  coníegue ,  accrefcentando  ao  dividendo 
tantas  cifías ,  quantos  forem  os  lugares  de  dízima ,  que 
^uizermps  tq:  cxaâios  no  quociente.  AíEm 

EX- 
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EXEMPLO    IIL 

Querendo  o  quociente  de  599  dividido  por  7  ex- 
aAo  até  âo  lugar  das  centeílmas  y  accrcícentaremos  no 
decuríò  da  opcra<^o  duas  ciíias  ao  Dividendo 

S99    [7 

40 

So 

1 

e  cortanda  no  quociente  dous  Tugares  de  dizima  y  teixy 
mos  ,  que  o  dito  quociente  com  a  exaélidão  pedida  b^ 

76  Se  quizermos  que  o  erro  do  Quociente  nâo  che* 
gae  a  fcr  de  metade  ae  iiuma  unidade  da  ultima  claír 
fe  decimal ,  aífim  achada  ,  repararemos  no  refto  que  fi- 
car da  ultima  divisão  parcial :  íc  efte  confiderado  coma 
nmnero  inteiro  for  menor  que  metade  do  divifor  ,  o 
quociente  achado  terá  o  grão  de  exaiflidâo  requerido ; 
porém  fè  for  maior,  então,  para  que  elle  tenha  o  men- 
cionado gráo  de  exaâidao  ,  lhe  accrefcentaremos  huma 
unidade  ,  pois  que  no  primeiro  cafo  he  evidente  ,  que 
&  a  divisão  fe  continualle  >  oalgarifmo  feguinte  do  quo- 
ciente feria  menor  que  5*  ;  e  no  íègundo  feria  5  ^  ou 
maior  que  ^  i  mas  5  unidiades  de  qualquer  claíte  deci- 
mal equivalem  a  meia  unidade  da  claíTe  immediata- 
mcntc  maior  y  e  por  tanto ,  o  que  fe  omitte  no  primei- 
xo  caio ,  e  o  que  íc  accreícenta  no  íè^ndo,  he  fempre 
menos  de  meia  unidade  da  ultima  claue  decimal^  acW 
da  pela  divisão. 


Da 
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Da  Pma  dãs  quatro  operafSes  fimdamentaes 
da  Aritbmettca. 

77  /^^  Orno  em  toda  a  operação  pôde  haver  cn- 
V^  gano  ,,  para  nos  cenifícarmos  quanto   hc 

poífivel  da  verdade  do  íèu  refultado ,  devemos  proairar 
por  meio  de  outra  operação  hum  novo  refultado  ,  cjue 
comparado  cx)m  o  primeiro  nos  confirme  no  conceito 
da  ília  cxacçao  ,  ou  nos  façi  prudentemente  deíconíiar 
delia ,  para  que  a  tomemos  a  repetir  com  a  maior  cau- 
tela. Eua  fegunda  operação ,  qualquer  que  ella  feja  y  Í6 
chama  ncfte  calb  Prova  da  primeira. 

78  Para  provarmos  a  operado  defbmmary  ibmma-» 
remos  de  novo  todas  as  columnas  das  addiçòes  \  mas* 
cm  vez  de  começarmos  pela  primeira  da  direita ,  come? 
çaremos  pela  primeira  da  efquerda  \  e  tirando  a  fua  fom- 
xna  da  parte  correfpondente  da  íbtmna  total,  eícrevere* 
mos  debaixo  delia  o  refto  que  íkar  \  o  qual  junto  com 
o  algarifmo  feguinte  da  mefma  íbmma  total  ,  coníide- 
raremos  como  num  todo ,  de  quem  devemos  íubtrahir  a 
íbmma  da  columna  feguinte;  e  procedendo  aífim  fucceí^ 
íivamente  até  a  ultima  columna  ,  íe^  depois  de  feita  a 
fiibtracçáo  da  íiia  íbmma  não  reftar  coula  alguma ,  com 
razão  devemos  confiar  no  refultado  da  primeira  opera* 
^o.  Porém  íè  acontecer  que  fique  algum  rcílo  ^  então 
lendo  indubitável  ,  que  algiima  das  duas  operações  foi 
errada ,  deveremos  repetir  a  primeira  ootn  todo  o  cuida- 
do y  para  defcubrirmos  em  qual  delias  eítava  o  erro  ,  e 
qual  he  por  confequencia  o  v^dadeiro  refultado.  Aílim 
tendo  acnado ,  que  a  fomma  dcftas  quatro  addi j6cs  (  Nu- 
mero 31  y  Exemplo  í^mdo  ) 
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6028 
4292 


he       19468 
1210 

Para  nos  ccrtificannos  da  fua  exacçâo ,  fommaremos  pri- 
meiro a  columna  dos  milhares  ;  e  como  a  fua  fomma 
18  y  tirada  de  19  ,  parte  correfpondente  da  íbmma  to* 
tal  y  deixa  de  refto  i  y  eícrevcremos  i  debaixo  dos  mi- 
lhares da  Ibmma  total;  eoomo  eík  milhar,  oueftas  10 
centenas  podenâo  ter  provindo  da  fomma  da  columna. 
antecedente,  juntando-lhe  o  algariíixio  4 ,  que  na  fomma 
total  rcprcíènta  centenas ,  teremos  14  centenas ,  das  quaes 
tiraremos  12 ,  ibmma  da  colunma  das  centenas  >  e  tere- 
mos de  rdlo  2  centenas ,  ou  20  dezenas  y  que  efcreve- 
icmos  debaixo  do  algarifmo  4.  Eftas  2  centenas  juntas 
com  ãs  6  dezenas  da  ibmma  total ,  fazem  26  dezenas , 
das  quaes  tirando  25 ,  fomma  da  columna  das  dezenas , 
teremos  de  lefto  i ,  que  efcreveremos  debaixo  do  6.  £ 
juntando-lhe  as  8  umdades  da  fomma  total  ,  teremos 
18  unidades  ;  e  como  iinalmentc  a  ibmma  da  columna 
das  unidades  fe  acha  com  eãèito  fcr  18  ,  que  tiradas 
das  18  da  ibmma  total,  não  àcbáo  reílo  algum ,  con- 
cluiremos ,  que  a  primeira  operação  eftá  certa  y  pois  que- 
tirando  fucceffivamente  da  ibmma  total ,  que  por  eUa  iè 
obteve ,  todos  os  milhares ,  todas  as  centenas ,  todas  as 
dezoias,  e  todas  as  unidades,  que  netla  deviâo  entrar, 
não  idb  coufa  alguma. 

79  Pelo  que  reipeita  ã  operação  de  diminuir ,  como^ 
nefta  &  lâo  faz  mais  do  que  tirar  o  numero  menor  do 
maior  ,  he  daro ,  que  não  tendo  nellá  havido  erro  y  ic 
Ibmmsmnos  o  refto  achado  com  o  numero  menor  ,  de- 
TQ  iàhir  na  ibmma.  o  iiumero  maior.  Aifim  no  £xem«^ 

pio. 
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pio  primeiro  (Numero  33  )  nos  podemos  verificar,  que 
a  ditteren^  dos  numeix>s 

9687 
e  0425: 

hc  com  cíFeito  3262 


9687 


pois  que  Ibmmando  o  numero  mcnof  6425  com  o  re& 
to'  3262 ,  fe  obtém  o  numero  maior  9687. 

80  Para  prova  da  operado  de  multiplicar  ,  dividi-^ 
remos  o  produâo  por  hum  dos  faâorcs ;  e  íàhindo-nos 
o  outro  no  auociente  ,  concluiremos  ( Numero  có )  , 
que  a  operação  íbi  bem  feita.  Allim ,  como  no  Exem- 
plo expofto  em  o  Numero  46  y  dividindo  o  produélo 
432688  pelo  faélor  8  ,  achamos  no  quociente  o  outro 
tàAoY  5-4086^  temos  toda  a  razão  de  concluir,  que  na-« 
quella  multiplicação  não  houve  engano  algum. 

81  Da  mcíina  forte,  para  provar  a  operação  de  di- 
vidir, no  cafo  que  não  tenha  ficado  reílo  algum  da  di« 
visão  ,  multiplicaiemos  o  divifor  pelo  quociente  ;  efe 
nos  fahir  (Numero  yj  )  noproducto  o  dividendo,  con- 
cluiremos ,  que  o  reíultado  da  operação  merece  toda  a 
confiança.  Eíta  mefma  conclusão  tiraremos ,  no  cafo  de 
ter  ficado  refto ,  fe  accrefcentando  efte  refto  ao  produdlo 
do  divifor  ,  e  do  quociente ,  obtivermos  por  ultimo  re- 
fiiltado  o  Dividendo.  Pelo  que  ,  no  Exemplo  primeiro 
(Numero  64)  ficaremos  certos  ,  de  que  a  divisão  foi 
bem  feita  i  porque  multiplicando  o  quociente  ii8q  pe- 
lo divifor  8  ,  fe  reproduz  no  produfto  o  Divicíendo 
95^12.  Na  mefma  certeza  deveremos  ficar  a  reípeito  do 
Exemplo  primeiro  (Numero  73)  ,  pois  que  multipli- 
cando o  divifor  Sf  pelo  quociente  76  ,  e  juntando  ao 
leu  produfto  6460 ,  o  refto  27 ,  que  ficará  da  Divisão , 
nos  fahc  por  ultimo  refultado  o  dividendo  6487. 

Das 
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Das  quatro  Operações  fimdamentaes  do  CaUuk, 
conjtderadas  algebricamente. 

NoçSes  Preliminares. 

82  XT  Cs  já  diíTemos  ( Numero  3  )  que  o obje* 
i  >l  ílo  da  Álgebra  he  a  qitantidade  conlide- 

nida  na  íiia  maior  generalidade  y  e  (Numero  5  )  que  o 
íèu  fim  heeníinar  os  meios  mais  fáceis  derepreíèntar ,  e 
calailar  todas  y  e  quaefquer  quantidades  amm  conlide- 
radas. 

83  Para  conieguir  efte  fim  ,  era  neceflario  que  os 
Matncinaticos  imaginaflem  fignaes  genéricos  para  re« 
pieíentar  não  ío  as  quantidades  y  mas  também  as  íiias 
relações  3  ou  maneiras  de  lerem  confideradas  humas  a 
refpeito  das  outras  y  e  as  operações  que  íbbie  ellas  íè 
deveOem  praticar. 

84  Osílgnaes,  porque  íè  conveio  de  repreíentar  as 
quantidades  ,  sao  as  letras  do  Alfabeto ,  a ,  b ,  c ,  &c« 
os  quaes  íè  eícolhêrao  com  preferencia  a  outros  quaeír* 

3uer  ,  por  íèrem  ílgnaçs ,  que  geralmente  f aliando  y  to* 
os  íabem  diílinguir  y  e  eícrevcr. 

85'  Para  íigniíicar,  que  huma  quantidade  a  he  maior 
que  outra  quantidade  b ,  íè  coiiveio  em  eícrevellas  defta 
maneira  ay>b'y  ^  para  figniíicar,  que  huma  quantidade 
m  he  menor  que  outra  quantidade  n  >  Ic  conveio  em  eC- 
crevellas  deíla  forte  m<^n.O  íignal  que  em  ambos  el* 
tes  caibs  íè  efcrevc  entre  as  duas  quantidades  y  íè  cha-» 
xcoijignal  de  dejigualdade  ',  e  fempre  fe  efcreve  de  ma- 
neira y  que  a  fua  parte  aguda  fique  voltada  para  a  quatí:* 
tidade  menor. 

S6  Para  denotar ,  que  duas  quantidades  são  iguaes  ^ 
íè  conveio  em  eícrevci*  entre  ellas  o  fignal  =  ,  que  por 
eíta  ra2ao  íè  chama  ^^;^/  de  igualdade  y  e  eauivale  na 
efcritura  Algcbraica  á  palavra  igual.  Affim  eua  expref» 
sao  a—b  quer  dizer  ^  que  a  he  igual  a  b. 
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87  Para  denotar  a  op<wção  de  fommar ,  fe  deftinou 
o  íignal  -<-,  que  fe  pronuncia  mais^  de  forte,  que  efta 
cxprefsãoj  por  exemplo,  a-k-b^  quer  dizer  ,  que  com 
a  quantidade  a  fe  deve  fommar  a  quantidade  b  y  t  k 
pronuncia  por  mais  brevidade  a  mais  b. 

88  Para  ílgnificar  a  operação  de  diminuir,  fe  deter- 
minou o  fignal  —  ,  o  qual  fe  pronuncia  nienos  \  e  affim 
a—b^  por  exemplo  ,  quer  dizer,  que  da  quantidade  a 
íè  deve  tirar  a  quantidade  b  ^  o  que  por  mais  biisvidade 
fe  pronuncia  a  menos  b. 

89  Quando  huma  quantidade  tal  como  a  fe  acha 
jfó ,  ífto  Jie ,  íèm  fer  feguida  ^  nem  precedida  de  outras , 
que  com  ella  iè  achem  ligadas  pelos  fignaes  -H ,  ou  — : 
ou  quando  fe  confidera  independentemente  deUas  ,  íê 
chama  hum  Monómio ,  ou  huma  quantidade  monomia. 

90  Quando  duas  quantidades  íè  achão  em  feguimen- 
to  huma  da  outra  ,  e  a  fegundã  he  precedida  do  íignal 
*H ,  ou  do  íignal  — ,  o  complexo  deftas  duas  quantida- 
des, coQÍiderado  como  hum  todo ,  fe  chama  hum  Bino^ 
nuo^  Aífim  a-\-b  \íq  hum  binómio^  e  m—n  he  outro 
binómio. 

91  Quando  três  quantidades  íèacháo  em  íèguimen- 
to  humas  das  outras  ,  íendo  cada  huma  das  duas  ulti- 
mas precedida  do  íignal  -)- ,  ou  do  fignal  —  ,  o  com- 
plexo deitas  quantidades ,  coníiderado  como  hum  todo  y 
fe  chama  hum  Trinomo^  Aílim  íí  -4-  í  -h  r  he  hum  tri- 
Aomio ,  a  — b  -h  f  he  outro  trinomio ,  &c. 

92  Geralmente  fallando ,  todas  as  vezes  que  o  com- 
plexo de  muitas  quantidades  ligadas  entre  íi  pelos  íi- 
gnaes  -<-  ^  ou  —  ,  fe  confidera  como  hum  todo  ,  cha- 
ma-íè  hum  Pohnomio  ,  o  qual  toma  o  nome  particular 
de  Binómio^  Trinomio ^  QuadrinomiOy  &c.  fegimdo  o 
Aumero  das  quantidades  que  o  comp6em ,  he  dous ,  três , 
^tro,  &c. 

S^    Qda  huma  das  quantidades ,  que  fc  acha  unida 

á 
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i  outra  por  meio  do  fignal  +  ,  ou  do  figiuil  — ettt 
qualquer  Pol/nomio  ^  fe  diama  hum  termo  do  mefino 
roljnomio. 

94  Todos  os  termos  de  hum  Polynomio  ,  aue  úo 
precedidos  do  fignal  -h,  íè  chamão  termos  adMtiws^ 
ou  termos  pojitivos ;  e  todos  os  que  sâo  precedidos  do 
fignal  —  ,  fe  chamão  termos  fubtraSlrvas ,  ou  termas 
negativos. 

95  O  primeiro  termo  de  qualquer  Polvnomio ,  quan- 
do oao  he  precedido  de  fignal  algum,  díeve  íer  fempre 
contado  entre  o  numero  dos  termos  pofitivos  ;  e  por 
tanto  em  todas  as  operações  y  èm  que  ibr  preciíò  diáin- 
guir  os  termos  pofitivos  dos  negativos  y  fempre  fe  lhe 
lubcntende  o  fignal  -H . 

96  Quando  o  caraâcr  ,  ou  caraéleres  Algebraicot 
de  qualquer  quantidade  monomia  ,  ou  de  quakjuer  ter« 
mo  dehuma  quantidade  polynomia,  são  precedidos  por 
hum  numercf^  como  fiiccede  no  monómio  3^1,  e  nooi* 
vonúo  ca  ^-^by  &c,  efte  numero  fe  chama  o  coejjicien^ 
te  da  dita  quantidade.  Afiim  o  Numero  3  he  o  coeffi- 
ciaite  de  a  no  monómio  xa ;  e  osNumeios  f ,  e  2  são 
os  coeficientes  das  quantidades  aebno  binómio  ^a^^ 

97  Quando  qualquer  quantidade  nao  tem  ooefficici^ 
te  expreflb,  fempre  le  entende  ter 'por  cocfficientc  i. 

98  Em  Qualquer  Polynomio  chamão-fe  termos  feme- 
Ihantes  aquellcs ,  qúe  conftao  dos  mefníos  caraíteres  al- 
gébricos ,  elcritos  hum  igual  numero  de  vezes  ,  ainda 
que  tenhão  diíFerentes  fignacs ,  e  differentes  coefficientes* 
À/fim  no  Pol/nomío  6aa  -+-  j\ai  —  tàc  -H  2aa  —  -^ab  -Ir 
5^r.  O  primeiro  teimo  ,  e  o  quarto  ^o  lémclhantes : 
aflim  como  também  o  fegundo^  e  o  quinto  >  e  o  tercei- 
ro, e  o  fexto. 

99  Para  fignificar  a  operação  de  multiplicar,  fecfeí^ 
tinou  o  fignal  x^  Aí^  ay,b  Danifica  o  produto  de  a 

K  ii  mul- 
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multiplicado  por  i.  Da  mefma  forte  ay,íXc  fignifica 
o  produdlo  das  três  quantidades  a^  b^  c. 

loo  Quando  as  quantidades  ,  que  fe  devem  multi- 
plicar, sao  monomias  ,  em  vez  de  iè  ufar  do  fígnal  X 
para  indicar  o  feu  produélo,  fe  coftumão  muitas  vQ?;es 
cfcrever  os  fkílorcs  em  feguimento  Jiuns  dos  outros , 
pondo  entre  cada  dous  ddles  hum  ponto  \  e  ainda  mef- 
mo  nao  pondo  fignal  algum ;  de  maneira ,  que  para  in- 
dicar o  produílo  das  três  quantidades  íí  ,  ^ ,  í*  ,  hc  in- 
diferente efcrcvellas  aífím  ay^by^sC  \  ou  alGm  a.b.c.j 
ou  aífim  abc>. 

loi  Quando  alguma  das  quantidades  ,  que  fe  per- 
tendem  multiplicar ,  he  polynomia  ,  então  para  indicai* 
a  multiplicação ,  fe  fecha  a  quantidade  polynomia  entre 
deus  parentheíis.  Para  indicar,  por  exemplo,  a  multipli- 
cado àit  a-^b  por  c  ,  íè  efcreve  (/?-H^)  X^  ,  ou 
(ií-h^).ri  ou  (ií-h^)ir.  Da  mefma  forte  para  indi- 
cai* oproduào  àza-^b  por  a — b^  fceícreve  (^-H^) 
X(^— ^)iou(iH-^).(ií— í)  ,ou(/?-i-^)(^— ^). 

102  Muitas  vezes  fe  ufa  de  huma  linha  >  ou  barra 
tranfverfal  por  firaa  das  quantidades  polynomias  em  vez 
dos  parcnthefis ,  efcrevendo-fe  por  exemplo  a-^b.a — b\ 
e  a-^b.Cy  para  indicar  as  multiplicações  à&  a-+'b  por 
a —  ^,  e  de  a-^-b  por  c. 

103  P^a  reprefentar  a  operação  de  dividir,  fecon- 
velo  em  efcrever  o  divifor  por  baixo  do  dividendo ,  ti-* 
raixdo  por  entre  hum  ,  e  outro  huma  linha  tranfverfal. 
Aífim  pai-a  indicar  a  divisão  de  a  por  ã  ,  fe  efcreve 

■y  }  e  para  indicar  a  divisão  àt  n-^^b  por  a — by  fecf- 

creve  -^. 

a. — «í 

104  Eíles  não  sao  os  únicos  íignaes ,  e  denominações 
|iftdos  na  Álgebra ;  porém  são  os  que  o  methodo ,  que 
me  propuz  feguir ,  me  permittia  explicar  nefte  lugar  >  os 

ou- 
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outros  ,  de  que  pelo  decuríò  defta  obra  lè  precifar  ter 
conhecimento,  ie  irão  explicando  nos  feus  competentes 
lugares. 

Primeiras  NoçSes  fobre  as  EquaçSes. 

loy     ^^  Uando  entre  duas  exprefs6cs  algebraicas 

\^  quaefquer ,  fe  acha  o  ugnal  de  igualdade , 

^^o  total  delias  duas  cxprcísões  aílim  dif- 

pofias  fe  chama  huma  Equação.  Allim  a  --x^zz  b-^-c 

he  huma  Equação  '^  a-=:l^b  —  x)c  \íq  outra  Equa<^oi 

e  aflim  íenielhantemente. 

106  As  exprefsôes  monomias,  ou  polynomias,  que 
fe  achão  entre  fi  feparadas  pelo  íignal  igual ,  chamão-fe 
os  membros  da  Equação  \  a  que  fica  para  a  parte  es- 
querda do  íignal ,  chama-fe  Primeiro  membro  \  e  a  que 
fica  para  a  direita  fe  chama  Segundo  membro.  Amm 
a —  X ,  e  i  -t-  r  são  os  dous  membros  da  Equação  a  —x 
zi^b-^Cy  a—x  he  oprimciro  membroi  e  b-^rc  o  fe- 
guudo. 

107  Todas  as  vezes  que  aos  dous  membros  de  hu- 
ma Equação  fe  ajunta  >  ou  tira  huma  mefma  quantida- 
de y  os  dous  membros ,  que  daqui  refultão ,  ficaráõ  em 
Equação  i  e  da  mefma  forte  todas  as  vezes  que  os  dous 
membros  de  huma  Equação  fe  multiplicão ,  ou  dividem 
por  huma  mefma  quantidade ,  os  dous  novos  membros 
que  daqui  reíiiltão,  íicadó  também  em  Equação. 

108  Eftas  propofiijões  por  fi  evidentes  fe  podem 
reduzir  a  huma  fó  j  e  vem  a  fer,  que  y  todas  as  ve- 
zes que  íbbre  os  dous  membros  de  huma  Equação  fe 
pratica  a  meiina  operado ,  os  rcfuttados  ficaiaô  em 
Equapo« 


Fri^ 
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Primeiras  NoçSes  fobre  as  defigualdades. 


ou 


paradas  pelo  fignal  >  ,  formaráõ  o  que  chamaiemos  dt^gua-^ 
U^âo ,  ou  deftgualdade. 

no  Ao  polynomio  que  preceder  oíignal  *>,  chamaremos 
primeiro  membro  da  deiígualdade ^  ao  outro  (cgundo  memoro^ 
e  a  ambos  juntos  membros. 

«'«  Paw  díftinguir  as  defigualdadcs  da  forma  4 >*  ,  das 
que  forem  da  fórma  c<:^á  ,  chamaremos  ás  primeiras  mMorci 
defigiutldâdes ,  c  ás  fegundas  menores  defigualdades. 

Ill  Ora  he  evidente,  que  fendo  a^  ou  <;íp,  fcrá  cam- 
bem 4-Hf  >  ou  <*dlf  ;  aXe  >  ou  <  Axc  j  ^  >  oa 
<^  7 ,  &c.  o  que  fe  exprime  ,  dizendo ,  que  ts  defigualdades 

fc  conferváo  ,  quando  ambos  os  feus  membros  igualmente  fe 
alterão. 

1 1 ;  Também  he  claro  ,  que  conforme  for  4  ^  ou  <^  ^ ; 
e  f  ">  ou  <  d  ,  aflim  iS-h^  >  ou  <;  b  +  d^  e  4 f  ]>  ou 
«  <;  M  ;  o  que  fe  exprime  ,  dizendo,  que  as  defigualdades  fe 
confervão  ,  quando  fendo  ambas  da  mefma  efpecie  ,  os  feus 
membros  homólogos  fe  fommão,  ou  multiplicáo  entre  fi;  en- 
tendendo por  membros  homólogos  os  primeiros  ,  ou  fegundos 
membros,  confiderados  collcdivamente. 

1 14  Mas  fendo  if>ou<;A,  er^oa^d,  então 

4— í>,  ou<A— d,  e  2.>  ou<;i:  de  modo  que  as 

defigualdades  de  diverfa  efpecie  não  fe  aherão ,  quando  os  feus 
membros  honx>logos  fe  dividem  entre  fi ,  ou  fe  diminuem. 

1 15  Para  que  os  números  precedentes  fiquem  perfeita  ,  c 
verdadeiramente  entendidos  ,  ajuntaremos  os  fcguimes  Exem- 
plos. 


Exem-' 
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Exemplo  relativo  ao  Numero  ii%. 
€.  2]>4.i i  ty>  t  :  pelo  inverio  hc  4  <C  ^i  logo  4  -+-  2 

Exemplo  relativo  ao  Numero  113. 

Hc4>  ?^CI*>P»logÓ4-^-I2>9^.^;4Xl* 
>9X  ? ;  e  tambcm  4 -♦-7>  ?  5  4. 7>  5- 

Tomc-fc  agora  ?  <  4 ,  c  9  <  12  j  teremos  %  ^9 
<4  4.  12-  3.9  <  4. 12,  &c. 

Exemplo  relativo  ao  Numero  114. 

Hefo>í,e2<?;Iogoi^>£,eio— 2>tf— jr 

iDtnando agora  6<;[io>e3>;2^ teremos  também  i <"  —  ; 

la 
c6— 5.<;iQ— 1^ 

J)i^  Opera  fSo  ie  Sommar^ 

ir6     TT  M  todas  as  operações  Algebraicas  fcdeve 

Jji  díftinguir  o  Calauo  das  quantidades  mo- 

fiomias ,  e  o  Calculo  das  quantidades  polynoniias  j  por 

iíTo  que  no  lègundo  dcftes  Cálculos  todo  o  artificio  das 

meíiiias  operações  confifte  em  reduzillo  ao  primeiro. 

117  A  fomma  das  quantidades  monomias  quando 
são  djíTemilhantes  ,  indica-fe ,  como  diíTemos  ( ríume- 
fo  87  ) ,  eícrevendo  entre  ellas  o  fignal  4- .  Alfim  que- 
irado  íbmmar  aybye.c  y  eícrevercmos  a  -^  b  -^^  €• 

Quan^ 
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Quando  porém  ellas  são  femelhantes,  então  aoceraçâo 
reduz-fc  a  íbmmar  os  íèus  coefficientes ,  e  dar  elta  fom- 
ma  por  coefficiente  á  quantidade  algebraica,  que  coníli- 
Uiia  a  fua  femclhança.  Aílim  querendo  fommar  a  com 
a  >  em  vez  de  efcrevermos  ^  -4-  ^ ,  efcreveremos  ^a.  Que- 
rendo Íbmmar  6a  com  44^,  cm  vez  de  efcrevermos  6a  +  j\ay 
efcreveremos  loa  ,  e  fcmelliantemente  em  todos  os  oii- 
tios  caíbs. 

1x8  A  ordem,  por  que  íè  devem  eftixivcr  as  difFe- 
rentes  letras  ,  que  repreíentão  as  quantidades  ,  que  fc 
devem  fommar ,  hc  abfolutamente  mdiíFerente  j  pois  he 
evidente  ,  que  tanto  vale  a-^í^  como  if-^a  i  porém 
de  ordinário  prefere-fe  o  efcreveUas  ,  fegundo  a  ordem 
alfabética. 

119  Quando  as  quantidades  que  fepertendem  fom« 
mar  são  polynomias ,  endo  fe  entre  ellas  não  ha  termos 
femclhantes ,  a  operação  reduz-fe  a  efcrever  todos  os  to- 
mos em  ièguimento  huns  dos  outros  ,  com  os  Ggnaes 
que  tem.  Por  exemplo  :  querendo  fommar  a-^b  com 
e — d^  he  claro,  que  devemos  ekvev&r  a -^ ò -\- c — rf; 
por  Quanto ,  a  quantidade  que  queremos  accrefcentar  a 
d—o^  não  he  limplesmcnte  r,  mas  fim  c — d\  ora  ac- 
crefcentando-Uie  f ,  nós  teríamos  a-^b-^  c^t  viriamos 
a  accrefcentar-lhe  de  mais  do  que  devíamos  a  quantida- 
de d  y  que  precedentemente  fe  deveria  ter  tiraao  de  c : 
logo  para  reduzir  efta  fomma  a-^b-^-c  ,  á  que  devía- 
mos ter  ,  he  precifo  que  lhe  tiremos  a  quantidade  dy 
que  nella  fe  acha  de  mais  i  o  que  fe  indica ,  elcrevendo 
a-i-b-^c—d. 

120  Se  as  quantidades  polynomias  ,  que  fe  per  ten- 
derem íbmmar,  tiverem  termos  femclhantes ,  todos  pre- 
cedidos do  mefmo  fignal ,  como  feria ,  por  exemplo ,  fe 
quizeíTemos fommar  S^—^by  com 4^3:  —  2Ã;  então fc)m- 
maremos  os  coeíEcientcs  dos  termos  femelhantes,  e  dare- 
mos a  ÍUa  fomnja  por  coefficiente  á  quantidade  algebrai- 
ca, 
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ca  y  que  conflitue  a  íua  fcmelhança  ,  o  íignal  que  pre« 
cedenremente  tinhão  os  ditos  termos ;  e  allim  no  exem** 
pio  indicado  ,  em  vez  de  efcnevermos  ^a  --  ^i  -h  4a 
—  26  ,  como  deveria  ftr  ,  fe  prcfcindiílemos  da  feme» 
Ifaança  dos  termos  ,  eícreveremos  ^a  —  y^  >  pois. que 
feido  indiílèrente  (Numeio  118)  para  a  grandeza  do 
leíliltado  a  ordem,  porque  as  quantidades  feacháo  cC* 
critas  ,  nós  as  podemos  coníideiar  difpoftas  deita  ma*- 
neira,  ^a-^j^a—  3^  —  2Í;  o  que  quer  dizer ,  que  ajif 
fe  deve  juntar  4a ,  o  que  dá  (  Numero  1 17.)  ^a ,  equc 
defta  íbmma  fe  deve  tirar  3^ ,  e  2Í ;  ifto  he ,  jí.  Ora 
he  evidente,  que  illo  mefmp  quer  dizer  ^a  — ^í. 

121  Se  os  termos  lèmelhantes  dos  Pol/nomios ,  que 
fk  pertenderem  fommar ,  tivciem  differentcs  íignaes ,  en- 
tão ibmmaremos  á  parte  todos  os  que  tiveit^m  o  fignal 
H- ;  e  todos  os  que  tiverem  o  fignal  — ,  tiraremos  a  me- 
nor fomma  da  maior  ,  e  daremos  no  refultado  ao  refto 
o  fignal  da  maior.  Aílim  querendo  íbmmar  eftas  treg 
addifoes;  i.*  6a  —^6  -^-^c  :  2.*  4ií-h  iií—  14c  i  e 
3.*  2i/  —  3^-H  2r ,  efcreveremos  I2íí  -H  3Í  —  9^5  por 
quanto  íe  prefcindiífemos  da  femdhança  dos  termos  ^ 
efta  fomma  deveria  ler  (Numero  11^)  6a  —  5"^  "^3^ 
•Í-4J-I-  11^ — 14c -^  2a  — JÍ-+-2CJ  ou  (Numero  118) 
6a 4- 4a -i- 2a -i- iiè  —j;t  — 3ÍH-3f-+-2r  — i^r.  Ora 
os  primeiros  três  termos  couivalem  (Numero  117)  a 
I2a\  o  quarto,  quinto,  e  fexto  reduzem-fc  ,  como  he 
evidente,  a  3^  ;  e  os  três  últimos  querem  dizer,  que  á 
fomma  12^^4-3^  lè  deve  accrefcencar  5^  ,  e  tirar  de- 
pois 14^.  Ora  juntar  ^c  paia  tirar  depois  14c  ,  lie  o 
mcfino  que  tirar  fomente  ^c :  logo  o  refultado  final  de* 
ve  ia:  12^-1-3^ — 9^* 

122  Efta  operação  de  exprimir  por  hum  fó  termo 
o  valor  de  muitos  ta*mos  íemelliantcs  ,  Ibmmando ,  ou 
diminuindo  os  íèus  cocfficientes ,  íè  cliama  Reducfão  i  e 
para  que  xia£uxuna  dia  fepoíTa  praticar  mais  facilmeo* 

L  ^^1 
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te,  íè  devcráó  eícrcver  as  addiçóes  hiimas  debaixo  das 
outras  y  aílcntando  em  hiima  meíma  cokirana  todos  os 
lermos  femclhantes  y  aflim  para  fommar  eítas  quatix)  ad« 
diçõcs: 

I.»  iza  —  yÃ  —  iic  -h  ^d:  2.*  ^  4-  8í  —  6d: 
3.*  12Í  —  8i3r  -4-  5-^ :  e  4.»  lí  —  4^  -H  8á,  as  cfcreve- 
remos  da  maneií^a  f^uinte : 

lia  —    5"^  —  I  ir  +•  5^/ 

6a  ^  U        ^   —  6d 

a        *     —  4^  4-  8rf 

IM  4-  15^  —  lOf  4-  7a 

e  paíTando-lhe  huma  rifca  por  baixo  ,  íòmmaremos  ca- 
da columna  fobne  íi,  fegiiindo  a  regra  expreflada  (Nu- 
mero 121),  eteiemos  por  ultimo  refuitado  11a  4-  ly^ 
~  loc-hyd. 

123  Dte  tudo  quanto  temos  dito  íc  coUige  ,  que  0 
operação  ainbraica  de  fommar  as  quantidades  polyno- 
mias ,  fe  reduz  a  efta  fó  regra :  >>  Efcrevâo-fe  as  quan- 
yf  tidades  todas  em  fcguimento  humas  das  outras^  com 
99-  os  íignaes  que  tiverem  ;  e  havendo  termos  femelhan- 
**  tes  3t  a  rcípcito  delles  fe  pratique  a  Reducção.  f> 

Da  Operarão  de  diminuir. 

£24  "O  Ara  diminuir  huma  quantidade  monomia 
JL  de  outra  também  monomia ,  fe  ellas  forem 
díflcinelhantes ,  efcneveremos  entre  eiias ,  como  diflènws 
(  Numero  88  )  >  o  íignal  — .  Aíllm  querendo  de  a  tirar 
^,  efcrcveremos  a — iy  porém  fe  as  quantidades  forem 
íbnelhames,  então  toda  a  operaçâa  fe  reduz  a  diminuir 
esfeus  coefficientes.  Pbr exemplo:  queiendo  de  6a  tirar 
41  j^  he  cloro^  que  o  rcfto  que  deve  ficar  he  2^  >  c  que 

por 
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por  tanto  em  todos  os  caíbs  defta  natureza  y  para  indn 
car  a  diiièfença  das  quantidades  piic^>oítas ,  não  ha  mm 
do  que  eícrever  a  quantidade  algébrica  ^  dando-lhe  por 
cocmciente  a  difl^ença  dos  cocmcicntes  y  que  ella  tinha 
antes  da  diminuição. 

125  Para  diminuir  huma  quantidade  polynomia  de 
outra  também  polynomia ,  podemos  fechar  cada  huma 
delias  entre  dous  parentheíis  ,  e  confiderallas  como  & 
fdTem  monomias  i  ifto  fac ,  podemos  então  efcrever  eu» 
trc  ellas  o  fignal  — .  Por  exemplo:  querendo  de  a-^i 
tirar  c-hdf  podemos  indicar  a  íiibtraccâo  y  efcrevendo 
dcfta  maneira  (a-^-t)  — (r-H^)  •  Da  me&ià  fort« 
querendo  dem^n  tirar  ^  —  f ,  podcinos  indicar  a ope* 
ração ,  eícrevendo  (»-+-«)—  (^  —  q). 

126  Mas  para  effeitiiar  quanto  cabe  nas  forças  da 
Álgebra  a  diminuição  ,  que  por  eíte  modo  fica  tão  fo- 
mente indicada  no  primeiro  dos  dous  exemplos  prec^ 
dentes,  em  vez  de  (a-^b)  —  {c-^d)  devemos  efcre- 
ver a-^-b-^c  —  d\  pois  one  dc(ii-4-i)  devemos  tirar 
a  (omaoí  das  duas  quantioades  r ,  e  i,  ou  o  que  he  o 
mefino,  tirar  ambas  eftas  santidades ;  e  nofegundo  em 
vez  de(»rt-íw)  —  (^_^) ,  devemos cfcrevo'  i»-»- « 
—  ^"*^í  i  P^  quanto  devendo  tirar  de  »-f-m  a  diffe* 
raiça  das  mias  quantidades  fy^qi  fé  tiramos  p  ,  vi* 
mos  a  tirar  demais  a  quantidade  q-y  pois  que  he  (Nt»** 

^'^^^  79  )  ^  —  (^  —  í )  "+"  í  •  ^^S^  P^^  reduzir 
mH-»  —  p  ao  veraadeiío  reflo ,  que  bufcamoe  ,  devo» 
mos  accrefcentar-lhe  a  quantidade  q  ,  e  por  tanto  tere- 
mos que  o  dito  reflo  he  m-^n  — p^+^q. 

127  Do  que  temos  dito  fe  legue,  que  para  fubtra- 
Iiir  huma  quantidade  polynomiia  de  outra  qualquer  quan- 
tidade y  k  devem  mudai'  os  íisnaes  a  todos  os  termos 
da  (piantidade  ,  que  fe  perten£:  íubtrahif  ,  c  proceder 
para  a  determinado  da  fua  di&rença  ,  cíxmo  íè  eflas 
àists  quantidades  &  pertendriííliem  íbmmar« 

L  ii  Se 
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12^  Se  as  quantidades,  cuja  differença  íepcitende, 
tiverem  alguns  termos  femcíhanres ,  então  depois  de  exe- 
cutada a  mudança  dos  fignaes ,  fe  praticará  a  reducção  i 
porém  para  dar  maior  fciciiidade  a  efta  ultima  opera- 
ção ,  efcrcveremos  a  quantidade ,  que  fe  pertende  dimi- 
nuir ,  debaixo  daquella  de  quem  íe  deve  diminuir  ,  af- 
ièntando  na  mefma  columna  os  termos  femelhantes  ,  e 
diminuindo ,  ou  fommando  os  feus  coeífícientes  y  fegun- 
do  elles  ficai'em  depois  da  mudança  com  íignaes  diver- 
fos  ,  ou  com  os  mefmos  íignaes.  Áílim  querendo  de 
iSa  -h  6è  —  14c  tirar  i%a  -h8í  — 6r,  efcreveremos 
eílas  duas  exprefsóes  da  maneira  feguintc : 

184?  -1-  6í  —  14^ 
—  i2a  —  8^  H-   6c 


6a  —  2è  —   8r 


e  praticando  a  redução ,  teremos  que  o  refto  ,  ou  dif- 
ferença  deftas  duas  quantidades  fera  6a  —  26  —  Sc.  De 
tudo  que  fica  dito  fe  conclue  ,  que  a  operação  algébri- 
ca de  diminuir  as  Quantidades  polynomias ,  íè  reduz  a 
«fla  fó  regra  :  99  Mudem-fc  os  fignaes  a  todos  os  ter- 
99  mos  da  quantidade  y  que  fe  deve  fubtrahir  ,  e  eícre- 
>9  vão-fe  aímn  em  leguimcnto  da  quantidade ,  de  quem 
3w  devem  fer  fubtrahidos  ;  e  havendo  termos  femdíhan- 
^  tes  y  fobre  elles  íè  pratique  a  reduc^a  99 

Da  Opera f  ao  dt  Muitiplicar. 

129     TT  Sta  operajão  he  propriamente  numérica  , 
Xlipois  ,  como  diílèmos  (Numero  35),  ella 
eoníiíb  em  tomar  o  multiplicando  tantas  vezes  ,  quan- 
tas ^  as  unidades  do  multiplicador  \  mas  como  entre 
^  propriedades. dos num^os  na  algumas^  que  não  pix>» 

vêm 
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vêm  de  forte  algiima  do  fyftema  convencional  da  nu- 
meração,  de  que  fe  faz  ufo  na  Arithmeticá  ,  e  que  fó- 
mente  dependem  da  natureza  dos  meíinos  números^ 
mo  pode  deixar  de  fer  muito  útil  o  contemplar  eíjtes , 
e  as  operações ,  que  fobre  elles  fc  praticão ,  debaixo  de 
hum  ponto  de  vifta  ,  independente  de  todo  o  fyllema 
de  numeração ;  bem  como  sâo  todas  as  quantidades  y  e 
operações  algebritamente  coníideradas. 

1 30  Para  multiplicar  pois  quaefquer  quantidades  mo- 
nomias  entre  íi  ;  ou  verdadeiramente  para  indicar  a  fua 
multiplicação,  já  diíTcmos  quanto  era  baftante  (Nume^ 
ro  99 ,  e  feguintes  ) ,  c  por  tanto ,  aqui  fomente  accref- 
cantaremos,  que  fendo  as  quantidades  íèmelliantes ,  cm 
vez  de  as  efcrever  ieguidamente  com  o  íignal  de  multi-^ 
plica^^o ,  os  Geómetras  convierao  por  mais  brevidade , 
de  euTcver  a  quantidade  huma  fò  vez  ,  e  da  fua  parte 
direita  hum  pouco  mais  aílima  do  cara^^er  Algebraico 
hum  numero,  que  denote  quantas  vezes  aquella  quanti- 
dade entra  por  fador  no  produdlo.  Affim  havendo  de 
multiplicar  ^  por  ^ ,  em  vez  de  efcrever  aXa y  om  aa ^ 
fe  conveiò  cm  efciever  a^  j  havendo  de  multiplicar  a 
por  if  ,  e  o  íèu  produfto  outra  vez  por  a  ,  em  vez  de 
efcrevei-  aaa^  fe  conveio  em  efcrever  ^^  ,  e  a/fim  feme^ 
Ihantemente  i  de  forte ,  oue  em  geral  fendo  n  o  numero 
das  vezes ,  que  a  quantidade  a  deve  entrar  como  faâor 
em  hum  produélo ,  efte  fe  reprefentará  por  a^  . 

131  Qualquer  numero,  ou  caradler  algébrico  alEm 
eferíto,  junto  de  qualquer  quantidade,  fe  chama  o  feu 
«poente ,  e  por  tanto  3  he  o  expoente  de  a  na  cxpref- 
Áo  a^  y^  12  he  o  expoente  de  i  na  exprefsão  ^" ,  e  » 
he  o  expoente  de  ;i^  na  exprefsão  0^  ,  e  aíEm  femeUian^ 
temente^  advertindo  porém,  que  quando  huma  quanti- 
dade, como  por  exemplo  a  ,  não  tem  expoente  exprcP 
fo,  fe  lhe  liibentendc  fempre  o  expoente  i. 

2J2    Deftes  princípios  de  convenção  &  íc^ie  ,  que 

hâ:- 
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havendo  de  multiplicar  aa  por  aaa  ^  oa  a^  por  a^ ,  à^ 
vemos  ter  no  produdto  a^  ;  que  havendo  de  multiplicar 
tf  4  por  a^  5  devemos  ter  no  produâo  j^"  ;  e  que  em  ge- 
ral havendo  de  multiplicar  a"^  por  tf" ,  devemos  tei-  no 
prodinílo  tf'"-+-«  ;  ifto  he  ,  devemos  ter  no  produdto  a 
meúna  quantidade  a  y  com  hum  expoente  igual  á  fomr 
xna  dos  expoentes  dos  faâores  do  meímo  produza 

133  A  mcfma  regra  fe  deve  praticar  a  relpeito  dog 
íbâores  íèmelhantes ,  que  houva'  nas  quantidades  ^  qiie 
íc  pertenderem  multiplicar  >  ainda  que  eUas  fejao  diilb- 
mdhantes.  Por  exemplo,  havendo  de  multiplicar  tf ^  por 
acy  quantidades  ,  que  algebricamente  coníidciadas  nãp 
sao  íemdhames ,  mas  que  tem  hum  fatlor  commum  a  g 
em  vez  de  repieiêntarmos  o  feu  produâo  por  aaie  y  o 
reprefentiremos  por  tf  ^Ar.  Donde  &  íegue  ,  que  para 
ter  çpTâduíia  dequoe/quer  quantidades  imnm$ias  y  de^ 
vtm^s  efcrever  em  feguimentõ  bumas  das  outras  tildas 
as  letras  differ entes  ,  wefe  acharem  em  todos  os  fa^ 
Rores  y  e  que  a  cada  buma  delias  fe  deve  dar  por  ex-' 
poente  a  fmima  das  expoentes  ,  que  ella  tiver  em  to^ 
dos  os  faílores  coftjideradas  juntamente.  AíEm  para 
termos  o  produâo  dcftes  três  &âorcs  a^bc^  y  ab^Cp 
a^  b^c^  y  efcrevcremos  a^b^  c^  . 

134  Se  as  quactf idades  algébricas  y  qne  &  pertende« 
xem  multiplicar,  tiverem  coeficientes ,  ent^  eftn  íe po- 
derão considerar  como  outras  tantas  quantidades  algé- 
bricas ,  e  a  íua  multiplicado  &  indicará  ,  pondo  entre 
eUes  hum  ponto  ,  ou  íè  con(idcrará6  logo  como  nume» 
rQ6>  e  a  fua  multiplica^  fe  fará  e&élivamente.  Aí&n 
havendo  de  multiplicar  ^  por  yb,  podeinois  indi^iK»»- 
temente  efcrever  ^*^.aby  ou  i^ab ;  pois  he  claro  (  Nu- 
imero  44 )  ,  que  tanto  vale  o  produ Ao  dos  quatro  ia* 
âhores  ;^  5^9  ^9  c  ^  ^  como  o  produâo  dos  três  1$ ^ 
tf,  e  í. 

135;    Q^anda  huma  quantidade  qnaicjuer  íe  multipli- 
ca 
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ca  porfi  mefma  fucceffiYamcnte  qualquer  numero  de  ve- 
zes ,  o  feu  produâo  iè  diama  huma  Potencia  daqudU 
quantidade,  c  a  quantidade  íimples  íe chama  Raiz  dar* 
qudla  potencia. 

136  As  potencias  íediftinguem  pelo  numero  das  ve- 
zes y  que  a  quantidade  íimples ,  ou  a  Raiz  entra  na  fua 
fonna^o  como  faélor  j  e  como  efte  numero  íe  denota 
(Numero  130)  pdo  expoente  ,  aue  fe  ajunta  ao  cara- 
âer  algébrico,  pdo  qual  a  quantidade  he  neprcfcntada , 
as  potencias  vem  a  diftinguir-fe  pelos  expoentes  das 
quantidades.  Aflim  a*  hc  a  íègunda  potenaa  àca^  a^ 
he  a  tercdra  potencia  de  íí  j  ^ 4  he  a  quana  potencia  de 
a\  e  alfim  fucceffivamente.  Se  a  reprefentaíle  o  numero 
2 ,  as  fuás  potencias  fucceífivas  indicadas  algebricamen- 
te fertío 

a\  a^  y  a^  \a^)  a^  yufi  y  £  :,  a^  ^  &c. 

cu    2 ;  a*  i  2^  i  2^  i  iS  2^  i  27  j  2*  ,  &c» 

mas  numericamente  confideradas  >  oa  já  effieâivamente 
delènvol  vidas ,  feríio 

2i  4;  8i  16;  12;  64  i  128  j  256  j  &c 

137  A  íègimda  potencia  de  qualquer  quantidade 
fe  chama  também  o  feu  Quadrado ;  e  a  terceira  poten- 
cia fe  chama  o  leu  Cubo  ;  nomes  derivados  da  Geome- 
tria ;  mas  que  o  ulb  tem  de  tal  forte  confagrado  na 
Arirhmetica ,  e  na  Álgebra ,  que  nos  nao  podemos  pin- 
dcntemente  diípenfar  de  as  fazer  conhecer ,  nem  mefmo 
de  uíàr  delles  j  mas  tomando  á  operação  de  que  trata- 
mos (i). 
Na^ 

(1)    Affin»  os  qutdrados  dos  números  dignos  1  •  3  •  )  1 4  •  s  •  ^  * 
7*S,o»  íèrSo  i,4*9»^^*^5«^i^«^»^4^«^>'  cosícus  cubos» 
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138  Na  multiplicado  das  quantidades  polynomias 
íe  podem  diftinguir  dous  cafos :  i."*  Quando  numa  quan- 
tidade polynomia  fe  multiplica  por  huma  quantidade 
xnonomia  >  e  i.''  Quando  numa  quantidade  poiynomia 
fe  multiplica  por  outra  poiynomia  i  nós  porém  os  trata- 
remos fímultaneamente  ,  por  quanto  não  ha  ditFerença 
attendivel  no  modo  de  proceder  em  hum ,  e  outro.  Em 
ambos  a  operação  fe  reduz  a  multiplicar  todos  os  ter- 
mos do  multiplicando  por  cada  hum  dos  termos  do 
multiplicador  j  bem  como  praticamos  na  Arithmctica  , 
em  que  todos  os  algarifmos  do  multiplicando  fc  multi- 
plicao  por  cada  hum  dos  algarifmos  do  multiplicador ; 
com  a  diíFerença  porém  ,  que  na  multiplicação  algébri- 
ca nâo  ha  neceíHdade  alguma  de  começar  a  operação 
pela  parte  direita  do  multiplicando  ,  e  do  multiplica- 
dor ,  antes  pelo  conti'ario  ,  a  pezar  de  fer  abfolutamen- 
te  indiferente  a  efcolha  dos  termos  ,  por  que  fe  deve 
começar  a  operação  ,  o  ufo  mais  geral  he  começar  pe- 
los teimos,  que  eílão  da  parte  efquerda.  A  maneira  de 
aíTentar  os  fa<ílores  ,  he  também  perfeitamente' a  mcí- 
ma  :  efcrevc-fe  primeiro  o  multiplicando  ,  e  por  baixo 
delle  o  multiplicador  i  tira-fe  huma  linha  traníverlàl  por 
baixo  de  hum  ,  e  outro  ,  e  depois  procede-fe  á  opera- 
ção y  como  fe  vê  nos  feguintes  Exemplos. 


EX- 


1  >  S  »  37  » 64  »  1 2$ ,  aió  9  )4 ) ,  5 1 3 « 739 :  e  reciprocamente  os  nume* 
ros  digtcos  Terão  as  raízes  quadradas  t  e  cubicas  dos  ditos  quadrados « 
ou  cubos .  que  ihes  correfpondem ,  e  que  he  precifo  tomar  bem  de 
ncmoiia ,  peio  muito  uío  que  ao  diante  lhes  daremos. 
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EXEMPLO    L 

Supponhamos  que  lè  pertcnde  multiplicar 

por  c 

Primeiramente  multiplicando  a  por  c  ,  teremos  o  pro- 
duclo  ac  5  que  efaeveremos  debaixo  da  linha  ;  depois 
multiplicando  b  por  c  ,  teremos  o  produfto  bc  ,  que 
ajuntaremos  ao  primeiro ,  para  termos  o  produôo  total 
ac-\rbc  ,  pois  que  confiando  o  multiplicando  de  duas 
paites ,  he  preciío  que  no  produfto  total  huma  ,  e  ou* 
ira  fe  achem  igualmente  multiplicadas  por  ^% 

EXEMPLO    IL 

Querendo  multiplicar        /?  -H  A 
por  f  -t-  í/ 


aC'\-bC'^ad-\-bâ 


multiplicaremos  primeiro  a-^b  por  c ,  e  teremos  o  pro* 
duâo  ac-\'bc'y  o  qual  hc  o  multiplicando  tomado  tan- 
tas vezes,  quantas  são  as  unidades  da  primeira  parte  do 
multiplicador ;  c  por  tanto  ,  para  termos  o  procuiélo  to* 
tal  ,  he  precifo  que  ainda  tomemos  o  multiplicando 
mais  tantas  vezes,  quantas  são  as  unidades  da  outra  par* 
te  do  multiplicador;  o  que  he  omcfmo  que  dizer,  quíí 
he  preciío  que  multipliquemos  4?-+-^  por  d^  e  que  jun- 
temos o  íèu  produíte  ad  -h  bd  ao  produfto  ,  que  pre- 
cedentemente achamos ,  para  que  tenhamos  o  produwto 
total  ac'^bc'{-ad^ba. 


M  EX- 


to 
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EXEMPLO    ni. 

Querendo  multiplicar       tf  —  ^ 
por                c 

ac  —  bc 

muItipIicareriKJS  primeiro  a  por  c  ,  e  tei-emos  o  produ- 
Ao  ac  y  que  eícreveremos  debaixo  da  linha  i  mas  refie- 
Aindo,  que  nSo  devíamos  multiplicar  a  porr,  mas  iim 
0--  b\  cquehe  4z::;(tf  — ^)-4-^,  veremos,  que  con- 
íiderando  a — b  como  huma  fó  quantidade,  e  multipU* 
cando  ambos  os  membros  defta  Equação  por  r ,  fica  o 
produclo  tfrrz  {a — b)C'^bc  ,  iíto  ne,  que  o  produ- 
âo  ac  excede  o  verdadeiro  produâo>  queburcanK)s  ,em 
huma  quantidade ,  que  he  o  pi'odudlo  de  b  multiplicado 
por  c  :  logo  para  wJuzir  ac  á  grandeia  do  produdlo , 
que  bufcamos ,  devemos  tirar-lhc  o  produélo  de  ^  ,  fe- 
gundo  tamo  do  multiplicando,  multiplicado  pelo  mui* 
tiplicador  Cy  o  que  dá  por  ultimo  reíultado  ac — bc* 

E  X  E  M  P  L  O    IV- 

C^ierendo  multiplicar  #  —  £ 

por  ç  -^  d 


ac  —  bc  —  ad  -^  bd 

wikipKcareme»  primeifo  a —  b  porr ,  e  teremos  o  pm- 
éuâo  ae — bci  mas  refleáUndo,  que  o  multiplicador  de 
que  nosfervimos  neíla  operaçáo,  ne  =  (f  —  d}  -¥-  di 
wcmos  que  ac  --^bc=  (a--b)  (  (c  —  d}  ^  d) 
^  (tf  ^)  (r~rf)+.(tf  —  *)rf;e por  tanto,  que  em 
ac  —  bc  além  do produélo de ( tf — b)  por  (r—  tf),  fe 
contém  o  produfto  de  (tf  —  b)  por  d^  o  qual  porcon- 
&QUQQCÍa  íe  deve  dalli  tirar  ^  para  obtermos  o  verdadei- 


ra 
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TO  pTodoâo ,  qoc  buícayaauK.  Ora  a  *^b  malriplícadn 
por  d  y  dá  ad-r^  bd^  quantidade ,  que  iendo  tirada  de 
£c —  bc  ^  àk  por  ultimo  rcfulcado  ac-^  bc —  ad^bd^ 

139  Sc  lefleâírmos  que  cm  todo  o  polyooroio, 
por  maior  que  &ja  o  numero  dos  íèus  termos  ,  a  fom^ 
ma  de  todos  06  termos  que  tiverem  o  (ignal  ^ ,  &  pó-' 
de  neprefèotar  por  huma  ío  quantidade  precedida  do  lÀ*- 
gnal  H-  i  e  que  a  fomma  de  todos  os  termos ,  que  ti- 
verem o  íignal  — ,  lè  pôde  reprefencar  por  huma  fó 
quantidade  precedida  do  fignai  — ,  íacilmentc  veremos  > 
que  os  binómios  a  — b  ,  e  f  *--J  podem  reprefentar 
quaelbucr  polynomios  ;  e  que  por  coníèquencia  as  re- 
gras da  multiplicado  febre  eiks  praticadas ,  sao  appli" 
caveis  a  todas  as  queflòes  de  miutiplica(^o  de  quanti*^ 
dades  algebraicas:  portanto,  reparando  nosíignaes  dos 
termos  do  produíto  ac  — bc  — ad-^bd-^  e  nos  fignaes 
dos  termos  dos  feus  feftores  a  —  b  ^  c  —  d ^  veiemos : 
i.**  Que  o  produfto  pairial  ac  da^  quantidades  a^tc 
que  tem  ,  ou  fc  fuppõe  terem  o  íignal  -4-  ,  tem  tam- 
bém o  fignai  H- .  z«^  Qsfi  o  produâo  p;ircíal  bc  da$ 
quantidades  í^  e  r,  a  primeira  dasquaes  tem%iwi— -, 
e  a  feguoda  o  (ígnal  +  ,  tem  ooproduéto  tocai  o  figcol 
^.  3.0  Que  o  produâo  parcial  ad  àn  quantidades 
ã^  e  rf,  a  primeiía  das  quaes  tem  o  íigtiai  4- ,  e  a  fe* 
flmda  o  fignai  —  ,  tem  iio  produâo  total  o  lignal  — * 
E  4*^  findbnesrtey  que  o  produâo  pancial  bd  das  quan* 
tidadcs  b^  e  rf,  que  nosáaorca  tem  zfià^%  o  fignai  — , 
tem  no  pnoduâko  total  o  fignai  -4-  i  e  por  confequeijcia 
generalizando  cilas  ob&rvaçoes  \  oonduircojos ,  que  t>  to» 
99  das  as  vezes  ove  fe  multiplicarem  quantidades  ^  que 
M  toflhao  os  meunas  figi3ae$  >  o  produâo  deve  ter  o  fi« 
H  gnal  +- ;  e  que  todas  as  vezes  que  fe  sMakípJicaidn 
n  oisantidades  ,  ^e  tenbão  di&rfioáies  %ntes  ^  o  ^^ 
>#  ouÃo  ifeve  «d'  o  fignai  —  >* . 

140    A$  rqgras  que  aró  aqui  tsmi»  ea^íoSo  »  e  que 

M  ii  fe 
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fe  reduzem  a  quatro:  i.*  A  que  acabamos  de  expor  em 
o  numero  precedente,  a  refpeito  dosíignaes:  2.*  A  que 
expuzemos  (Numero  134)  a  refpeito  dos coefficientes : 
3.*  e  4.*  As  que  expuzemos  (Numero  133  )  a  reípeiío 
das  letras  ,  e  dos  expoentes  :  sao  as  a  que  fe  reduz  a 
Multiplicação  das  Quantidades  Algébricas :  o  que  veri- 
ficaremos com  hum  Exemplo  ,  cm  que  todas  devao  fei* 
praticadas. 

EXEMPLO    V. 

Supponhamos  que  íè  queira  multiplicar 

4^^  —  liai  ■+-  9*2 
por  3^  —  2* 

120^  —  36^^*4-27^*2  —  i8*J 
—    8ií2*4-24^*2 


Plimeií-amente  multiplicaremos  todo  o  multiplicando .  • 
4^-  —  liai  4-  9*2  por  3^5  primeiro  termo  do  multi- 
plicador i  o  que  lè  reduz  a  fazer  três  multiplicações  de 
quantidades  itionomias  :  a  i.*  de  4/^2  por  3^,  que  dá 
noproduélo  iia^  :  a  2.*  de —  i2ab  por  34?,  a  qual  dá 
no  produélo  —  36^?*:  a  3.»  de  4-  9*2  por  3^5  a  qual 
dá  no  produfto  4-  27^^*2  .  Depois  paliaremos  a  multi- 
plicar todo  o  multiplicando  pelo  fegundo  termo  do  mul- 
tiplicador ,  operação  que  lè  reduz  a  outras  ti-es  multi- 
plicações de  quantidades  monomias  :  ai.*  em  que  íè 
multiplica  44:2  por—  2*,  e  que  dá  noprodudo  —Sa^íi 
quantidade  ,  que  fendo  femelhante  a  36^:2^  ^  efcrevero- 
mos  na  melma  columna  ,  para  maior  facilidade  da  re- 
ducçío.  A  2.a  em  que  íè  multiplica  —iiab  por  2^^,  e 
queda  no  produfto  4- 24^*2  j  quantidade,  que  por  cau- 
èí  da  fua  iemelhan ja  efcreveremos  debaixo,  de  4-  27^*2  . 

E 
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E  finalmente  33.*  cm  que  fe  multiplica  -H  9^*  por  —  2Í , 
a  qual  dá  no  produfto  —  i8^í  . 

Difpoftos  pois  eftes  produftos  parciaes  da  fórma 
que  deixamos  dito  ,  c  fe  vê  no  Exemplo  ,  paíTaremos 
por  baixo  delles  huma  rifca  tranfverfál ,  e  praticando  a 
Reducçao ,  acharemos ,  que  o  produdlo  total  fe  reduz  a 
iza^  — 44ií2^  -H  ^laí^  —  18ÃJ  . 

141  Ceando  osfaftores,  que  fepertenderem  multi- 
plicar forem  mais  de  dous  ^  então  íendo  indiffcrente  a 
ordem,  porque  elles  fe  devem  multiplicar,  fc  começa- 
rá a  operação  por  ^uaeíquer  dous  ddles  i  aepois  o  feu 
produfto  íe  multiplicará  por  qualquer  dos  outros ;  e  af- 
um  fucceíEvameníe  até  fe  ter  o  prodiido  de  todos. 

EXEMPLO    VL 

Stipponhamos  que  fe  queira  o  produfto  deíks  írea 
fector^  (a'\'ò)i  {a—b)\  {a^  ^a^b^  4-  ^4)j  pri- 
meiramente multiplicai^emos 


por 


c  acharemos  o  produiílo     a^  —   b^ 

Depois  multiplicaremos      a^  -+-  a'^b^  -h  b^ 
por  a^  —  b^ 


a-h  b 
a-b 

a'-^ab- 
-ab 

-b* 

a^  4-  a^b^  -+•  a^b^  —  b^ 
— ^4^2—  a^-b^ 


t  teremos  por  produôo  final  a^  -^  b^  . 
ijp.    Aqui  podemos  defde  já  advertir  ,  paia  acoftii*- 

mor 
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mar  os  principiantes  a  veâc&ir  Sobre  as  operações  ál« 

gebraicas ,  c  ícus  refultados  ,  <jiie  o  príaieiio  prodiKflo 
4f'  — ^<  ,  qae  refiiltou  da  naltiplica^  de  #  +  ^  por 
a  — i  y  moftra  ,  que  imdtipiicando  a  fonima  de  quaef- 
qiKT  dous  números  pda  íua  diâèneoça ,  o  produélo  Ssri 
a  diifereoça  dos  ícas  quadrados  i  e  que  por  coniêqueo- 
cia ,  a  differença  dos  quaidi'âdos  de  quaeíqacr  dous  nu- 
inoros  &  poderá  fempie  coníiderar  como  o  produâo 
da  &Mnnn ,  pela  difibeoqa  dos  meícnos  números  ,  doa* 
de  íè  fegoe  ^  que  a  ditibrença  ^s  quadiados  de  quaei^ 
Qtx^r  dons  minaeros  ^  que  não  sao  innoodiatos  na  ferie 
006  luimeros  natuiaes,  iie  fempre  hum  muneit)  compor- 
to y  pelo  oiefios  de  dous  faâones  maiones  que  i«  O  ul* 
timo  refultado  a'^  —  b^  moftra  femelhantemcnte  ,  que  a 
diíFerença  das  íèxras  potencias  dequaefi^ier  dous  núme- 
ros ,  que  não  forem  immediatos  na  ferie  dos  números 
isamracs,  íerá  fempie  hum  numero  oompoálo,  pdome- 
JM»  de  ti^s  íà(!ih)nes  maiores  qw  i ,  que  sao  a  íbmma , 
e  a  diíFercnça  dos  mcíinos  oumeros  »  e  a  íbmuia  dai 
quartas  potencias,  e  do  produélo  dos  feus  quadrados. 

Da  Operacãe  de  Dividir. 

143  T  A*  vimos  (Numero  52  ) ,  que  efta  operação 
J  he  a  invería  da  multiplica(^o  ,  e  que  por 
tanto  podemos  ícmpre  confiderar  o  Dividendo  oomo 
hum  Produfto  de  dous  faftores ,  dos  quaes  hum  hc  co- 
nhecido, que  hc  o  Diviíbr,  e  outio  deíooii]>ecido ,  que 
hc  o  quocieote ,  o  qual  por  meio  defta  operação  fe  pa- 
tende  achar.  £Ãe  lie  o  ponto  de  vifta ,  debaixo  do  qual 
devemos  confiderar  a  Dívicào  Algebraica  ,  cujas  regras 
por  confequoncia  devem  ièr  todas  tendentes  a  defciibrir 
huma  quantidade ,  que  multiplicada  pelo  Divifor ,  dê  no 
produfto  o  Dividenda 

J44    C^ndo  as -Quantidades  y  que  ie  pertendem  idi- 

vi- 
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Tidir  Ao  momunias  ,  e  oão^tem  âAor  algum  qne  lhes 
le|a  commum  ,  endo  o  íèa  qmxiente  k  íodtca,  axno 
dlílèinos  (Numeio  103) ;  porém  quando  íbccede:,  que 
todos  y  oa  selins  àos  carattotes  cki  Diyifir  ^  fe  achem 
lambem  no  Dividendo,  então  o  quociente  fe  pódc  fim- 
pUíicar,  fiif^rânindo  em  htim^  e  outro  todas  as  ktras, 
que  lhes  iosem  communs.  Affim  y  por  exemplo  y  que- 
rendo dividir  ai  pw  ^z ,  em  vez  de  elcrevermos  ^  ,  ef- 

aercreroos  iimplesmente  k  y  pois  que  ( Numero  5^  )  dir^ 
vidindo  hum  produfto  ab  por  hum  dosfeus  fadlores  Ay 
deve  fahir  no  QucxrieQte  o  outio  faâor  b.  Da  meíma 
ibcte  havendo  de  dividir  abcà  por  M>  o  fini  quocien- 
te ícrá  ae  \  {Xtts  que  ãhcd  póoe-fe  coníiderar  como  o 
prodoélo  deicr  por  bd.  Se  odivídendo  foffe  ac  y  eodi* 
▼ifor  hcy  entSo  como  entre  o  dÍYÍfor>  eQ  dividendo  ha 

o  carafter  c  cominum ,  o  feu  quociente  ^  fe  reduz  a  j*  j 

por  quanto  nós  podemos  coníiderar  o  dividendo  ac  co» 
XDíò  O  produâo  do  divifor  hc  >  pelo  quociente  que  k 
bufca  ;  mas  coma  o  divifor  bc  confta  de  dous  flores 
^9  e  r ,  he  claro,  que  odividendo  ac  vem  por eftc  mo- 
do a  fer  codiderado  como  o  produfto  de  trea  fadlorcs , 
que  sao  ^ ,  r ,  e  o  quociente  ae  ac  dividido  por  bc  \  e 
por  tanto  iè  nós  dividirmos  o  produâo  ac  pelo  faél<M' 
c  ,  o  quociente  a  moftrará  (  Numero  57)0  produÃo 
dos  outros  dMis  favores:  logo  dividindo  a  pelo  primei- 
ro dclles  b  yO  feu  quociente -j  deve  neceíFariamènte  molr 
trar  o  outro  ;  ifto  he  ,  deve  neoeíTariamente  moftrar  O' 
quociente  de-^.  Donde  le  legue  y  que  fupprimindo  0$ 

faAores  communs  do  diviíbr  ,  e  do  dividendo  y  o  feií. 
quociente  feíimpliíica,  ièmque  íe  altere  de  modo  al£;um 
a  /ua  grandeza  9  eimprocamente^  que  multiplicando  o- 

di- 
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dividendo ,  e  o  divilbr  por  hum  mefino  numero  a  gran- 
deza do  quociente  da  divisão  y  não  recebe  por  iíto  al- 
terado alguma. 

145'  Sc  as  quantidades  que  íè  pertenderem  dividir 
tiverem  coefEcientcs ,  eftes  fc  dividiráÔ  primeiro  confor- 
me as  regras  da  Arithmetica  ,  e  o  feu  quociente  ícrà  o 
coefficiente  do  quociente  total.  Aílim  fe  quizeimos  divi- 
dir 6at  Dor  ^a  ,  o  quociente  feri  lè  ,  pois  que  6a& 
=^  3^.  lé  i  c  por  confcquencia  dividindo  efte  produélo 
pelo  feu  faftor  ^a ,  deve  Ikhir  no  quociente  o  outro  fa- 
ílor  2^. 

146  Se  o  dividendo  ,  e  o  diviíbr  forem  reprefenta- 
dos  pelos  mefmos  caraílei-es  ,  e  fomente  diíFerirem  nos 
íèus  expoentes ,  então  quando  os  expoentes  do  Dividen- 
do forem  maiores  que  os  do  diviíor  ,  o  quociente  fe 
achará  diminuindo  o  expoente  de  cada  Icti-a  do  diviíor 
do  expoente  da  mefma  letra  do  Dividendo  ,  e  fuppri- 
mindo  inteiramente  o  divifor.  Aflim  para  ter  o  quocien- 
te da  divisão  de  a^  por  a}  ,  tiraremos  do  expoente  ^ 
do  Dividendo  o  Expoente  3  do  Divifor  j  e  teiemos  , 
que  o  quociente  fera  a^  .  E  com  effeito  a^  =^  a^  .  a^ 
(Numero  132)  ,  e  por  confequcncia  deve  fer  (Nume- 
ro c6  )  —  =  -^-^  —  ^2  ~  ^5  —  )  •  Da  mefma  forte  que- 

rendo  dividir  ^4  ^5  r«  por  a^  .  i.  c.  Diminuindo  os  ex- 
poentes ,  teremos  ,  que  o  quociente  fera  a^  .  b^  .  Cy 
como  com  eíFcito  deve  fer  ,  por  quanto  he  a^  h  c^ 
=  a'^b'^  c  X  ^^bc  ;    e  por  confequencia  feiá   também 

•fliíLiJl  =  tf«  .  ^»  .  c  —  a^—^.  ^}  — I.  r«— I.  Ef- 

ta  regra  da  diminuído  dos  expoentes  fe  podia  derivar 
facilmente  da  conlidera^o  ,  de  que  não  lendo  outro  o 
effeito  da  divisão ,  fenão  desfazer  o  que  fe  faz  pela  mul- 
tiplica<^o ;  e  reduzindo-fe  a  multiplicação  das  quantida- 
des femelhantes  (Numero  136)  a  fommar  os  feus  ex- 

poen- 
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poentes  i  a  fua  divisão  íé  devia  também  reduzir  a  di-^ 
jninuiUos.  •    / 

Quando  porém  os  expoentes  do?  dividendo  ferem 
menores ,  que  os  expoentes  do  diviíbr  ,  então  do9  ex* 
poentes  de  cada  ietia  do  divifor  fe  tiraráô  os  expoen^ 
tcs  da  mofina  letra  do  dividendo  ,  e  íc  obterá  o  quo- 
ciente y  indicando  a  divisão  de  i  pela  jquantidade ,  que 
ík  dver  achado  por  meio  daquella  opera^.  Por  excm^ 
pio :  querendo-fe  o  quociente  da  divisão  de  a^  por  a^  , 
do  expoente  5  do  diviíbr  ,  tirarmios  o  expoente  3.  do 

dividendo,  e  leremos,  que  o  quociente  pedido  fera  —7  J 

c  com  cffeito  he  a^  =a^  X  a^  i  e  portanto  conlideran» 
do-fe  o  dividendo  a^  como  o  produâo  do  diviibr  a}  > 
moltipUcado  pelo  quociente  que  íe  bulcã  ,  v^m  d  fer 
confioerado  como  o  prodpóto  de  três  faâores ,  que  sâo, 
a^  ,  tf 2  ,  c  o  quociente  que  íèbuíca:  ora  dividindo  a^ 
pelo  primeiro  deites  três  fadtores ,  o  feu  quociente  i  d^ 
ve  moíbiar  (Numero  57)  o  produdlo  dos  outros  dous^ 
que  ^  tf 2 ,  e  o  quociente  que  fc  bufca.i  e  por  confc* 

quencia  dividindo  i  por  tf ^  ,  o  feu  quociente  — j  íêrá  o 

que  íc  pertendiai  ifto  he,  íèrá  -5-  =     ^— ■■   —"7  * 

Se  alguns  dos  caraéleres  do  dividendo  tivei^m  ex» 
poentes  maiores  do  que  no  diviíbr ,  e  outros  pelo  con* 
tiario  os  tiverem  menores ,  então  o  quociente  fe  íimpli^ 
ficará  ^  íbpprimindo  no  dividendo  os  caraéleies ,  qde  nel^ 
le  tivcrCTi  expoentes  menores  do  que  no  divifor  ;  e  no 
diviíbr  os  que  tiverem  expoentes  menores  do  que  no  di» 
videndo  i  e  dando  por  expoentes  aos  caraélercs  que  fica* 
rem  a  difièrença  dos  expoentes  ,  que  tiverem  em  hum^ 
e  outro.  Aílim  querendo  dividir  a^è^  por  a^è^  ,  em  lu- 


"■  ^    •  cfcreveicmos  r ;  por 


gsir  de  "  ^    ,  cfcreveicmos  j- ;  por  quanto  a^  b^  zno. 
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a^  b^  i  c  if4  ^7  —  ^.  ^4  í6  j  e  por  coníequeocia  (  Nu- 
mero 144)  fupprimindo  ofaâorcommum  a^  6^  k  terá 


-«— » 


147  Em  quanto  os  expoentes  do  Dividendo  ,  e  do 
Divilòr  são  cxpreffados  por  números ,  fácil  he  conhecer 
qual  dcUes  he  o  maior  ^  e  por  conièqueocia  qual  das 
regras  antecedentes  fe  deve  íèguir  para  determinar  o 
quociente  i  porém  quando  os  expoente,  forem  repreíen* 
tados  por  letras ,  como  feria  fe  nos  pcdiffcm  o  quocien- 
te de  ^«  dividido  por  ^«  ;  entáo  não  havendo  motivo 
para  eicolher  huma  das  ditas  regras  com  preferencia  á 
outra 3  oonveio-íè  em  íèguir  conibutemente  a  primeira, 
&gundo  a  qual  o  quociente  da  divisão  de  a^  por  a^^  hc 
gm — í^j  e  daqui  fe  deduzio  a  regra  geral,  de  que:  >fO 
^y"  quociente  da  divisão  de  quantidades  femdhahtes  fe 
yf  obtém  ,  tirando  do  expoente  de  cada  letra  do  divi- 
di dendo  o  expoente  da  mefma  letra  do  diviíòr.  jj  Po» 
xém  efta  regra  ,  no  caíb  de  ferem  iguaes  os  expoentes, 
como  féria  íè  fe  quizeíFe  dividir  a^  por  a^  ^  nos  con- 
duz a  hum  quociente  a^-^'^  zz  a^  j  cujo  expoente  he 
cifra.  O  mefmo  feria  fe  dividiífcmos  i"  por  t^  ,  pois ,  íb- 
gundo  a  meíma  regra  ,  o  quociente  feria  í«— *  ou  ^>  . 
Porém  em  qualquer  deftcs  caíbs  im  fabcmos  ,  que  o 
quociente  he  i  ;  logo  n  toda  a  cxprçfeao  defta  forma 
i>  09  ylf>  ^  &ç.  em  que  qualquer  caraíler  algébrico  tem 
>5  por  expoente  cifra ,  equivale  z  i.%y 
'  148  No  cafo  de  íèr  o  expoente  do  divilbr  maior 
que  o  do  dividcnck) ,  a  mefma  regra  nos  conduz  a  hum 
expoente  negativo.  Se  quizeífemos ,  por  exemplo ,  divi- 
4tík  J^*  por  tf^  9  deteraunando  q  quociente  pela  dita  re- 

«a^  teremofr  —-^=.0:     '  z::  a:     *       x^  a      .Da 
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meíma  ibrte  íè  acharia ,  que  o  qiiociente  da  diirisâo  àc 
g»  por  ii«-*-",  &reduz  a  4i*--*i  porán  mós  já  idoAi^ 


OK»  (Numero  146),  que—-  c=  -^  >  c  qpie^  Jvi» 

=  -^i  logo  rf— «=  -íL,  c  em  geral  íj— «  =  -í-. 
Se quizeflemos  dividir  a^h^  por  if^-r*.  ^4-''",  teria^ 
"'^    m— n'  m-*-»  =  ^  ^— ^i  mas  (Numert)  1^6 ])f 

-=^-4x7=—»  logo  ^  i-"  = -íl  :  donde 

concluiremos ,  que :  >»  Huma  quantidade  quaicpier  oonf 
»  expoente  negativo ,  quando  le  nlo  acha  multiplicada 
M  por  alguma  outra  ,  equivale  ao  quociente  da  divis3Sd 
99  de  I  ,  pda  mefina  quantidade  confidcrada  com  ex« 
99  poente  poíitivo  ;  e  que  o  pioduélo  de  huma  quantia 
>9  dade  y  que  tem  exporte  negativo ,  multiplicada  poc  • 
99  outra,  que  tem  expoente  poutivo  ,  equivale  ao  qoÓA 
99  ciente  dcfta  ,  dividida  por  aqueUa ,  coniíâaada  cfUQ 
99  expoente  pofitivo.  99 

149  Antes  de  paflarmos  á  divisão  das  quantidades 
polynomias  ,  devemos  advertir  y  que  huma  quantidade 
poljrnomia  fe  diz  eftar  ordenada  ràativamente  a  huma 
letra,  quando  todos  os  íèus  termos  eítáo  diipoAos^íè) 
gundo  a  ordem  fucceífiva  das  potencias  da  quantidade^ 
itpreientada  por  cíTa  letra.  Aífini  a  quantidade  12^4^ 
—  \%a^b^  -+-  14ÍÍV  -*-  wab^  —  i^i^ ,  fe  di»  ikdenas 
da  relativamente  á  letra  a  ,  por  iflo  aue  todos  os  fcua 
termos  e^o  difpoíbs  >  íeguodo  a  proem  facceffiva^  das 
potencias  de  if •  :  *      ..     ,ut> 

150  Da  mefina  íbroe  huma  quantifiade  fe  diz  orde- 
nada relativamente  a  duas,  ou  mais  Ittras.  mjan^oiitfl» 

NU  dos 
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dós  os  íeus  tatnos  eâao  difpoftos  ,  não  £S  icgúndo  as 
p0téocÍ0s  ifucGCÍfiras  da  primeira  das  ditas  letras  ^  mas 
tanjbem  todos  os  temios  ,  em  que  entra  qualaucr  das 
refoídas  -potencias ,  feachâo  jdifpçftos  ,  fegunoo  fi  ar- 
ciem  THccdCva  das  potencias  da  fegiinda  letra  ,  c  aílim 
fucceflí vãmente.  Por  exemplo ,  a  Quantidade  a^i-\'  a^b^ 
-^  6a^bc-k-  la^c^  —  -ui^b^  -4-  ^a^b^c—/^^b^  -+-  6a*b^c^ 
-+-^Y*  -r_^'^*  5  íc,  diz  ordenada  relativamente  ás  duas 
letras  d  t  b^  por  iíTo  que  todos  os  léus  termos  le  achão 
çm  uriweifp  lugar  difpqftos  fcgundo  a  ordem  íucceíR- 
ta  das  potencias  de  íí  j^eemfegiindo  lugar  todos  os  ter- 
mos y  em  que  entra  qualquer  das  potencias  de  a  y  como 
a^  y  a^  y  ca^  \  e  lemelliantemente  todos  os  em  que  não 
entm  a  ,  fe  achão  entre  íi  difpoftos  legundo  a  ordem 
JUcccífiva  das  poteíncias  de  ^ 

;  ifi  Para  íèguinnos  pois  huina  ordem  coníbnte,  e 
&cll  na  pratica  da  divisão  algébrica  ,  que  nos  condu-^ 
za  confiantemente  ao  conhecimento  do  quociente  y  or-* 
denaremos  primeiramente  o  dividendo  ,  e  o  divifor  ro* 
» htivamente  ás  mefmas  lenas;  e  depois  aflèntando  odi- 
jvifor  d  direita  do, dividendo  ,  os  fepararemos  entre  (r 
porJiuma  linhat  vertical  y  como  praticámos  na  divisão 
arithmetica.  Feitas  eftas  difpoíiçôes  ^  dividiremos  o  pr>« 
aieírò  termo  do  dividendo  pelo  primeiro  termo  do  di- 
xiíoty  e  cfcreveremos  o. quociente  por  baixo  do  divifor, 
daiido4he  o  iignal  -f^  todas  as  vezes  y  que  os  termos^ 
eii^rç  €8  quaes  íè  praticar  a  divisão  ,  tiverem  ambos  o 
fighal  -^  y  ou  ambos  o  %nal  -^  y  e  dando^lhe  o  íignat 
-s.-<ix)das  as  I vezes  <jue>  hum  tiver  o  fignal  -H  ,  e  outro 
o%oal>  ^..  A.egm  y  que  hé  huma  comequ»cia  ncccíÍEH 
lia  do  que  diffemos  CNumero  1 39  )  ^  pois  que  o  quo- 
ciente deve  £cí'tsXy  que  multiplicado  pelo  diviiòr  repro- 
duza o  dividendo^ 

-     Dq)úis'de  mdiado  affim  o  primeiro  termo  do  quo» 
tiottf  ^.multipUca^emos  pc»  eUcjtodo  a  divifor  ;  e  tirar 
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remos  o  produâo  do  dividendo  total  y  para  o  que  o  ef> 
creveretnos  debaixo  delle  ^  mudando  os  íignaes  a  todos 
os  Icus  tennos  i  e  tirando  por  baixo  huma  linha  y  pmti- 
careoios  a  redoo^o. 

O  primeiro  termo  do  refto  que  ficar  fe  dividirá  pe- 
lo primeiro  tcitno  do  diviíbr^  oraticando-iè  tudo  o  que 
acaoamos  de  dizer ,  como  fe  efta  fegunda  operado  naa 
foíTe  precedida  da  primeira. 

Âílim  fe  continuará  a  opera^  ,  até  que  não  fique 
reflo  algum ,  011  até  que  o  refto  que  ficar  leja  tal ,  que 
o  íeu  primeiro  termo  nao  admitta  divisão  ezaâa  pelo 
prímeux)  termo  do  divllbr. 

EXEMPLO    I. 

Supponhamos  que  fe  pertende  dividir  a^  +  i^  pof 


«'•+-Í' 

a-^  h 

—#'  —  a^í 

a;i~.ab-^b* 

4 

-^  aB 
-ah 

Dividiodo.  a^  nor  a  ^  acharemos  no  quociente  a^  ,  que 
cfcrevercmos  aebaixo  do  divifor  tf-h^  ;  e  multiplican- 
do efte  pdo  quociente  achado  a^  y  eicreveremos  o  feii 
produâo  a^  +  a^b  debaixa  do  dividendo  ^  lAudando- 
we  porém  os  fignaes  y  por  iíTo-^ue  deve  tirar-fe  dei* 
fe;  e  praticando  depois  a  reduc^ao^  acharemos  o  refto 

Gonduida  efta  primeira  divisão  parcial^  dividkemos^ 


92  E  L  B  M  BK  TOS 

O  primeiro  termo  —  a^b  defte  refto,  pelo  primeiro  ter- 
mo a  do  divifor ,  e  acharemos  o  quociente  —  ab  y  que 
-  efcreveremos  á  direita  do  precedente.  Depois  muitipii^ 
cando  i^-h^por  —  ab  ,  efcreveremos  o  feu  produâo 
— a'^b  —  ab^  debaixo  do  dividendo  ,  imtdanao-lhe  os 
iignaes  j  e  praticada  a  reducçáo,  teremos  o  reflo  +  ^i^^ 
-h  b\. 

Dividindo  finalmente  +  ab'^  por^,  teremos  o  quo- 
ciente 4*  b^  y  que  efcreveremos  á  direita  do  preceden- 
te ;  e  como  multiplicando  a  -^  b  por  b*  íê  tem  o  pco- 
duâo  áíb^  -{^  b^  y  que  tirado  do  dividendo  nâo  deixx 
refto  algum  ,  concluiremos ,  que  ã^  — ab  -H  ^^ ,  he  o 
quociente  exaâo  de  a^  -^  b^  y  dividido  por  a  -+-  b. 

EXEMPLO    II. 

Supponhamos  que  íe  queira  dividir  iia^  —  íob^e 
•f-  Jiab-  —  26a^b  4-  ^abc  -+-  ^bc^  -H  j^a^c  por  4^^^ 
-H  ^bc —  6ab.  Primeiramente  ,  como  no  dividendo,  e 
no  divifor  entrao  três  caraâeres  algébricos  diflcuentes  y 
ordenaremos  hum ,  e  outro  relativamente  ás  letras  a ,  e 
by  e  osdiíporcmos  para  a  divisão,  da  maneira  fcguinte. 

iia^^26a^b+  izab^-^  lob^c+^bç^  1  X/^^-SabA-^bc 

^iia^-^-iSa^b-^i^abc 

-+-  4<íV  —  6aBc  -4-  s^c*  .».*  Reíb. 

O.  3««  É^cfio. 

Eu- 
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Então  dividindo  iia^  por  4^^  ,  eícreveremos  ^a  no 
quodenre;  emuitipliauiao  todo  o  diviíbr  por  efte  quo^ 
ciente ,  tiraremos  o  fcu  produélo  iza^  —  iSa^è  j^  i^abc 
do  dividendo  total  j  e  dividindo  o  primeiro  termo  —  Òa^b 
do  refto  que  fica  peio  primeiro  termo  ^^  do  diviíbr, 
acharemos  no  quociente  —  2^ ,  que  eícreveremos  á  di- 
reita do  termo  ^a  achado .  pela  operação  precedente. 
Multiplicando  todo  o  diviíbr  pdo  quociente  achado 
—  2^  ,  o  feu  produâo  —%a:^b  -h  l^ab^  —  loív  ,  le 
tirará  do  diviclendo  :  e  dividindo  finalmente  4^? V ,  pri- 
meiro termo  do  reíb ,  por  4^ * ,  primeiro  termo  do  di- 
viíbr ,  acharemos  no  quociente  -h  c  ,  que  cfcreveremos 
á  direita  dos  outros  dous  termos  achados ;  e  como  mul- 
tiplicando o  diviíbr  por  r  ,  fe  acha  o  piodudlo  J^^c 
— 6abc-\-^bc^  ,  o  qual  tirado  do  dividendo,  nao  dei- 
xa reQo  aljgum  ;  concluiremos ,  que  o  quociente  que  & 
bufcava,  ne  cxaftamente  ^a  —  2^-f-r. 

Se  a  divisão  fe  não  pudçfTe  concluir  exaifUmente^ 
como  ièría. 

EXEMPLO    in. 

Se  quizeílemos  dividir  4«  —  í «  H-  c^  por  41  —  3 

^ab  —  í  *  4-  r« 
—  ^^  b^ 


Qgefláo  y  na  qual  depois  de  fe  acharem  os  primeiros 
4ou$ termos ii 4.^  do  quociente,  fica  deieíb  c^  i  quan- 
tidade^ que  algdbiicamente  coníiderada  ^  náo  pôde  ad« 

mit'-^ 
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niittir  divisão  exafta  por  a^  primeirD  teitno  dòdivifo; 
então  ao  lado  do  quociente  achado  eícrevenemoB  como* 

terceiro  termo  ~ — i  quociente  indicado  der^ ,  dividi- 

do  por  a  — ^. 

D9S  números  inteiros^  vonjlderados  relativamente 
aos  fius  divifares. 

152     CE  conílderando  a  foie  dos  números  natu?* 
Oraes 

pèrtendermos  achar  o  quociente  de  cada  hum  delles , 
dividido  íiicceífivamente  por  cada  hum  dos  que  o  pre* 
cedem  na  ordem  da  mefma  lèrie ,  acharemos ,  que  entre 
elles  ha  alguns ,  que  não  podem  íèr  exaâamente  dividi- 
dos fenão  por  fi  próprios ,  ou  por  i ;  e  que  ha  outros  ^ 
que  podem  fer  exaéramente  divididos  píór  alguns  dos 
que  eílao  entre  dles ,  e  a  unidade.  Os  que  nao  tem  ou- 
tro diviíbr  mais  que  a  íi  próprios  ,  ou  i  ^  íe  chamao 
Números  Primos  ^  ou  Primeiros  i  e  os  outros  fe  cha- 
mao Números  Compojios.  Os  números  1,2,3,4,5', 
7,  II,  &c.  'pertencem  á  primeira  deftas  duas  clafles; 
e  pelo  contrario  os  numeios  4,  6 ,  8 ,  9 ,  10 ,  12 ,  &c. 
pertencem  á  fcgunda. 

15^3  Daqui  íe  fe^ue  ,  que  todos  os  números  com- 
poftos  fe  podem  rcfolver  em  números  primos ;  ifto  he , 
podem  fer  confiderados  como  produdos  de  números  pri- 
mos, que  fe  achem  entre  íi  multiplicados.  O  numero  4, 
por  exemplo  ,  pôde  fer  coníiderado  como  o  produclo 
de  2  multiplicado  por  2.  O  uiunefo  6  como  o  piodu*- 
Ao  de  2 ,  multiplicado  por  3  ^  o  numero  8  como  o  pro- 
úsjíQlO  de  2 ,  multiplicaao  por  2  >  e  tornado  a  multipli- 
car 
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car  por  2.  O  numero  9  como  o  produâ:o  de  3  multi» 
plicado  por  3 ,  e  alUm  fucceílivamente.  A  feguintc  Ta* 
Doada  moftra  qual  feja  a  relblução  dos  primeiros  de- 
zoito números  compoltos.  (i) 


4  rr  2.  2 

14  =  2.  7 

22  =  2.  II 

6  rz:  2.  3 

ij  =  3-  5 

24  =  2*  2. 2.  3 

8  zr  2.  2.  2 

16  =  2.2.2.2 

^5-  =  J-  y 

9  =  3-3 

18  =  2.  3.  3 

26  =  2.  13 

IO  =  2.  5 

20  =  2.  2.  5" 

^7  =  3-3-3 

12  zr  2.  2.  3 

21  =  3-  7 

28  =  2.  2.  7 

Da  infpec^o  delia  fe  reconhece,  que  os  números  com- 
poítos ,  huns  são  reíòluveis  em  dous  ,  outros  cm  três  > 
e  outros  em  mais  fadlores  primos.  E  fuppofto  que  haja 
muitos  números  compoftos  ,  que  fe  polsao  refolver  cm 
feitores  ,  também  compoftos,  bem  como  o  numero ^o> 
que  íè  pódc  coníiderar  como  o  produfto  de  4  multipli- 
cado por  15- ;  com  tudo  cada  hum  deftes  faftores  com* 
yollos  fe  pode  refolver  em  fadlores  primos ;  e  por  con* 
íequencia  também  o  numeio  ,  que  fe  confidera  como 

Írodufto  delles.  Por  exemplo  ,  o  mefmo  numero  60  > 
e  verdade  que  íè  pôde  íiippôr  zz  4. 1 5  ;  mas  he  4  —  2.  2 , 
e  15  rr  2. 5' :  logo  efcreveremos  2.  2  em  lugar  de4;  e 
3. 5  em  íugar  de  15* ,  fera  60  =  2. 2.  3. 5  ^  ifto  lie ,  lo- 
go o  numero  60  poderá  fei'  confiderado  como  o  produ- 
ao  da  multiplicação  de  quatro  faâores  primos  ,  que 


sao  2. 


2  >  3  >  «  y- 


O 


Ora 


O)  Poetius  publicou  em  Leipfick  em  1728  no  fim  daíbiArith* 
metíca  ,  huma  Taboada  de  todos  os  números  de  1  ate  iccQO  de- 
compoltos  nos  feus  f adores  primos «  como  pôs  aqui  praticamos ;  hu* 
ma  iêoielbanu  Taboada  pôde  fer  útil  eiq  muitas  occaíiõet. 


^6  Elementos 

I5'4  Ora  lendo  todos  os  números  compoftos  relbhi- 
veis  em  fàdlores  primos  ,  he  claro,  que  conhecendo-fe 
eftcs ,  e  multiplicando-os  entre  íi  dous  a  dous ,  por  to- 
dos os  modos  imagináveis  ,  fe  dererminaráÓ  todos  os 
feus  divifores  compoftos  de  dous  fadlores  primos  i  que 
iHuItiplicando-os  entre  íi  ,  três  a  três  por  todos  os  mo- 
dos poffiveis  ,  fe  determinarão  todos  os  feus  divifores 
compoftos  de  três  faftores  primos  ,  e  aífim  fuccelliva- 
mente  i  de  modo  que  fe  pódv3  affirmar  em  geral  ,  que 
conhecendo  todos  os  divifores  primos  de  qualquer  nu- 
mero compoftos  fe  podem  determinar  também  todos  os 
feus  divifores  compoftos,  multiplicando  os  divifores  pri- 
mos entre  fi  dous  a  dous  ,  tics  a  trcs  ,  quatro  a  qua- 
rto ,  &:c.  por  todos  os  modos  poffiveis. 

lyy  Èfta  condição  fe  póae  preencher  de  muitos 
modos  ;  porém  para  fc  eábituar  fácil  ,  e  regularmente^ 
bâfta  que  íe  proceda  da  maneira  feguinte :  >>  Difponhao- 
>f  fe  era  huma  mefma  linha  todos  os  divifores  primos 
»  do  numero  propofto  ,  exceptuando  a  unidade ,  e  de- 
a>  pois  multipliquem-fe  fuccdlivamente  pdo  primeiro 
»  da  cfqiuerda  todos  os  que  fe  lhe  feguirem  para  a  di- 
y^  rcita  y.  e  cada  hum  deites  pioduftos  fe  efcrcva  deba^- 
>^  xo  do  divifor ,  que  na  multiplicação  de  que  elle  pro- 
»  cede  tiver  fervido  de  multiplicando.  Muítipliquem-fe 
>9  da  inefroa  foite  pelo  feguiída  da  efquerda  todos  os 
M  que  fe  lhe  feguirem  para  a  direita  ,  e  os  produv^os 
>>  que  rcfiiltarem  drílas  mukiplicações^  feefaevcráô  de- 
>y  baixo  dos  feus  reípeftivos  multipiicandos  i  e  allim  fe 
w  proceda  até  multiplicar  o  ultima  pelo  penúltimo  ,  e 
»  defte  modo  fe  terão  todos  os  divifores  Qompoftos  de 
3f9  dous  divifores  primos.  99 

99  Para  ta*  os  divifores  compoftos  de  três  divifores 
yy  primos  ,  mukipKquem-^fe  fucceffivamente  por  cada 
y9  hum  dos  divifores  compoftos  de  dous ,  todos  os  di- 
9«  Yi&)ik'^  primos  y  que  eftiverem.  paca  a  diji-eita  daquel* 

«le. 
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w  le,  debaixo  do  qual  elles  eftivcreni  efcritos  ,  e  cada 
99  bum  deites  pix)du6los  fe  aflente  debaixo  do  divifor 
$9  primo ,  que  na  inukiplicacáo  de  que  elle  proceder  ti* 
99  ver  íènrido  de  multiplicando.  >> 

99  Para  ta-  os  divifores  compoftos  de  quatro  divifo- 
ff  res  primos,  multipliquem-fe  fucceífivamente  por  cada 
M  hum  dos  compoftos  de  ties  todos  os  divifores  pri- 
99  mos  y  que  íè  acharem  para  a  direita  daquclles  ,  de- 
ff  baixo  dos  quaes  elles  íè  achaiem  eícritos  ;  c  cada 
ff  hum  deftes  produClos  fe  efcreva  debaixo  do  refpeéli- 
ff  vo  divifor  primo  ,  que  tiver  fervido  de  multipiican- 
ff  do,  na  operação  de  que  elle  procede,  ff 

ff  E  delie  modo  fe  irá  conftantcmente  procedendo 
f>  até  fe  chegar  a  multiplicar  todos  os  divifores  primos 
99  entre  fi  ,  cujo  produdo  fera  o  numero  propofto  ,  c 
ff  por  confequencia  o  maior  dos  fcus  divifores.  ff 

Para  dar  hum  exemplo  deíla  Theorica  ,  lupponha- 
mos  que  fc  pertendao  todos  os  divifores  compoftos  do 
numero  210 ,  cujos  divifores  primos  são  2 ,  3  5  y  j  c  7» 
Primeiramente  os  difporemos  da  maneiía  feguinte : 

^f     3?    Sy    7      Divifores  primos. 


6y  10,  14 
ly,  21 

35- 


) 

>  Divifores  compoftos  de 
)  dous  prm^os. 

30,  42) 

70  >  Divifores  compoftos  de 
105'  )  tros  primos. 


210      Numero  propofto. 


Depois  multiplicando  fucceflivamente  3,5')  07  por  2,' 
formaremos  a  primeira  linha  dos  divifores  compoftos 
de  dous  primos  i  multiplicando  5,67  por  3 ,  forma- 

O  ii  re- 
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remos  a  íêgunda  ;  e  multiplicando  7  por  5'  ,  formarc5- 
mos  a  terceira.  Achados  aílim  os  divifores  compoftos 
dcdous  primos,;  pelo  primeiro  delles  6  multiplicaremos 
fucceffivamente  os  divifores  primos  J ,  e  7  ,  que  lhe  fi- 
câo  para  a  direita ,  e  formaremos  a  primeira  linha  dos 
divifores  compoftos  de  três  primos  ;  e  multiplicando  o 
ultimo  divifor  primo  7  por  10 ,  e  por  15 ,  formaremos 
a  íègunda ,  e  terceira  linha  dos  ditos  divifores  compof- 
tos de  três  primos ,  e  multiplicando  finalmente  pelo  pri- 
meiro delles  30  ,  o  ultimo  dos  divifores  primos  7,0 
feu  produ(ílo  fera  omcfmo  numero  propoftoiío,  don- 
de concluiremos ,  que  todos  os  divifores  do  numero  210  > 
diípoftos  fegundo  a  ordem  da  fua  grandeza ,  sao 

i>  ^y  3?S>  <5,7,  10,  14,  IS-,  21,  30,  sSp 
42,  70,  loy,  210. 

15*6  Se  entre  os  divifores  primos  do  numero  que  fe 
]propuzer,  houver  algum  que  feja  fadlor  do  mefino  nu- 
meio  mais  de  huma  vez ,  efte  íe  efcrevei'á  na  linha  dos 
divifores  primos  tantas  vezes ,  quantas  elle  for  fa(ílor  no 
numero  propofto  ;  porém  não  fó  não  íèrvirá  mais  que 
huma  vez  de  multiplicador  ,  mas  nas  difFerentes  multi- 
plicações, que  íè  houverem  de  fazer  por  cada  multipli- 
cador, cUe  não  íèrvirá  também  mais,  que  huma  fó  vez 
de  multiplicando.  Afllm  querendo  achar  todos  os  divi- 
fores do  numero  360,  o  qual  he  =  2. 2. 2. 3.  3.  j^pro^ 
cederomos.,  como  fc  \é  na  feguinte  Figura* 
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^3    i>     3^     3>      y      Divilbrcs  primos. 

6y    *    lol    Diviíbres  cx)mpoftos  de 
9,    IJJ  dous  primos. 


8, 


12,      *      20l 

i8,   30  >  Divifores  compoftos  de 
45' }  trcs  primos. 


H> 


*    40) 

36,  60  >  Divifores  compoftos  de 
90  )  quatro  primos. 

72, 120I    Diviíbres  compoftos  da 
180J  cinco  primos. 

360       Numero  propofto. 


£  difpondo-os  pela  ordem  da  íiia  grandeza  ,  teremos 
que  eUes  sãa 

^>2>?>4>y,^,8,9)  10, 12, 15',  18,20,24^ 
30,  36, 40, 45', 60, 72,90, 120, 180,360. 

X5'7  Efte  methodo  de  achar  todos  os  diviíbres  com- 
poftos de  qualquer  numero  ,  depende  do  conhecimento 
de  todos  os  feus  diviíbres  primos  ;  e  por  tanto  quando 
preciíàrmos  conhecer  todos  os  divifores  de  hum  nume- 
ro ,  o  noíTo  primeiro  cuidado  deveci  fer  achar  todos  os 
feus  diviíbres  primos;  o  que  feconfegue,  tentando  luc- 
ceífivamente  a  divisáo  do  numero  propofto  por  todos 
08  números  primos  maiores  que  i ,  até  que  no  quocien- 
te íaia  hum  numero  também  primo.  Aílim  para  termos 
todos  os  divifores  do  numero  360  ,  por  exemplo,  o  di^ 
vidiíemos  primeiro  por  2  ;  depois  o  íèu  quociente  180 
outra  vez  por  2,  e  teremos  o  quociente  90^  o  qual  tor^ 

nar- 


Ic 
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liaremos  a  diridir  por  2 ,  e  acharemos  hum  novo  Quo- 
ciente 45  :  como  eue  já  não  pôde  íèr  eraftamente  aivi* 
dido  por  2 ,  o  dividiremos  por  3  ,  o  que  nos  dará  no 
quociente  15' ,  numero  que  tomaremos  a  dividir  por  3  , 
e  que  nos  dad  no  quociente  $  ;  o  qual  fendo  numero 
primo  ,  já  nao  pódc  fer  dividido  fenao  por  fi  próprio ; 
c  por  tanto  concluiremos  ,  que  os  divilores  primos  de 
360  são  2 ,  ^  ,  c  5 ;  mas  que  o  divilbr  2  he  três  vezes 
taílor  em  3foi  o  numero  3  duas  vezes;  e  o  numero  y 
huma  íõ  vez.  Por  efte  modo  procederemos  a  reípeito  de 
outro  qualquer  numero ,  que  fe  proponha. 

158  Para  tentar  porém  fucceílivamente  a  divisão 
or  todos  os  números  primos  ,  he  neceílario  conheccl- 

os ;  e  como  até  ao  prefente  fe  não  tem  dcfcubeito  qual 
feja  a  lei^  que  feguem  na  fua  fucccfsao  ,  os  termos  da 
ferie  que  ellcs  coníUtucm ;  nós  exporemos  hum  methoda 
fecil  ae  os  calcular ,  de  maneira  que  fe  pofla  formar  hii- 
ma  caboada  delles  tão  exten£i ,  quanto  fe  quizer. 

159  Primeiramente  advertiremos  ,  que  de  todos  os 
números  pares ,  ifto  he ,  de  todos  os  números  diviíiveis 
por  2 ,  fó  omefmo  2  he  numero  primo;  eque  portan- 
to todos  os  outios  números  primos  pertencem  á  ferie 
dos  números  ,  não  diviíiveis  por  2  ,  a  que  chamamos 
impai'es ;  os  quaes  são 

^  ^  ^  ^     ^ 

Para  extrahírmos  pois  defta  íèrie  os  números  primos, 
que  iè  contiverem  dentro  nos  limites  que  nós  quizer- 
mos  >  i£b  he,  todos  os  números  prímos  menores,  que 
hum  dado  numero  m  ,  nós  a  continuaremos ,  iè  m  for 

paTj  até  que  nella  haja  hum  numero  ^  determos;  eíe 

m 
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m  for  namero  irapar  ,  até  que  nella  h^a  hum  numero 

a      de  termos  i  por  exemplo ,  fe  quizermos  todos  os 

números  primos  menores  que  looo  ,  nós  a  continuare- 
mos até  que  nella  haja  foo  termos  ^  depois  do  que  ad- 
ratindo ,  que  todos  os  feus  termos  compoftos  •são  múl- 
tiplos impares  dos  feus  termos  primos  ,  nós  a  multipli- 
caremos fucceffivamente  por  cada  hum  deftcs  ,  notando 
com  hum  alleriíco^  ou  com  qualquer  outro  íignal  ,  to- 
dos os  números  que  rcprefentarem  os  produâos  reful- 
tantes  dcftas  multiplicações  ;  c  por  fim  conduiremos , 
que  todos  os  termos  que  fe  acharem  fem  fignal  de  ha- 
Ycrcm  fido  produzidos  por  nenhuma  das  referidas  mul- 
tiplicações ,  sao  os  números  primos ,  que  Ic  contem  den* 
tro  dos  limites ,  que  marcao  os  termos  extremos  da  di- 
ta ferie.  Affim  confiderando  toda  a  ferie  multiplicada 
por  3  ,  marcaremos  os  números  9 » 15'  5  21 ,  27  ,33 ,  20  ^ 
45  ,  yi ,  &c.  c  como  9  he  o  menor  de  todos  eítes  múl- 
tiplos de  3  j  e  por  confequencia  a  menor  numero  com- 
poflo  dos  que  entrao  emanofla  ferie,  conduiremos  dcf- 
de  logo  ,  que  todos  os  feus  termos ,  que  eftão  antes  de 
9  5  sao  números  primos.  Depois  paflando  a  multiplicar 
por  5  toda  a  fhne ,  á  excepto  dos  termos  i ,  e  3  ,  que 
eíKo  antes  do  mefmo  5'  ,  oor  iífo  que  a  multiplicação 
de  I  tonia  a  dar  no  produtto  o  multiplicador,  e  que  a 
de 3  dá  hum  numero  já  notado,  começaremos  multipli* 
cando  5:  por  ^  ,  e  notaremos  os  números  25' ,  35 ,  45  , 
5S>^S  y^^'  S"^  forem  refultando  dcftas  multiplicações  j 
e  como  o  menor  múltiplo  de  y  ,  que  fe  nao  mclue  em 
os  múltiplos  de  2  ,  he  2f  J  concluiremos  ^  que  todos  os 
números,  que  eífâo  entre  9 ,  e  25  ,  fem  fignal  de  ferem 
compoftos,  a  faber:  11,  13,  17,  19^^  c  23  ,  são  nú- 
meros primos.  Depois  paflando  a  multiplicar  toda  a  fe- 
rie por  7  ,  á  exccp^  dos  números  que  eftao  antes  do 
memo^^  maix:aremos  os  números  45?  ,63 ,77^91,  &c*. 

doa- 
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•donde  concluiremos  ,  que  todos  os.  termos  da  liòíTa  íê- 
ríe  maiores  que  zf  ,  e  menores  que  49  ,  que  não  tive- 
rem fignal  de  ferem  compoftos  ,  os  cjuaes  são  29 ,  31, 
37,  41 ,  43 ,  e  47 ,  são  números  primos,  e  aífim  con- 
tinuaremos fucoeílivamente ;  advertindo  porém ,  que  ain-* 
da  antes  de  fazer  à  multiplicado  por  11  ,  como  eíta 
deve  começar  pelo  mefmo  termo  1 1  ,  não  teremos  que 
Jiotai',  em  vimide  delia ,  termo  algum  menor  que  121  , 
e  que  por  tanto  podemos  deíde  logo  coricluir  ,  que  to- 
dos os  termos  maiores  que  49  ,  e  menores  que  121  , 
que  fe  não  acharem  notados  ,  íèião  também  números 
primos. 

160  Efta  operação  fe  pôde  llmplificar  ,  reparando 
<}ue  todos  os  numei*os  múltiplos  de  3  na  íèrie  dos  nú- 
meros impares ,  começando  a  contar  do  mefmo  numero 
3  por  diante,  lè  aclião  de  três  em  três  termos i  que  fe- 
melliantemente  os  múltiplos  de  y ,  começando  a  contar 
de  5*  por  diante  ,  fe  acnão  de  cinco  em  cinco  termos  j 

3ue  os  múltiplos  de  7  ,  começando  a  contar  de  7  por 
iantc  ,  fc  achão  de  fete  em  ícte  tennos  ,  e  aíEm  fuc- 
cefli vãmente  i  pois  que  em  confequencia  defte  reparo  fe 
podem  marcar  todos  os  tennos  compoftos ,  fem  depen- 
dência de  fazer  multiplicação  alguma,  como  he  eviden- 
te. Por  efte  methodo  fe  achará  ,  que  todos  os  numeix)s 
primos  menores  que  500  y  são  os  que  fe  achão  na  fe- 
guinte  Taboada. 
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103 

I 

2 

3 

í 

7 

II 

13 

17 

19 

23 

29 

31 

37 

41 

43 

47 

S3 

5^9 

61 

67 

71 

73 

79 

83 

89 

97 

lOI 

103 

107 

109 

"3 

127 

131 

137 

^19 

149 

151 

157 

163 

167 

173 

179 

181 

191 

193 

197 

199 

211 

223 

227 

229 

133 

239 

241 

251 

^57 

263 

269 

271 

277 

281 

283 

193 

307 

3" 

313 

317 

331 

357 

347 

349 

3^3 

3S9 

3^7 

373 

379 

383 

389 

397 

401 

409 

461 

421 

431 

433 

439 

443 

449 

4S7 

463 

467 

479 

487 

491 

499 

161  Coníiderando  todos  os  nuincros  como  pn>du** 
zídos  pela  multiplicado  dos  números  primos  ^  facilmen** 
te  notaremos,  que  ha  alguns  como  35',  e  18,  que  nao 
tem  diviíbr  algum  primo,  que  lliesíèja  commum,  mais 
que  a  unidade ,  pois  que  he  35  zz  5-.  7  ,  e  18  =  2. 3. 3  , 
que  ha  outuos  como  18,  e  30  ,  que  além  da  unidade, 
tem  algims  divilbres  primos  ,  que  lhes  são  communs  p 
pois  que  fendo  18  =  2. 3. 3 ,  e  30  =  2.  3.  y ,  tem  os  di- 
viíbres  2  ,  e  3 ,  que  lhes  são  communs.  Os  que  r&o  tem 
dÍYiíbr  algum  primo ,  que  lhes  íèja  commum ,  mais  que 
a  unidade^  também  nao  podem  ter  divifoF  algum  com« 
pofto,  que  lhes  ieja  commum,  pois  que  todos  os  divi^ 
fores  compoftos  le  podem  refolver  (Numero  15:3  )  em 
divifores  primos  ;  e  hc  evidente,  que  os  produâos  de 
números  primos  dífferentes  ,  não  podem  deixar  de  &r 
também  diilèrentes. 

162  Todos  os  números,  que  não  temdivifor  algum 
oue  Ihesícja  commum,  mais  que  a  unidade,  ièchamâa 
Numeras  entre  fi  primos  ,  taes  éiOy  por  exemplo,  os 
oumeix)s  4,  e  15  i  e  os  números  24,  33  9  e  35 ,  auan- 
do  os  dous  primeiros ,  ou  os  últimos  três  íe  coníiaerãa 
íimultafleamente. 

P  Co- 
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163  Como  todos  os  numeras  compoftos  íè  podem 
refolver  em  faftores  ,  que  fejâo  números  primos  (  Nu- 
mero I5'3)  ;  c  os  proauftos  que  refultão  deftes  divifo- 
res  primo$>  multiplicados  entre  íi  dous  a  dous  ,  três  a 
tre$  >  &c.  n^o  incluindo  a  unidade  ^  são  outros  tantos 
diviíbres  dos  mefinos  números  compoftos  (  Numero  154) ; 
podemos  concluir  :  i.°  Que  todos  os  números,  que  ti- 
verem dous  diviíbres  primos  communs  ,  terio  também 
hum  divifor  compofto  commum  ,  que  fera  o  produto 
dos  ditos  dous  divifores  primos.  2.<»  Qi^ie  todos  os  nu- 
inerps ,  que  tiverem  mais  de  dous  divifores  primos  com- 
{nuns  ,  terão  também  mais  de  hum  divifor  compofto 
commum*  g.°  Que  o  maior  dos  feus  divifores  communs 
kri  Q  produfto  de  todos  os  divifores  primos ,  que  lhes 
forem  communs  >  e  por  confcquencia.  4.^  Quê  qualquer 
do$  divifoi^  communs  de  dous ,  ou  mais  números  ,  he 
neçeflaiiamente  divifor  do  feii  maior  divifor  commum* 

164  Twibem  não  he  menos  evidente  ,  que  todo  o 
oumero  qqefor  diviíbr  deoutio,  he  também  divifor  de 
todo9  03  feus  múltiplos  i  pois  fe  reprefentarmos  por  a 
hum  numero  qualquer  ^  e  por^^  outro  numero  de  quem 
p  primeiro  leja  divifor  ,  lie  evidente,  que  a  não  ío  he 
diviíbr  de  4^  2  mas  também  de  moí  :  ora  i^pi^fentando 
»  hum  numero  qualquer  ,  nai  vem  a  reprefentar  hunx 
múltiplo  qualquer  de  #^  ^  e  por  confequencia  m  fera  di« 
\ifor  de  Qualquei^  múltiplo  de  éi^ 

lés  ^  ^^^^  numero  for  diviíbr  de  outros  dous^ 
também  fera  divifor  da  fua  íbmma  ,  e  da  fua  dilferen- 
ça.  Seião  os  dous  numaos  rcprefentados  por  aè ,  e  per 
4f  ^  dos  quae9  ã  ha  divifoi*  comouim  >  a  fua  fomma 
4à  ^  ae  póde-fe  reprefentar  ]^ox  a  (b  j^  c)  y  e  a  fua 
diíferenga  sA  -^  ^^r  jpáde«fc  reprefentar  por#  {i-^cYp. 
t  pior  ÇQafequeoLcia  fica  evidente  ,  que  o  numero  a  ne 
4iviibr  de  buma^  e  outra  deftas  duas  quantidades. 

l66t    Sq  dados  dous  números  quaefquer^  dividinnoa: 

o 
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o  ifídior  pelo  menor,  e nao  ficar  reflo  algum,  o  menor 
&rá  o  diviiòr  maior  commum ,  que  entre  elles  pôde  ha* 
Tcr  ;  por  quanto  elle  he  difilbr  do  maior ,  c  não  pode 
fcr  dividido  jpor  numero  algum  maior  do  que  cOe  meP- 
mo.  Porém  fe  dados  dous  números  quaeíquer ,  dividin- 
do o  maior  pelo  menor  ,  a  divisão  íè  i^  puder  fazer 
cxaélamcate ,  o  feu  maior  diviiòr  commum ,  a  que  por 
ora  chamaremos  x  ,  íèrá  também  diviiòr  do  nato  que 
ficar  deíla  divisão.  Reprefentemos  por  a  o  maior  dos 
dous  números ,  e  por  i  o  menor  ;  por  m  o  quociente 
da  divido  de  a  por  i  ,  e  por  c  o  refto  que  deHa  fica. 
Multiplicando  (Numero  Si )  o  diviiòr  è  pdo  quocien* 
te  Hf ,  e  juntando  ao  feu  produâo  tm  o  refto  aa  div>* 
úocy  feterá  odividendo  ai  ifto  he,  íêrá  a-zztm^c; 
e  tirando  im  de  huma  ,  e  outra  deftas  duas  quantída* 
des  iguaes,  ícrá  a —  bm^nc.  Ora  x  fendodiviíbr  de^, 
também  he  (Numero  164 ^  diviiòr  de  bm:  logo  ièndo 
diviiòr  deií,  ede^w,  também  deve  ler  (Numero  i6c) 
divifor  da  fua  difièren^a  r.  Daqui  fe  fegue ,  que  iè  ci- 
vidirmos  b  pw  c  ,  c  efta  divisão  íè  fizer  km  refto  ,  o 
mefmo  c  kú  o  maior  divifor  commtmi  dos  números  ãj 
e  b  j  por  quanto  temos  demonftrado,  que  todos  os  di- 
TÍfores  comnnms  deftes  dous  números  ,  devem  também 
fcr  diviíòres  de  r  ,  e  nenhum  numero  pôde  ter  divifor 
maior  do  que  elle  mefmo.  Poiém  le  o  numero  c  fecon- 
dvcr  cm  b  Inim  numero  n  de  vezes ,  e  da  divisão  de  h 
por  c  ficar  hum  refto  d  ,  o  maior  divifor  commum  x 
também  deverá  fer  diviiòr  defle  refto  j  por  quanto  he 
(Numero  81)  bzz^nc-^-d  j  e  tirando  nc  de  ambas  ef- 
tas  quantidades ,  fica  *  —  w  =  ^.  Oa  x  fendo  diviiòr 
de  r^  também  he  diviiòr  de  ne\  e  por  confeguencia ,  feií- 
do  divifor  de  *,  e  de  w  ,  também  deve  ler  divifor  da 
fua  diferença  d.  Donde  k  fegue  ,  que  fe  dividirmos  c 

S>r  J  ,  e  a  divisão  fe  fizer  íèm  refto  ,  lerá  d  o  maior 
viior  commum  dos  números  propoftos  a^  q  b^  e  que 

P  ii  èr 
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ficando  refto  ,  o  maior  commum  divifor  x  também  de- 
ve fer  diviíbr  deílè  refto ;  e  aífira  fucceílivamente. 

167  Daqui  podemos  concluir  ,  que  para  achar*  o 
maior  divilbr  commum  de  dous  números  quaefqucr ,  do- 
vemos  dividir  o  maior  jpelo  menor  j  o  qual  fera  o  maior 
divifor  commum  bufcado ,  fe  a  divisão  fe  fizci-  por  elie 
fem  refto  j  porém  que  ficando  refto ,  por  efte  fc  devcaá 
dividir  o  numero  menor  dos  dous  propoftos  ;  e  que  aP- 
íim  íè  devem  continuar  a  fazer  novas  divisòes  ,  em  ca- 
da huma  das  quaes  deve  íèrvir  de  dividendo  o  divifor 
da  operação  precedente,  e  de  divilbr  o  refto  da  meftna 
operação  j  o  que  íè  continuai-á  até  que  fe  chegue  a  hu- 
ma divisão  íem  refto ,  ou  até  que  fe  chegue  a  huma  di« 
visão  ,  que  tendo  por  divifor  hum  numero  primo  ,  íe 
não  poífa  fazer  exactamente  j  pois  que  no  primeiro  calo 
o  divifor  da  operação ,  que  le  concluir  fem  refto  ,  íèri 
o  maior  divilbr  commum  dos  dous  números  propoftos  > 
e  no  fcgundo  fe  reconhecerá ,  que  elles  são  números  entre 
li  primos  j  por  ilTo  ,  aue  devendo  o  fcu  maior  diviíbr 
commum  fer  diviíbr  de  num  numero  primo,  o  qual  nãa 
he  divifor  dos  propoftos  ;  e  não  tendo  efte,  além  de  íi 
próprio ,  outro  divifor  mais  que  a  unidade ,  os  números 
propoftos  também  não  podem  ler  outro  divifor  com- 
mum mais  que  a  unidade*  Ora  he  evidente ,  que  proce-« 
dendo  pelo  modo  cxpreflado ,  neceífariamente  nos  have* 
mos  de  achar  em  algum  dos  dou3  cafos  mencionados^, 
depois  de  hum  numero  limitado  de  operações  ,  pois  que 
os  divilbi^es  de  tpdas  ellas  s^o  números  inteiros ,  fucceC- 
fivamcnte  menores  huns  que  os  outros,  ecada  hum  del- 
les  menor,  que  o  mais  pequeno  dos  dous  números  pro- 
poftos. O  que  não  peimitte,  que  o  numero  das  opera- 
ções poflâ  exceder  o  numei'o  das  unidades  ,  de  que  efte 
confiar  ,  ainda  chegando  a  ufar  do  mcnoi:  dos  divifores 
jofliveis,  que.  he  i. 
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EXEMPLO    I. 

Supponhamos  que  Ic  pertenda  o  maior  diviíbr  com- 
mum  dos  dous  números  336 ,  c  252. 

25'2  I    84  I 

Primeiramente  dividiremos  336  por  25'2  ,  e  teremos  o 
quociente  i ,  e  o  reftú  84.  Depois  á  efquerda  defte  ref- 
to,  que  deve  lèrvir  de  divifor  na  nova  operação  ,  tor- 
naremos a  efcrever  por  mais  commodidade  o  numero 
252 ,  o  qual  deve  fervir  de  dividendo ;  e  como  dividijí- 
do  2jr2.  por  84,  fe  acha  o  quociente  exaélo  3 ,  conclui- 
lemos ,  que  84  he  o  maior  conunum  diviíbr  bufcado* 

EXEMPLO    IL 

Supponhamos  que  fe  queira  o  maior  diyiíbr  com* 
mum  dos  números  42i$4i.  c  598» 


Primeiramente  dividiremos  4264  PorypS,  e  acharemos: 
e  quociente  7  >  e  o  refto  78 ,  á  elquerda  do  qual  efcre- 
veremos  o  numero  598  j.  e  dividindo-o  por  78 ,  acha- 
ranos  o  quociente  7  ,  e  o  refto  52.  A*  efquerda  defte 
efcrcveremos  o  diviíbr  da  operação  precedente  78  j  e  di- 
vidindo-o por  52 ,  acharemos  o  quociente  x  ,  e  o  refto 
^ái  cl^eveado  finahoonte  á  efquerda  defte  refto  o  divi=- 

foc 
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Ibr  da  operação  precedente  5*2,  e  dividi ndoo  por  i(5, 
acharemos  o  quociente  exaílo  2 ;  e  por  tanto  concluire- 
iiKis^  que  26  W  o  maior  divifor  commum  dosdous  nu- 
meras  propoílos. 

EXEMPLO    III. 

Qgerendo-fe  o  maior  diviíbr  commum  dos  números 
143 ,  e  j6. 

^s  n 

Dividiremos  143  por  5^,  e  acharemos  o  quociente  a» 
e  o  refto  31 ,  pâo  que  dividiremos  c6  por  31  >  e  como 
cila  divis^K)  k  não  pôde  fazer  exaétamente  ,  e  31  he 
(Numero  161 )  numero  primo  ,  concluiremos,  que  os 
números  propoílos  143 ,  e  56  são  entre  fi  primos. 

168  Sc  os  números  ,. cujo  maior  diviíor  commum 
fc  pcrtender  determinai*  forem  três  ,  entSo  reflçftindo, 
que  o  maior  divifor  commiim  de  dous  quaefquer  dd« 
les  deve  neceíTariamente  incluir  o  maior  divilbr  commum 
de  todos  três,  por  tifo  que  (Numero  162)  nellc  fe  in- 
cluem todos  os  divifores  communs  dos  ditos  dous  pri- 
meiros números  ;  concluiremos  ,  que  o  maior  divifor 
commum  defte  divifor  ,  e  do  terceiro  dos  números  pro- 
poílos ,  fera  o  maior  divifor  cômmum  de  todos  três ; 
pelo  que ,  para  determinar  o  maior  divifor  commimi  de 
tfes  quaeiqiter  números  ,  primeiramente  os  difporemòs 
pela  01'dem  da  £ia  grandeza ,  e  bufcaremos  o  maior  di- 
vifor commum  dos  dous  mais  pequenos  ;  e  depois  o 
maior  divifor  commum  defte  divifor  achado  ,  e  do  ter« 
ceiro  do&  números  propofios. 

Querendo  ,  por  exemplo,  o  maioi;  divifor  oomfnum 
dos  números  784,  1008,  e  1848,  bdcaicmofl^ phmeK 
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»  o  maior  divifor  oominum  dos  números  784 ,  c  1008 , 
o  qual  acharemos  fei'  112;  c  depois  bufcaremos  o  maior 
diviibr  cx>mmimi  dos  números  112  ,  e  1848  ,  o  qual 
acharemos  fer  ^6i^  dk  íerá  o  maior  diviibr  commum 
dos  três  números  propoftos. 

Sc  quizeflemos  o  maior  diviibr  commum  de  quatix> 
números  quaefquer,  refleftindo  que  c  maior  diviibr  com- 
mum de  três  quaeíquer  dellcs  deve  de  neccflidade  in- 
cluir o  maior  diviibr  commum  de  todos  quatro  ;  con-^ 
duiremos,  que  o  maior  divifor  conunum  deíle  diviibr, 
c  do  quano  dos  niimeros  propoftos  ,  fera  o  maior  di- 
vifor commum  de  todos  quatra  Semelhantemente  reco- 
nheceremos ,  que  fendo  cinco  os  números  propoíh» ,  a 
maior  divifor  commum  de  quatro  quaefquer  delles  de- 
ve de  nccelBdade  incluir  o  maior  diviibr  commum  de 
todos  cinco  i  eque  por  tanto  o  maior  divifor  commum 
do  quinto  dos  ditos  números ,  e  do  maior  diviibr  com-^ 
nuim  dos  outros  quatro,  feri  o  maior  divifor  commum 
de  todos  cinco ;  e  aifim  fucceiEvamentc 

Doflde  concluiremos  eíla  regra  geral ,  para  determi* 
sar  o  maior  divifor  commum  £  muitos  números:  9»Or-^ 
>»  (knem-fe.  os  números  piopoilos ,  iègunde  a  ordem  da 
»  fua  grandeza  ,  e  depois  oufque-fe  :  i.<»  O  maior  di- 
yy  vilbr  çanmiun  dos  dous  primeiros :  2.®  O  maior  di- 
»  vifor  commum  do  diviibr  precedentemente  achado , 
99  e  do  terceiro  dos  numenos  propoíh38  :  3.»  O  maior 
yy  diviibr  conmium  do  divifor  precedentemente  achado  » 
>^  e  do  €fãnno  dos  mimeros  propoftos  y  e  aíBm  fucceiU- 
M  vamejire  ,  até  determinar  o  maior  divifor  commum 
yy  do  utti0io  dos  ditos  números  ,  e  do  maior  diviibr 
n  commiun  de  todo& os  outros^  e  eftc  fera  o  nmnera 
»  boícadow.  yy 

Querefido ,  por  exemplo ,  &  maior  diviibr  comnmm. 
A»  cinco  Dumeios  7980  ,  10260  ,  16416  ,  21280, 
^^í^^y  boicaraiios^:  x.^^  O  maipç  diviibr  commum  d4 
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7980,  e  10260  ,  o  qual  acharemos  fer  1140  ?  2.<»  O 
maior  diviíbr  commum  de*.  1 140,  c  16416  >  que  acha^ 
remos  fer  228 :  3.°  O  maior  diviíbr  commum  de  228 , 
e  21280  ,  que  acharemos  fer  76^  E  finalmente  4.*^  O 
maior  divifor  commum  de  76,  e  625 10  ,  que  achare- 
mos ler  38;  e  efte,  conforme  fica  demonftrado,  íerá  o 
maior  divifor  commum  dos  cinco  números  propoftos» 

169  A  generalidade  da  demonftracao  deite  Metho- 
do  moftraqueelle  fe  pôde  applicar  áinaagasão  do  maior 
divifor  commum  ,  ou  por  melhor  dizei* ,  do  mais  com- 
pofto  divifor  commum  das  quantidades  polynomias  al- 
gébricas ,  tendo  primeiro  cuidado  de  as  ordenar  relati- 
vamente ás  mefmas  letras  :  digo ,  das  quantidades  po- 
lynomias algébricas  ^  e  não  das  monomias ;  por  quanto 
^para  íè  determinar  o  mais  compofto  divifor  commum 
deftas,  nao  ha  neceíGdade  de  regra  alguma  i  bafta  ad« 
vertir  á  femelhança  do  que  obfeivamos  (Numero  163), 
que  o  mais  compoíto  divifor  commum  de  quaefquer 
quantidades  algébricas  ^  deve  de  neceíEdade  fer  o  produdlo 
de  todos  os  aivifores  fimplices  ,  que  lhe  forem  com- 
muns ;  por  eíle  modo  pois  fe  vê ,  que  o  mais  compoílo 
divifor  commum  das  quantidades  abcd  ^  abcf  ^  he 
ãbc  produélo  dos  ti'es  diviíbres  monómios  ãy  b ^  c^ 
communs  ás  duas  quantidades  propoftas. 

Porém  a  indagação  do  mais  compofto  divifor  com- 
mum das  quantidades  polynomias  algébricas  ,  pode  fa- 
zcr-íè  na  pratica  menos  ti^abalhofa  do  que  feria  ,  fe- 
guindo  exadlamente  a  regra  expofta  para  os  números  j 
adveitindo  :  i.o  Que  todas  as  vezes  que  fe  multiplica, 
ou  divide  hum  dos  polynomios  por  huma  quantidade, 
que  não  he  feâx)r  do  outro  ,  o  feu  mais  compofto  di- 
vifor commum  não  recebe  por  ifto  alteração  alguma :  e 
2.<>  Que  todas  as  vezes  que  houvei*  algum  íadcor  mo- 
nómio ,  que  íèja  commum  a  ambos  os  polynomios ,  efte 
&  pôde  aefdc  logo  fupprimir,  tendo  o  cuidado  demul* 

ti- 
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riplícar  por  elle  no  fim  da  operação  a  quantidade,  que 
fe  achar  fei"  o  mais  compoA^divifor  commum  dos  po- 
jynomios  ,  que  reftarem  depOTl  da  íiipre^o  do  dito  fa- 
ctor. A  primeira  deftas  oblèrvacjôes  he  de  fimples  in- 
tuição ;  pois  he  por  fi  evidente ,  que  por  exemplo  ab ,  o 
mais  compoílo diviíbr commum  das  quantidades  abc^y 
e  a  bf ,  nao  receberia  alteração  alguma ,  fe  a  primeira 
iè  multiplicaíTc  por  i& ,  ou  fe  dividiffe  por  g ;  quantida- 
des ,  que  não  são  faftores  da  outra  abf.  A  Icgunda 
porém  funda-fe ,  como  já  affima  advertimos ,  cm  que  o 
mais  compoílo  divilbr  commum  de  quacfquer  quantida- 
des ,  he  de  neceílidade  o  produélo  de  todos  os  ibus  djr 
viíbrcs  iimplices  communs. 

EXEMPLO    I. 


nadas  relativamente  zx^  eefta  letra  tem  maior  expoen* 
te  na  wimeira  ,  que  na  íègunda  ,  dividiremos  aquella 
por  «Ita ,  e  acharemos  no  quociente  ;^ ,  e  o  reílo 

ax^  j^  a^x^  —  a^x  —  a^ 

que  reduziremos  a 

x^  -f-  ax^  —  a^x  —  a^ 

por  ferem  todos  os  feiís  termos  divifiveis  por  a^  quan» 
tidade  que  não  he  factor  de  x*  --  ax^  —  a^X'\'a^  • 
Continuando  a  divisão  com  o  melmo  divilbr  da  prece» 
dente  9  acharemos  no  quociente  i  >  e  o  r^o 

(^  que 
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que  reduziremos  ã  x^  — a^  ^  dividindo  ambos  os  íeas 
teimos  por  za  ,  quanti(^e  que  náo  he  faélor  de  x' 

—  ax^  — a^x  -H  tf '  .  Emo  paíTando  cftequadrinomio 
cara  dividendo  ,  e  íervindo-nos  de  x^  —  tf*  para  divi- 
íor  y  acharemos  ,  que  a  divisão  fe  executa  tem  deixar 
refto ,  e  por  tanto  concluiremos ,  que  x^  —  tf «  he  o  mais 
compoíb  divifor  commum  dos  dous  pol/nomios  pro- 
poílos.. 

EXEMPLO    11. 

Q^erendo-&  o  mais  oompoflo  diviíbr  commum  das 
quantidades  i6^y»  ^  i6x^  ~  jox^y  -—  iixy^  ,  e 

—  lox^y  ^-  i^x^  —  j;xy^  .  Primeiramente  as  ordena*^ 
remos  relativamente  sl  x  i  c  dividindo  huma  ,  e  outra 
pelo  divilbr  commum  x ,  teremos  que  determinar  o  mais 
comporto  divifor  commum  de  i6x^  -^'lox^y  -^  i6xy^ 
~  izy*  y  e  iyx«  —  loxy  —  0*  ;  e  porque  todos  os 
termos  da  primeira  deftas  quantidades  sao  diviíiveis  por 
4  »  ^  todos  os  da  ícgunda  por  ^  ,  nos  reduziremos  a 
buicar  o  mais  oompoibo  divifor  commum  de 

mas  como  ^^  dividido  por  ^jfi  nao  dá  hum  quociente 
inteiro ,  multiplicaremos  a  primeira  quantidade  por  3  ,  e 
teremos 

I2x^  —  i^x^y  ^  iixy^  —  9^^ 

cntao  dividindo  iix^  por  ^x^  y  acharemos  o  quociente 
4jr,  e  o  reAo 

—  7xy  -+-  lópy^  — ^y^ 

que  reduziremos  a  *-*  7;^  •♦•  t6xy  -^  5|y*  ,  por  ferem 
todos  os  fcus  termos  divifiveis  porj;  e  multiplicando- 
os  por  3 ,  para  que  fepcAa  ter  hMa  quociente  inteiro  ^ 

t^ 
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tenanos  que  dividir  —  2Ijc«  -4-  ^Sxy  —  27^  por  3** 
—  2^  — y^  .  Praticando  a  operado ,  acharemos  o  quo* 
ciente  —  7  j  e  o  neílo 

34^  -  34T' 

qwc  deverá  paílar  para  ditifor  ,  roas  que  reduziremos 
p-imciro  a  x  —y ,  por  feiem  os  ftus  dous  termos  divi- 
fivcis  por  34y ;  aíEm  dividindo  -^x^  —  ^xy  — y^  ,  qu« 
fora  divifor  nas  operações  prccedentes  por  a? — y  ^  aciwi- 
remos  ,  que  dcfta  divisão  não  fica  rcfto  algum  i  c  por 
tanto  concluiremos ,  que  o  produôo  de  x  — j  multipli- 
cado por  X ,  ou  que  ;v«  —  ;vy  be  o  mais  compofto  di- 
viíbr  commum  das  doas  quantidades  propdlas.  Seme- 
lhantemente fe  procederá  em  todos  os  outros  caibs, 

170  Todo  o  numeiOj  qnc  he  divifivd  exavlamente 
por  outro,  he  ncceííariamente  (Numero  15a)  múltiplo 
delle ,  e  tanto  maior  múltiplo  ,  quanto  maior  hc  o  nu- 
mero das  vezes ,  que  em  íi  o  contém.  Daqui  íè  íègue : 
i.o  Que  qualquer  numâx>  he  múltiplo  de  todos  os  íèui 
divifores :  e  2.»  Que  o  menor  múltiplo  de  ooalqiier  nu- 
mero he  elle  mefmo.  Ora  como  entre  os  diviíores  de 
hum  numero  qualquer  a  entra  também  o  mefmo  nume- 
ro if  ,  fica  evidente  ,  que  fendo  a  o  menor  múltiplo  de 
fi  mefmo  ,  he  também  o  menor  múltiplo  commum  de 
todos  os  íeus  diviíores.  Mas  hum  numero  ,  que  he  di- 
vifivei  por  quacíbuer  números  primos  ,  he  divifivel 
(Numero  ijTj  e  íeg. )  por  todos  os  numa'os  compofc 
tos  ,  que  ddles  reíultão  ,  ièndo  entre  ii  multiplicados 
dous  e  dous ,  três  e  três ,  &c.  por  todos  os  modos  inuh' 
ginaveís :  logo  dizer  ^  que  hum  numero  qualquer  ^  he  o 
menor  múltiplo  commum  de  todos  osíêus  diviíores  pri« 
mos,  be  omei&no  que  dizei*,  que  cUe  lie  omenw  mul«» 
tiplo  coomnim  de  todos  os  íeus  diviíores  em  Mral }  e 
por  tanto  ,  como  qualqirer  numero  a  lie  igual  ao  pro« 
duiílo  de  todos  os  leos  diviíbrcs  primos  >  ícgue-ie  que 

Q^ii  o 
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o  menor  múltiplo  coikniim  de  quaeíqucr  números  pri- 
mos ,  hc  o  produdlo  de  todos  elles.  Aífim  o  menor  múl- 
tiplo commum  dos  números  2 ,  e  3  ,  hc  o  feu  produdlo 
6  i  e  o  menor  múltiplo  commum  dos  números  2,2, 
3 ,  e  y ,  he  o  feu  produélo  60. 

171  Da  mefma  forte  o  produélo  de  quacfquer  nú- 
meros compoftos  ,  que  comparados  dous  e  dous  ,  por 
todos  os  modos  poíliveis  forem  numeix)s  entre  fi  pri- 
mos ,  fcrá  o  ícu  menor  múltiplo  commum ,  por  quanto 
todos  os  divifores  compoftos  de  qualquer  numero  ,  suo 
(Numero  I5'4)  produzidos  pela  multiplicação  dos  feus 
divilbres  primos  entre  íi  ,  c  por  confequencia  não  po- 
dem dous  divifores  compoftos  de  hum  mefmo  numero 
íèrcm  entre  íi  primos ,  íenão  provindo  da  multiplicação 
de  divifores  primos  dilfereiítcs.  Logo  lodos  os  divifores 
primos ,  em  que  fe  podem  refolvcr  os  números  compof- 
tos ,  que  tem  a  condição  aílima  mencionada  ,  são  ou- 
tros tantos  divifores  do  leu  menor  múltiplo  commum  > 
c  como  cfte  deve  íèr  igual  (Numero  170)  ao  produ- 
íio  de  todos  os  ícus  divifores  primos  j  fegue-fe  ,  que 
clle  he  igual  ao  produfto  de  todos  os  ditos  números 
compoftos^  Aífim  iijyo  ,  prodiifto  dos  numeix)S  21 , 
22,  e  25^  >.que  comparados  entre  (i  dous  e  dous  ,  são 
muneros  entre  fi  primos ,  he  o  menor  múltiplo  commum 
de  todos  elles  i  pois  he  21  =:  3.  7  ;  22  zz  2, 1 1 J  e  25* 
zi:  5.  y  ;  e  como  nenhum  dos  números  primos  3,7,2, 
II,  f ,  e  y ,  em  que  elles  fe  refolvem  ,  entra  na  com- 
poíição  de  mais  de  hum  dos  ditos  números  ;  feguc-íè, 
que  todo  o  numci^o ,  que  for  múltiplo  delles ,  deve  taiu- 
bem  fer  múltiplo  de  todos  os  números  3,7,2,11,5*, 
c  y  ,  e  reciprocamente  i  mas  o  menor  múltiplo  commum 
dos  números  3 ,  7,2,  1 1 ,  y ,  e  c  ,  hc  o  feu  produfto 
Iiyyoi  o  Qual  he  também  oproaufto  dos  números  21 , 
22 ,  e  :^5' :  logo  o  menor  múltiplo  comminn  dos  nume- 
íQS  21  >  «,  ç  3t>  he  Q  feu  produiílo  11550* 
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172    Efta  propriedade  dos  números  primos  ,  e  dos 
números  ,  que  comparados  entre  li  dous  e  doas  ^  sãa 
entre  íi  primos ,  nao  fcedende  aosoutix>s  números  comr^ 
poftos^  porquanto  devendo  eilcs  fa*  conliderados  como 
diviíbrcs  compoftos  do  íèu  menor  múltiplo  commum^ 
e  havendo  entrc  alguns  delles  hum  ,  ou  mais  divifores 
primos  communs  ,  &  attendermos  ao  modo  >  por  que 
do  formados  todos  os  diviíbrcs  compoftos  de  qualquer 
nuoicro  (Numero  1^4  e  feguintes)  ,  facilmente  vere- 
mos ,  que  o  diviíbr  ,  ou  divifores  primos  y  que  forem 
communs  a  alguns  dos  números  propoftos ,  nao  devem 
fer  contados  na  linha  dos  divifores  primos  do.  fcu  me- 
nor múltiplo  commum  ,  íènao  tantas  vezes  quantas  ca- 
da hum  (klles  entrar  como  faâor  em  aquelíe  dos  nú- 
meros propoftos ,  que  por  elle  for  mais  vezes  divifivek 
Daqui  fe  fegue  :   i.<»  Que  o  produfto  da  multiplicação 
de  qiiaefqucr  números  compoftos ,  que  comparados  dous 
e  dous  não  forem  enti-e  fi  primos,  fera  (im  hum  múlti- 
plo conmiura  dos  ditos  numeios  ;  porém  nao  o  menor. 
fe  2.0  >9  Que  para  fe  obter  efte ,  le  deve  lefolver  cada 
99  hum  doKi  números  propoftos  em  todos  os  íbus  fadlo<^' 
»  res  primos ,  e  depois  multiplicar  entre  fi  todos  os^fa- 
79  âorcs  primos  diíícrentes,  que  entre  elles  houver,  fa- 
>9  zendo  que  cada  hum  dentre  tantas  vezes  por  faélor 
yy  neáe  produfto  ,  quantas  vezes  entrar  como  tal  em 
99  aquelle  dos  números  propoftos ,  que  por  elle  for  mais. 
>»  vezes  divifivel.  E  efte  produdlo  fdci  o  menor  múltiplo 
»  commum  dos  números  propoftos,. »  Aífun  auerendo- 
fe,  por  exemplo,  o  menor  múltiplo  commum  dos  núme- 
ros ic ,  189  e4o,  lefolveremos  cada  hum  delles  em  to« 
dos  os  feus  fiiftores  prijpaos ,  e  teremos  15  zz  3.  y ;  18  =  2. 
3.  j  ;  c  40  =  2. 2.2.  y  :   e  porque  os  fattorcs  primor 
differcnte":  são  os  números  2 ,  3 ,  e  5  i.  e  o  numero  2. 
he  ties  vezes  faclor  em  40  ,  e  o  numero  3  duas  vezes 
Êuflor  em  18  i  e  o  numeix)  s  l^uma  íá  vez  faâpr  em 
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cada  hum  dos  números  15:  ^  e  40  ^  faremos  hum  pro- 
duto ^  cm  que  omimero  %  feja  mes  vezes  faélor^  oim* 
mero  3  duas  Tezes  >  e  o  numero  5  huma  fó  vez ;  e  te- 
remos 2.2* 2^3.  3- !r  =  3^9  numero  que  fae  evidente- 
mente o  menor  múltiplo  commum  de  todos  os  números 
piopoftos  >  pois  iènoo  diviiiyel  por  todos  os  iàâores 
primos  de  cada  hum  dciles ,  he  de  neccífidade  múltiplo 
de  todos  i  e  como  íè  lhe  íáo  pôde  íupprímir  fatílor  al- 
gum, km  que  deixe  deíêr  miutiplo  deal^m  dos  ditos 
immeios ,  fegue^íe ,  que  he  comdFeito  oíai  menor  mui' 
tiplo  commumr 

173  Daqui  podemos  conduir,  qtie  todo  o  múltiplo 
commum//  de  quaefquer  números  a^by  c^  Scc.  deve 
neceíTariamente  fer  múltiplo  do  íèu  menor  múltiplo />. 
pois  devendo  /  ,  e  //  íer  exaftamente  divifiveis  jpor  to- 
dos os  números  a^  b^  c^  &c»  devem  também  ier  divi- 
fiveis por  todos  osdiviíbres  primos  dos  ditos  números  > 
e  por  confequencia  em  fl  deve  haver  os  mefmos  diviíb* 
res  primos ,  que  hom^er  &n  p\c  ainda  mais  algum  di- 
vifiir  n  por  fer^>j>:  logo  Yit pz=inp\  iftohc,  he^ 
mitltiplo  de  p.  SoneLhantenKnte  fe  pode  concluir ,  que 
o  menor  múltiplo  commum  if  dos  três  números  a  ^ 
hyCy  não  pôde  ler  menor ,  que  o  menor  multi}4o  com- 
mum q  dos  dous  primeiros ,  pois  oue  íèndo  ^  múltiplo 
àn  ãyby  Cy  he  múltiplo  de  4,  e  b\  e  portanto,  oulie 
ffzTLq^  oa  í'!>Í5  como  acabamos  de  demoníbur.  Pe- 
la melma  razão  o  menor  múltiplo  commum  ^  dos  qaa« 
BTo  números á^yb^e^  d  ^  váo  pôde  fer  mencM- ,  que  o 
menor  múltiplo  conunum  q  dos  ties  primeiíos ,  eaílim 
fttcceffivameatev 

174  Efte  methodo  porém  de  deteimínar  o  meaof 
imitido  commiim  de  quaefquer  números,  áippofto  icja 
a  que  mais  naturalmente  íè  oferece  ,  e  o  mais  £kí1  de 
praticar  7  havendo  Taboadas  de  números ,  como  as  que 
índiçaoMis  (Numeio  153)  y  oom  tudo,  não  as  havoH 
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do  y  he  muitas  vezes  aílás  trabalfaoíb ,  e  por  tanto  nao 
deixará  de  &r  útil  fubftituir-lhe  em  íèmdhantes  circum- 
flajidas  outro  mais  conveniente ,  para  o  que  bailará  re» 
fleélínno6>  que  íèndo  os  números  £ímcnte  dous ,  om&- 
chodo  expoíto  íc  reduz  a  fupprímir  cm  hum  ddJes  to- 
dos osdivijfoi^  primos,  que  rorem  communs  a  ambos  9 
e  a  multiplicar  o  outro  pdos  dívifores  reftantes ;  o  que 
he  o  meimo  y  que  dividir  hum  dciles  por  todos  os  ditos 
divifores  communs  ,  e  multiplicar  depois  o  outro  pelo 
quociente  delta  divisão;  mas  como  o  maior  diviibrcooH 
mum  de  quaefquer  dous  números  ,  hc  (Numero  163  ) 
igual  ao  produâo  de  todos  os  feus  divifores  primos 
conununs ,  toda  efta  opei^açiio  pòdc  reduzir-iè  a  dividir 
hum  dos  números*  propoilos  pelo  maior  divifor  com<- 
mum  de  ambos ,  e  a  multiplicar  o  outro  pelo  quocien- 
te defla  divisâOi  Aílim  quetendo-fe  ,  por  exemplo  ,  o 
menor  múltiplo  commum  dos  números  84,  c  120  ,  he 
evidente,  oue  tanto  vale  reíblvei*  eftcs  dous  numeres  cm 
08  fcus  faoores  primos ,  efcrevendo  84  =  2.  !•  3. 7  :  c 
120  =  2. 2,  2. 3.  j ,  e  formar  depois  pela  n^ra  ocpot 
ta  em  o  (Numero  172)  o  produiílo  2«  2.  2.  7.  ^.  7 
=  840  :  oomo  fupprimir  cm  o  numero  84  os  nâoi» 
communs  2. 2 ,  e  3  ,  e  multiplicar  120  pelo  hãov  rei^ 
tanlie  7 :  coffio  diluir  o  numero  84  por  12 ,  oue  he  o 
maior  dinfor  oommum  de  84 ,  e  120 ,  e  multiplicar  120 
pelo  quociente  7  ,  pois  que  de  todos  eftes  modos  fe 
bbtem  igualmente  o  proouClo  840.  Logo  tj  todas  as 
M  vezes  que  fequizer  achar  omenw  nmitiplo  commum 
•f  de  doQS  números  quaeíquer  3,  b  deve  btifcar  o  íkn 
>»  mak^  divifor  commum  9  dividir  efieétivamence  por 
f »  elle  hum  dos  ditos  números  ^  e  multiplicar  o  outro 
h  pdo  quociente  deíla  drvislo.  pf 

Eàsí  negra  fe  pôde  dcmonArar  algebricamente  ,  té» 
pfdentMdo  por  4?  ,  e  ^  os  dous  numeias  propofios  : 
yer  M  o  fea  Haaior  divifor  coBumim  ^  por  i  o  valor 

de 
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de  — ,  e  por  b  o  valor  de  —  j  pois  que  então  feri  a 

=  m  ke  i  =  mbi  ecomo  o  menor  múltiplo  commum 
de  ^ ,  e  í  deve  fer  divifivcl  por  a ,  e  por  ^ ,  deve  tam- 
bém fer  divifivel  por  todos  os  divifores  de  ^ ,  e  de  ^ : 
logo  deve  fer  divilivel  por  a ,  por  & ,  oor  m ,  por  k ,  e 
por  by  mas  de  todos  os  números  diviuveis  por  ^,  eí; 
ifto  he  5  de  todos  os  múltiplos  coramuns  de  ^ ,  e  jk ,  o 
menor  he  kb  (Numero  171 )  por  ferem  k  y  e  b  núme- 
ros entre  li  primos  :  logo  o  menor  múltiplo  commum 
de  ^  ,  e  de  ^  não  pôde  fer  menor  que  kb  i  mas  kb 
rr  mbk  i  e  mbk  he  multiolo  commum  de  wJk  ,  e  mb  , 
ou  de  ^  ,  e  de  ^  :  logo  kb  he  o  menor  múltiplo  com- 
mum de  tf ,  e  de  í ,  e  como  kb  zn  -^ .  b  ^  que  he  julr 

tamente  o  que  fe  aífirma  na  regra  acima  expofta  ^  fe* 
gue-fe ,  que  ella  he  com  efièito  verdadeira. 

ijj  Se  os  números,  cujo  menor  múltiplo  commum 
fe  pertender  ,  fbiem  maiis  de  dous  j  ifto  he ,  fc  forem 
ãy  by  Cy  &c.  então  determine-fe  pela  regra  precedente 
o  menor  múltiplo  commum  de  ^ ,  e  ^  ,  c  fupponhamos 
que  elle  feja  p  \  e  como  o  menor  múltiplo  commum  de 
a y  e  by  ec  não  pôde  fer  menor  que p  ( Numero  173) , 
e  de  necellidade  ha  de  fer  múltiplo  de  p  i  bulque-fe  pda 
mefma  regra  o  menor  múltiplo  commum  de />,  e  der, 
e  eftc  fera  o  menor  múltiplo  commum  dos  taes  niune- 
Tos  ãy  by  c.  Aílim  femelhantementc  fe  difcorrerá  fendo 
os  números  mais  de  três  y  e  daqui  concluiremos  y  que  a 
legra  geral  para  deteiminar  o  menor  múltiplo  commum 
de  quaefquer  números  y  fe  reduz  yy  a  bufear  pela  appli- 
99  cação  fucceífiva  da  regia  expofta  (Numero  172): 
»  i.o  O  menor  múltiplo  commum  dos  dous  primeiros: 
99  1."^  O  menor  múltiplo  commum  do  numero  achado 
99  por  efta  operação  y  e  do  terceiro  dos  números  pro- 
f$  poftos :  3.^  O  menor  múltiplo  commum  do  numero 
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j>  achado  por  efta  fegunda  operação  ,  e  do  quarto  dos 
99  números  propoftos ,  e  aílim  fucceflivamcnte.  99  O  nu-» 
mero  gue  íe  achar  pela  ultima  operação  fcrá  o  menor 
múltiplo  commura  de  todos  os  números  propoftos. 

Querendo-íè  por  efta  regra  achar  o  menor  múltiplo 
commum  dos  números  15 ,  18  ,  e  40  ,  bufcaremos  o 
maior  diviíòr  commum  dos  números  ly,  e  18  ,  o  qual 
he  3  :  por  elle  dividiremos  o  numero  15*  j  e  pelo  feu 
Quociente  5'  multiplicaremos  o  numero  18  ,  o  que  nos 
aará  o  produâo  90.  Depois  buícarcmosi  o  maior  divi- 
Ibr  de  40,  e  90,  o  qual  acharemos  ler  10,  e  dividin- 
do 40  por  10  i  pelo  leu  quociente  4  multiplicaremos  o 
numero  90,  e  teremos  360,  o  qual  fera  o  menor  múl- 
tiplo commum  dos  números  propoftos  15,  18,  640, 
como  já  vimos. 

Dos  Quebrados  em  geral. 

\j6  ]^r  O^s  já  moftrámos  (  Numero  73)  comO 
x\l  a  ncceílidade  de  faber  calcular  as  quanti- 
dades mais  pequenas  do  que  a  unidade  y  naícco  da  ope- 
ração de  dividir  ;  e  aílim  a  primeira  ,  e  mais  natural 
idéa ,  que  podemos  formar  dos  quebrados ,  he  coníide- 
rando-os  como  quocientes  de  divisões ,  em  que  os  divi- 
dendos são  reprefentados  por  números  menores  do  que 
os  divilbres.  E  com  efFcito  he  claro  ,  que  havendo  de 
dividir  y  por  exemplo  y  duas  unidades  em  três  partes 
ipiaes  ,  o  quociente  deve  ler  menor  do  que  hpmauni- 
tode  ;  ifto  he  ,  deve  fer  hum  quebrada  E  como  paia 
formar  jufto  conceito  da  fua  grandeza ,  he  neceflario  at- 
tender  ao  mefmo  tempo  aos  dous  nuineros  2,63,  quç 
reprcfentão  o  dividenao ,  e  o  dlvilbr ,  convcio-fe  em  ex- 
primir o  quebrado  dcfta  maneira  -  j  cfcrevendò  o  divi-^ 

for  por  baixo  do  dividendo,  damçfina  forte  que  prati- 
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cimos  (  Natnero  15'!  )  ,  para  indicar  o  quociente  das 
quantidades  algébricas. 

177  Mas  fe  iie  evidente  ,  que  nós  podemos  dlíbi- 
buir,  por  exemplo,  duas  unidades  em  três  partes  iguaes, 
ou  geralmente  qualquer  numcio  de  unidades  em  qual^ 
quer  numero  de  partes  iguaes ;  não  he  menos ,  que  efta 
mefma  operação  iè  pódc  praticar  em  cada  fauma  das  di- 
tas unidades  &panidamente  ,  e  que  praticando-fe  com 
efeito  nas  duas  do  exemplo  de  que  nos  íervimos ,  eilas 
ficaráô  reduzidas  a  íeis  partes  iguaes  i  donde  k  fegue  y 
que  tomando  duas  deAas ,  iè  terá  a  tei-ça  parte  de  todas 
íeis,  ou  a  terça  parte  das  duas  unidades,  que  ellas  coní^ 

tituem.  Logo  o  quebrado  ^  pôde  confiderar-lè  igualmen- 
te ,  como  fendo  a  terça  parte  de  duas  unidades ,  ou  co- 
mo duas  terças  partes  de  huma  fó  unidade. 

178  Efte  iègundo  modo  de  coníidersur  os  quebrados  ^^ 
que ,  como  acabamos  de  demonftrar ,  não  ditere  eíTen- 
daimènte  do  primeiro  ,  hc  o  que  indicamos  (  Nume- 
ro 10)  >  dizendo,  que  para  avaliar  amndeza  das  quan- 
tidades mais  pequenas  do  que  a  uni^de  ,  cfta  íè  pre- 
cita confíderar  dividida  em  tantas  partes  iguaes ,  quan- 
tas baâem ,  para  que  a  grandeza  aas  ditas  quantidades 
fepofla  fempre exprimir,  declarando  quantas  deílas  par- 
te^ ndlas  fe  contém ,.  o  que,  riçorofamentc  fatiando ,  (e 
i^uz  a  buícar  huma  nova  unidade  ,  mais  pequena  do 
ouc  a  primeira ,  que  contendo-fc  nelta  hum  numero  exa- 
6:0  de  rezes,  fecontenha  também  exaâamentc  naquan^ 
tidade  menor ,.  otja  grandeza  íe  jpertender  por  ella  ava-^ 
l^ar ,  para  aflkn  íe  poder  exprimir  por  meio  defta  nova 
unidade,  tanto  a  gnuideza  aa  unidade  primitiva  ^  como 
Jk  grandeza  4o  quebrado^ 

Ora  cfta  nova  unidade  >  a  que  chamaremos  Unidade 
fracsioftaria  ,  íèrá  tanto  mais  pequena  ,  quanto  maior 
%m  o  mmíSfo  das  v<zes  %  que  eUa  iè  contiver  na  unids^ 

dfe 
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dc  Drimitiva  a  quem  deve  referir-fe  j  c  como  pcío  que 
acabamos  de  di2cr  ,  ie  ré  oue  ella  i»o  he  mais  que  o 

rxicnic  da  divnâo  da  melma  unidade  primitiva ,  p^ 
numero  das  veze» ,  que  efta  em  fi  a  contém  v  nós  a 
exprimiremos  da  meíma  íbrte  ,  que  conviemos  em  re« 
prefentar  os  quocientes  das  outras  divisões ,  onde  os  di- 
viíòres  são  expiríTados  por  números  maiores  do  que  os 
dividendos.  Ânlm  íè  a  repreíèntar  o  numero  das  vezes  y 
que  a  unidade  primitiva  contiver  a  unidade  fracionariat 

eíb  fera  repreièntada  por  i  • 

Ora  como  a  pôde  repreíentar  qualquer  numero  in- 
teiro maior  que  i  ,  íubíhtuindo  por  a  íiicceflivamente 
todos  os  termos  da  ferie  dos  números  naturaes  9  i  ex^ 
cep(^o  do  primeiro  ,  veremos  que  todas  as  unidades 
fraccionarias ,  que  &  podem  imaginar^  coníHtuem  a  fe* 
gointe  íèrie: 

*  '  3  '  4  '  y  ^  6  '  7  '  8  ^  9  ^  10^  IX '12  ^^' 

170  Os  primeiros  lète  termos  deíla  ferie  fè  prtH 
nundao  pda  lua  ordem  fucceífiva  ,  da  maneira  iè|^in* 
te :  ium  meio  \  bum  terço  ;  bum  quarto  \  bum  qmnto  \ 
bumfextoy  bumfetima^  bum  oitavo.  Os  outros  poréns 
iè  lem  pronunciando  primeiro  bum^  e  depois  o  numeiO 
que  eflá  debaixo  da  linha  tranfverfal  y  accrefcentando4htf 
fempre  a  dic^o  dvos. 

Afllm  para  ler  o  oitavo  termo  ^ ,  diremos  bum  no^ 

ve  dvos  :  para  lermos  o  nono  termo  ^^  >  diremos  butii 

dez  dvos\  e  aíEm  íucceflivamente. 

280  Deita  no<^o  da  unidade  fraccionaria  ie  fegue» 
me  hum^  numero  fracdonaxio  .  ou  huma  fracção  ^  nãò 

Ru  he 
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he  oufra  coufa  mais  do  que  hum  aggrcgado  de  tantas 
unidades  fraccionarias^  quantas  sao  as  unidades  do  nu- 
mero ,  que  fe  efcreve  por  fima  da  linha  tranfverfal  v  e 
cuja  grandeza  fe  reconhece  pelo  numero  ,  que  fe  efcre- 
ve por  baixo  da  dita  linha.  Affim  •^  não  quer  dizer  ou- 
tra coufa  fenão  o  aggregado*deíres  unidades  fracciona- 
rias ,  cada  huma  das  quaes  he  a  quarta  parte  da  unida- 
de primitiva. 

i8i  Os  dous  números,  pelos  quaes  aualqucr  que- 
brado fe  reprefcnta  ,  fe  chamao  os  feus  dous  termos  ; 
porém  cada  hum  deUes  tem  também  o  feu  nome  parti- 
cular. O  que  fe  efcreve  por  fima  da  linha  tranfverfal , 
chama-fe  Numerador  j  por  iífo  que  denota  de  quantas 
unidades  fraccionarias  fe  comp6e  a  fracção  i  e  o  que  fe 
efcreve  por  baixo  da  linlia  ,  chama-fe  Denominador , 
por  iíTo  que  determina  a  denominação  ,  e  grandeza  âe 
cada  huma  deffas  unidades.  Quando  fe  falia  de  mais  de 
hum  quebrado  ,  os  feus  numeradores ,  ou  feus  denomi- 
nadores confiderados  fimultaneamentc  ,  fe  chamao  ter- 
mos homólogos  y  ou  homogéneos ;  c  os  numeradores  de  huns 
comparados  com  os  denominadores  dos  outros,  fe  cha- 
mao termos  heterogéneos. 

Deitas  definições  ,  e  do  que  diíTemos  em  o  numero 
antecedente ,  fc  feguc ,  que  o  maior  de  dous  quebrados 
que  tem  o  mcfmo  numerador  ,  he  aquelle  que  tem  me- 
nor denominador  ;  c  que  o  maior  de  dous  quebrados , 
que  tem  o  mefmo  denominador  ,  he  o  que  tem  maior 
numerador. 

182  Quando  as  quantidades,  em  vez  de  fe  acharem 
rçprefentadas  por  números ,  fe  achão  reprefentadas  alge- 
bricamente, então  fiippofto  nada  poílà  determinar  fe  nu- 
ma exprefsão  tal  como  f,  ou  73^,  &c.  indica  huma 

fracção,  hum  numero  inteiío  ,  ou  hum  numero  fraccio- 
na- 


DE   ArITHMETICA   UlTIVERSAL.        IZJ 

nano :  com  tudo ,  como  a  divisão  algébrica ,  que  femc- 
Ihantes  exprefsôcs  reprcfcntão  ,  lè  não  pôde  effeiíuar, 
de  maneira  ,  que  fe  poffa  obter  hum  quociente  fcm  íèr 
debaixo  da  fôrma  fraccionaria  i  nós  lhe  chamaremos  hu- 
ma  fi*accâo  algébrica  ,  c  por  confequcncia  chamaremos 
numeraaores  ás  quantidades ,  auc  eftivcrem  por  lima  da 
linha  tranfverfal ,  c  denonnnaaores  ás  que  eftiverem  de- 
baixo. 

Propriedades  dês  Números  ,  repref enfados  em  forma 
fraccionaria. 

183     A   Exprcfáo  \  indicando  (Niunero  103)  o 

^  ^  quociente  da  divisão  de  a  por  h ;  e poden- 
do efte  ler  hum  numero  inteiro,  quebrado  ,  ou  fraccio- 
nario ,  nos  moftra ,  que  também  os  números  inteiros ,  e 
os  fraccionarios  fc  podem  reprefentar  emfórma  de  que- 
brados. E  com  eíFeito  cfta  cxprefsão  -2   pôde    vâo    fó 

confiderar-fe  como  quociente  dcií,  dividido  pori;  mas 
também  (Numero  180)  todas  as  vezes  que  ^,  e  *  re- 
prefentarem  numaos  inteiros ,  como  hum  aggregado  de 

tantas  unidades  fraccionarias  y  ,  quantas  são  as  unida- 
des do  numero  ^ij  ehe  evidente,  que  qualquei'  que  feja 
a  grandeza  da  imidade  fraccionaria  y ,  fe  for  ^  <  ^, 

Terá  J-  <  I  i  fe  for  a  —  h^  fcrá  |  =  i  ;  e  fe  for  a 
>  ^,  ifto  he,  fe  for  ^  =  »*  -H  fe  ,  fendo  n  hum  nu- 
mero inteiro  politivo  qualquer,  efe  também  hum  nume- 
ro  inteiro  politivo  <  í ,  ou  o,  fera  -j  =  — f— ,  ou 

(Nu- 
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( Numero  ijTi)  7=»-H  j-,  quantidade  que  íêrá  hum 

BUinero  inteiío  pofitívo  todas  as  vezes  que  for  jfe  =  o ,  de 
hum  minpetofracckmarío  em  todos  os  ontros^afos.  Sendo  > 
por  exewflOy  ^ís:8;  íèfor  «mi,  ck:ziQ^íaia~S, 

epor  coníeqoencia  jn-gzrij  íe  for  nz=:iye  fcri  3 , 
fera  i7=:z.8jH  3  =  19  je  f=^  =  z-H  f  íou=  2  f  í 
le  for  «=5,  e  ftiro,  fera  ^  =  5.  8=40;  e  i  r=  ili 

184  Dac^ui  podemos  concluir  :  i.^^  Que  toda  a  ez- 
prefsâo  fraccionaria  ,  aijo  numerador  for  menor  que  o 
denominador  ^rq)rerenta  num  quebrado  próprio :  2.^  Que 
toda  aexpreísão  fraccionaria,  cu^  numerador  for  maior 
que  o  denominador,  reprefentará  hum  numero  inteiro, 
ou  fraccionario  inteiro,  quando  o  numerador  for  múlti- 
plo do  denominador ,  e  fraccionario  em  todos  os  outios 
cafos  :  3.0  Que  para  extrahir  os  números  inteiros,  que 
iicftas  exprefsfies  fe  inciuem  ,  fe  deve  dividir  efícélira* 
mente  o  numerador  pelo  denominador ,  efcrevendo  o 
quociente  na  forma  que  diílemos  (  Numero  1 51 ) ,  e  re* 
ciprocamentc,  que  para  converter  hum  niunero  íraccio- 
nario  ,  ou  hum  numero  inteiro  cm  fónna  de  quebrado, 
fe  deve  multiplicar  o  inteiro  pdo  denominador  da  frãc- 
^ ,  que  o  acompanha  >  fendo  numero  fraccionario  j  ou 
pelo  denominador,  que  fe  lhe  pertende  dar,  fendo  u^ 
teiro ;  fommar  cfte  produâo  com  o  numerador  da  frac- 
<^o  no  primeiro  caio ,  e  dar  á  fomma  que  daqui  reful- 
far  o  meíino  denominador  por  quem  iê  mídtiplicou. 

AíEm  n^  -y  lè  converte  em  ^^-^j^i  ei  y  fe  co»- 

vate  em  j- .  Db  melmo  modo  fe  reduzem  os  números 

in* 
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ifltttros  á  fórma  de  quebrados  ,  multiplica  ndo-os  pdo 
dcoominador ,  que  íè  lhe  peitende  dar  :  querendo,  por 
exemplo ,  reduzir  ^  a  fauma  exprefsao  fracxrionaria ,  €U^ 
jo  dmomifiador  íqa  8  ^  íè  muitiplicasá  ;  por  S  ,  e  le 

cfcreverá  j-. 

185  Do  que  diflemos  (Numero  144) ^  dcmonílraiH 
do  que  -^  =  -y  ,  fe  conclue ,  que  quando  os  dous  ter- 
mos de  qualauer  quebrado  ie  multiplicao  ,  ou  dliridcm 
por  hum  meímo  numero  >  o  ouebrado  fuppoíto  muda 
de  expreí^o,  não  muda  de  valor  >  e  por  tanto  todos  o» 
lermos  defia  íèiic  de  queixados 

Lá.     ^     1^    12,    Ul    lá     lá    —     ^  Str 
3'  6^   9'  12'  is'  18'  21^  M^  X7^  30^^- 

ícrao  igiiacs  y  pois  que  he 

4_2X2     6^_2X3     j^^^X4    jfO_^Xr  ^ 

6"   3x2*^9    3x3'"    3x4' ly    3X5 

iflo  he  9  porque  todos  dles  fe  formão  ,  multiplicando 

lucceíllvamente  os  dous  termos  do  quebrado  Í     pelos 

lermos  íucceíEvos  da  ferie  dos  números  nacuraes.  Daqui 
íe  íègue  também  y  (jue  hum  mefino  quebrado  admkte 
infinitas  exprefsòcs  diflèrentes  i  e  tanto  mais  compoftas 
quanto  maior  he  o  numero  y  pelo  qual  os  íèus  dous  ter* 
mos  íe  muttiplicao. 

186  Ora  alfim  conno  das  espiefities  mais  fimplioer 
de  hum  qud)rado  fe  paíla  para  as  mais  a>mpofta&> 
multiplicando  os  íeus  dous  tcnnos  por.  hum  meímo  nu- 
mero, o  oual  fica  fendo  £iâor  commum  de  hum  >  eou^ 
«o  ^  íè  pode  reciprocamente  paíFar  das  mak  compoítas 
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para  as  mais  íimplices  ,  dividindo  os  ícus  dous  teimos 
por  hum  mefmo  numero  ,  que  feja  iàélor  commum  de 
num  ,  e  outro  ;  e  como  o  maior  diviíbr  commum  de 
dous  quaefquer  números  ,  he  (Numero  163)  o  produ- 
(ílo  de  todos  os  íèus  dívifores  primos  ;  legue-íè ,  que  di- 
vidindo os  dous  termos  de  hum  quebrado  pelo  ícu  maior 
divifor  commum  ,  elle  ficará  reduzido  á  exprcfsão  mais 
íimpies  i  pois  que  os  feus  dous  termos ,  ficando  números 
entre  fi  primos,  láo  admittem  mais  diviíbr  algum  com- 
mum, por  quem  pofsâo  fer  divididos.  Aflim,  por  exem- 
plo ,  a  fracçío  ~^  fe  reduz  a  -j- ,  dividindo  os  feus  dous 

termos  pelo  feu  maior  divifor  commum  427  ;  e  neíte 
eílado  íè  acha  reduzido  á  fua  exprefsão  mais  íimples, 

187  Efta  (implificac^o  tem  igualmente  War  nas 
fracções  litteraes ;  pois  oue  femelhantêmente  os  léus  ter- 
mos fe  compõe  pela  multiplicação ,  e  íe  íimplificao  pe- 
la divisão;  pelo  que,  para  reduzirmos  huma  fracçío lit- 
teral  á  fua  expreísao  mais  íimpies ,  dividiremos  os  feus 
dous  termos  pelo  mais  compofto  diviíbr  commum ,  que 
entre  elles  houver.   AíTun  para  reduzirmos  á  exprefsáo 

mais  íimpies  ,  a  fracção  — ''^  ~''^~''   9  bufca* 

remos  (Numero  169)  o  ícu  mais  compofto  diviíbr  com- 
mum ,  que  acharemos  íèr  ^v^  —  a^  yC  dividindo  por  el- 
le efíèftivamente  os  íèus  dous  termos  ,  teremos  a  írac- 

çao  reduzida     ^        a'  >  ^  qual  não  admitte  mais  fim- 

plificação  algiuna.  No  que  houvermos  de  dizer  daqui 
em  diante  a  refpeito  dos  quebrados ,  os  coníiderarcmos 
reduzidos  á  fua  exprefsão  mais  íimpies  ,  todas  as  vezes 
que  não  advertirmos  o  contrario. 

188  A  propriedade  geral ,  oue  tem  os  quebrados, 
de  não  mudarem  de  valor,  quando  os  íèus  dous  termos 
femultiplicao  pgrhum  meímomunero^  moílra  que  ^uoi 

mcí?* 
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mefroo  quebrado  pode  fer  exaftamente  reprefentado  por 
dilfêrentes  unidades  fraccionarias  ,  e  ao  mefroo  tempo 
nos  facilita  o  meio  de  podermos  comparar  entre  fi  os 
Quebrados  ,  que  fe  referem  a  divcrfas  deitas  unidades  ^ 
razendo  primeiro  que  elíes  le  rcfirao  a  liuma  melina  i 
ifto  he,  reduzindo-os  primeiro  ao  mefmo  denominador* 
189  Qualquci-  que  íèja  o  numero,  pelo  qual  fc mul- 
tipliquem os  oous  termos  de  hum  quebrado,  he  eviden- 
te ,  que  o  feu  novo  denominador  fica  íèndo  múltiplo  do 
primitivo  i  e  allim  para  reduzir  quaefquer  quebrados  ao 
raefino  denominador  ,  he  precilo  achar  hum  numero, 
Gue  leja  múltiplo  commum  de  todos  os  feus  denomina- 
dores ;  e  como  o  produfto  de  quaefquer  números  he 
neceflariamcnte  (Numero  171 )  múltiplo  de  todos  elles, 
fegue-íè  >>  que  para  reduzir  quaefquer  quebrados  á  mef- 
>9  ma  denominado  ,  bafta  multiplicar  os  dous  termos 
yy  de  cada  hum  pelo  produfto  aos  denominadores  de 
9j  todos  os  outros  j  pois  que  defta  íbrte  fícaráõ  todos 
yy  tendo  por  denominador  o  produfto  de  todos  os  do* 

>>  Dominadores.  í>  Allim  fe  quizermos  reduzir  ^  e  y  i 

mefma  denominado  ,  multiplicaiemos  os  dous  termos 
3,04  do  primeiío  quebrado  pdo  denominador  7  do 

fegundo,  e  teremos  ^=  -  ;  e  femelhantemente  multi- 
plicaremos os  dous  termos  5'  ,  e  7  do  fegundo  que- 
brado   pelo  denominador  4  do  primeiro  ,   e  teremos 

íi  — i  .  Da  mefma  forte  fe  quizermos  reduzir  ámeíina 

denominação  os  quebrados  -  ,  ^  ,  e  ^  ,  multiplicai* 

do  os  dous  termos  2 ,  e  3  do  primeiro  por  35"  ,  pro- 
du<flo   dos  denominadores  dos  outros  dous  ,  teremos 

^  =  -^ ,  multiplicando  os  dous  termos  4,  e  5'  do  fe- 

S  gufl- 
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gundo  por  21  ,  produdo  dos  denominadores  dos  ou- 
tros dous ,  teremos  ^  =  ^ ;  e  multiplicando  finalmen- 
te os  dous  termos  6^  e  7  do  ultimo  quebrado  por  15*, 
produdlo  dos  denominadores  dos  outros  ,  teremos  — 

=  -  .  Em  geral,  fc  os  quebrados  forem  f ,  e-j  ,  mul- 
tiplicando os  dous  termos  de  cada  hum  pdo  denomi- 
nador do  outro,  teremos  jj-=  ^  j  e  j^  =  j .  Se  forem 

y  i  2* ;  e  -•  ,  multiplicando  os  dous  termos  de  cada 

hum  pelo  produAo  dos  denominadores  dos  outros ,  te- 

íemos^—  i,  Jj=  7;e  ^  =  -J  •  Eaffim  femell^aa- 

temente  em  todos  a&  outros  cafos. 

190  Eíla  regra  porém  fuppofta  íeja  íèmpre  verda- 
deira, nem^  íèmpre  reduz  os  quebrados  áexprefsad  mais 
fimples,  que  he  compativel  ,  com  a  condiçío  de  tei-em 
todos  hum  denominador  commum ;  por  quanto  baftan- 
do  para  fatisfazer  a  dfca  condi<^o,.  que  onoro  denomi- 
nador íeja  múltiplo  commum  de  tocios  os  denominada 
res  primitivos ;  o  mais  fimples  denominador  commum , 
quç  os  quebrados  podem  ter,  he  O  menor  múltiplo  com- 
mum de  todos  os  feus  primitivos  denominacfoi-es.  Ora 
o  denominador  commum,  que  pela  regra  fe  obtém,,  hc 
o  produclo  de  todos  os  primitivos  denominadores  dos 
quebrados  propoftos ;  o  qual  fuppofío  feia  ferapre  mui- 
uplo  de  todos  elles,  nem  kxsvprc  he  (Num^os  i7i,e 
172  )  o  Fqu  menor  múltiplo  commum.  Por  tanto  «  fc 
«  quiaermos  reduzir  quaeíquer  qu^rados  ao  feu  mini- 
n  aio  denominador  cjommum  ,  bufcaremos  primeiro 
**|NWneros  174  175)  o  menor  múltiplo  commum 
n.  dQ:t.odp5  os  fçus  deiíominadores  j  dividiremos  efte  foo 

>*ccf- 
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1»  ceíEvamente  por  cada  hum  dos  ditos  deooniinadores  i 
99  efcreveremos  o  quociente  de  cada  huitia  deftas  divi- 
99  s6es  debaixo  do  quebrado ,  cujo  numerador  tiver  fer- 
»  vido  nella  de  diviíbr,  e  multiplicaremos  depois  onu- 
9>  mer^or  de  cada  Quebrado  pelo  numero  que  dcbai* 
w  xo  dellc  fe  achar  elcrito.  Os  produílos  que  affim  fe 
>>  obtiverem  ièrao  os  novos  numeradores  ,  e  o  menor 
w  múltiplo  commum  dos  denominadores  fera  o  deno* 
>9  minaaor  commum.  >9  AíEm  querendo  reduzir  ao  mí- 
nimo denominador  commum  os  quebrados  -^  ;  j*  >  ^  i^^ 
^ ,  procuraremos  primeiro  o  menor  múltiplo  commum 

de  todos  os  denominadores ,  o  qual  acharemos  (  Nume- 
ro  175  )  fer  72,  Efcreveremos  todos  os  quebrados  pro- 
poftos  em  huma  meíina  linha 


1. 

4'  : 

h 

13 

li 

36 

i8i 

11  i 

3i 

2 

5*4. 
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39 

7*' 

6i 
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e  dividindo  o  numero  achado  72  por  cada  hum  dos 
denominadores  dos  mefmos  quebrados  ,  efcreveremos 
debaixo  de  cada  hum  delies  o  leu  quociente  reíj)edlivo  i 
e  multiplicando  finalmente  o  numerador  de  cada  hum 
dos  termos  da  ferie  fuperior  pelo  termo  correfponden- 
te  da  ferie  inferior  ,  acharemos  os  produélos  54 ,  60 , 
39 ,  e  62  ,  que  femo  os  numeradores  das  novas  frac- 
ções, as  quaes  terão  todas  por  denominador  commum 
o  numa'o  72  i  e  fcrao  iguaes  ás  propoftas :  pois  que  he 
II  —  iií^  .  Í2  —  1l"  .  11  —  IH  .  ^  £i-  —  L!:f    Em 

7a  —  ^iZ  '   72    —  6.1a  ^  72    —  24,}  >    ^  7a   ~  j6.2  • 

S  ii  ge- 
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geral  fe  as  fracções  propoftas  forem  ^i  77J  ^i  ^^ 

terminando  o  menor  múltiplo  commum  cdg  de  todos 
os  denominadores  ,*  e  praticando  a  regra  expofta ,  acha- 
remos que  eftas  fe  reduzem  a^  =  íjií^  =  ^i  ^ 

Da  Samma  ãos  Quebrados. 

191  /^^Omo  a  operação  defommar  conlifte  (Nu- 
V^  mero  27  )  em  reprefentar  por  hum  fó  nu- 
mero o  valor  total  de  muitos  números  ;  e  hum  fó  nu- 
mero não  pôde  referir-fe  fenão  a  liuma  fô  unidade  i  pa- 
ra podermos  iònmiar  dous  ,  ou  mais  quebrados  ,  krâ 
precifo  que  todos  eiles  fe  refirao  á  mefma  unidade  frac- 
cionaria ,  e  por  confequencia ,  que  todos  tenhao  o  mef- 
mo  denominador.  Enrâo  como  os  feus  numeradores  são 
quem  declara  o  numero  de  unidades  fraccionarias  ,  de 
que  confta  cada  quebrado  ,  a  fomma  de  todos  elles  ex- 
primirá o  numero  total  das  unidades  fraccionarias  y  que 
nos  (juebrados  propoftos  lè  contiverem  \  c  como  o  de- 
nominador Cjommum  he  quem  exprime  a  grandeza  de 
cada  huma  delias ,  efte  deve  também  fer  o  denominador 
da  fua  íbmma^  Daaui  íè  íègue.  nr  que  para  ter  a  £)mma 
»  de  quaeííjuer  queDrados  ^  depois  de  os  reduzir  á  meí^ 
>>.ma.  denominação,  fe  devem  Ibmmar  todos  os  feus  nu- 
^>  meradores. ,  e  dar  a  efta  fonuna  por  denominador  o 
99  denominador  commum  dos  meímos  quebrados.  99  Af- 

fim  acharemos,  que  -^  +  ~  =  ~:  Que  2.-+-  -=:— 
-4-if(Nivraero  189)  =  2i=i  1.  :  Que  J  -h  ^  -H 
^  ==  I?  ■*-  í7  "^  jT  (Numero I90>=  -j^  =  »  ^  ^ 
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c  da  mefma  forte  que  j^  4-  y—-^  =  -^—^  ,  e  que  ^ 

192  Efta  mefma  regra  lè  pode  applicar  aos  nume- 
H)s  fi'accionarios ,  reduzindo-os  primeiro  á  fórma  de  que- 
brados ;  porém  fera  melhor  fommar  a  paite  os  inteiros , 
e  os  quebrados ,  e  juntar  depois  eílas  duas  ibmmas.  Af- 

fim  para  Ibomiar  y  ^  com  7  ^ ,  fommarcmos  á  parte 

os  quebrados  i ,  e  p  o  que  nos  dará  J^,  ou  i  ^;  e 
fommando  também  os  inteiros  J  >  e  7  ,  o  que  nos  da- 
rá iz,  juntaremos  eftas  duas  fommas,  e  teremos  j  — 

+  7  |ou5r+  Í4-7-h2.  =  i2-lri^=  12-H  i-t- 

Sendo  porém  algebraicas  as  quantidades  fracciona- 
rias y  feri  muitas  vezes  melhor  reduzillas  primeiro  á  fór- 
ma dequebrados^,  efómfnalfes  pela  regra  expoíb  (Nu- 
mero 191 )  para  a  fonuna  das  fiacções.  Se  quizermos 

fommar,  por  exemplo,  a ^^  com  h í —  ; 

leduzindo  cada  huma  deíbs quantidades  (Numero  184) 

á  fórma  de  fracção,,  teremos  a  — -—-  =.fl^i?ie 

i  — íl-  z=.  — íí—  1  e  fòmmandoa  terçmos  a ^^ 

t^y       «4-»  »-*-» 

-I-  ^ »L  =Z^^.  -4-=  -^  ;  eiprcfsâo 

mais  limples  do  que  a  +  A—  ^-2íL±l-N  ^  a  qual  he 
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juftamente  a  cjuc  fe  teria  pela  regra  cxpofta  para  a  fonw 
ma  das  quantidades  fraccionarias  numéricas. 

Da  fubtracçõo  dos  Quebrados. 

Ip3  \y  Ara  fubtrahír  hum  mjebrado  de  outro,  de 
Jl  maneira  que  afua  dinx^rença  fique  neprelèn- 
tada  por  hum  fó  numero  ,  be  abfolutamente  neceíTarío  y 
bem  como  para  íbmmallos  j  que  os  quebrados  propoítos 
fe  reíirao  todos  á  mefma  unidade  fraccionaria  \  pois  que 
então  a  diãêrenqa  dos  feus  numeradores ,  tendo  por  de- 
nominador o  denominador  commum  ,  moftrará  qiiantas 
das  unidades  fraccionarias  ,  a  que  ambos  fe  relerem , 
tem  o  maior  deexceflb  Ibbre  o  menor;  pelo  que  yy  Pa- 
59  ra  diminuir  hum  quebrado  de  outro,  íerápreciib,  de- 
yj  pois  de  os  ter  reduzidos  á  mefma  denominação ,  to* 
>9  mar  a  diiFer»ça  dos  feus  numeradores ,  e  dar-lhe  por 
9y  denominador  o  denominador  commum  de  ambos  os 

9»  quebrados.  »  Aífim  acharemos ,  Que  ^  —  -i  =  ^ , 

Que  i--\=  21  _i-(Numero  190)  =  ij-.  E  em 

geral  que -^? 1- :=:  ^JpLtL  ^ÍLíLZll - 


3 


194  Havendo  de  tirar  hum  quebrado  de  hum  nu- 
mero inteii'o,  íepararemos  defte  huma  unidade,  que  re- 
duziremos á  denominação  do  quebrado  ;  c  ao  numero 
inteiro  que  reftar  depois  da  íèparação  da  unidade,  jun- 
taremos a  difièrença  que  houver  entre  eíla,  e  o  quebra- 
do propofto.  Aífim  querendo  tirar  y  de  7 ,  Íepararemos 

do  mimero  7  huma  unidade  ^  que  reduziremos  a  fór- 

ma 
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ma  ^ )  e  tirando  de  i  o  quebrado  j- ,  ao  numero  6  jun-  ' 

taremos  |-,  refto  da  diminuição  ,  e  teremos  que  a  dif- 

ferença  entre  7>e|he6|-,  e  com  elFeito  he  7  =  6 

+  y ;  e  por  confequencia  7— |-=z:64-  j-  —  i  = 

6  •+- 1"  ou  6  l" .  Se  o  numero  a  diminuir  de  hum  intei- 
ro ,  em  vez  de  fer  quebrado  próprio  for  fraccícHiario , 
então  ièpararemos  do  inteiro  buma  unidade,  que  redu- 
ziremos a  denominação  do  quebrado  incluíò  em  o  nu- 
mero iraccionario  propofto ,  e  aílim  ficará  o  inteiío  re- 
duzido também  a  fórma  fraccionaria  ,  pdo  que  facil- 
mente coníèguiremos  o  refto  procurado ,  aclianao  fuccef^ 
fvamente  as  diffcrenças  entre  os  inteiros,  e  entre  os  que» 
brados,  que  formão  osdous  números  firaccionaiios.  Ex-^ 

emplo.i  HavendO'  de  tirar  z  •^.  de  7 ,.  Ièpararemos  do  mi-- 

mera  7  huma  unidadt;  ^  que  reduziremos  a  ^  ,  ficanda 

aíTun  o  numero  7  reduzido  á  forma  fraccionaria  6  ^  • 

j 
agcN-a  achando  que  a  diflèrença  entre  ^  >  e  2  he  4  ,  ^ 

que  entre  L^c  ihe  ^,  diremos,  que  6  -  menos 2  X 
cquivalâ  a  4  - .  E  com  elleito  hc  7  —  2  i-zr  6  -f-  ^ 

—  2  ^=6  —2  4-  ^'— i=r4-+-  -  ou  4  -- 

195^    Para  fubtiahir  hum  numero  fi^ccionario  de  ou- 
tro fi^iecionario  ,  íiippoflo  que  efta  operat^e  fe  poíTa 
excacutar  pda  regra  expofta  (rTumero  193)  para  afub- 
trac^  das  frac^Óes  ^  reduzindo  pdmciro  os  ditos  nu- 
me- 
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meros  a  forma  de  quebrados  ,  com  tiido  fera  iêmpre 
mais  fimples  tomar  á  parte  a  differença  dos  quebrados , 
e  a  ditFcrença  dos  inteiros,  e  juntar  a  primeira  áíègim- 
da  ,  ou  fubtrahilla  da  fegunda  ,  conforme  o  quebrado 
que  entrar  em  o  numero  fraccionai  io  maior  for  maior , 
ou  menor  que  o  quebrado  ,   que  entrar  em  o  numero 

fraccionario  menor.  Aflim  fe  de  7  -  quizermos  tirar  j  ^ 

á  differença  2  dos  números  inteiros ,  juntaremos  a  diífe- 

rença-^dos  quebrados  i»  e  2. ,  e  teremos,  que  a  difiê- 

renja  entie  os  números  propoftos  íerá  2  ^  ,  c  com  en- 
feito lie  7  J-5'  7=7+7  -5'  7=7  -  ^-H 
4r  —  —  rz2-h-;^  =  0U2-~.  Mas  íèquizeíTenios  ti- 
rar  j  -  de7  |-,  então  como  7  <  7  da  differença  2  dos 
números  inteiros  ,  tiraríamos  a  differença  ^  dos  dous 
<jucbrados  ^^  f  >  e  teríamos  que  a  differença  dos  dous 
números  propoítos  feria   r  ^  j  pois  he  7  |-  —  S  ^  =^ 

i)  =  i- (ii-^)  (Numero  189)  =2-^=1 

+  |2._  2. (Numero  194)  =  1 4-  iZ-  ou  i  i^ . 

196  Se  as  Quantidades  fraccionarias  forem  algébri- 
cas ,  então ,  conforme  fe  julgar  mais  conveniente ,  fe  fa- 
rá á  parte  a  fubtracçao  das  Quantidades  inteiras  ,  e  a 
fubuiac^o  das  fracçõeá  i  e  á  aifierença  das  primeiras  fe 

ac- 


DE  Arithmetica  UniversaL      135' 

accrcíccntará  a  diíFerença  das  fegundas :  ou  fc  reduziráo 
primeiro  as  quantidades  propoftas  á  forma  de  quebra* 
dos  ,  e  fe  praticará  a  regra  expofta  (  Numero  193) .  Af- 


h^        A^  ^  ^í 


fim  havendo  de  fubtrahii'  b  —  — ? —  de  a 

poderemos  fazer  á  parte  a  fubtrac^o  das  quantidades 
inteiras  ,  o  que  nos  dará  a  —  ^  ,  e  íèmelhantemente  a 

fubtracçáo  das  fracções ,  o  que  nos  dará  ^  ?^  j  e  fom- 
mar  depois  eftas  dilFcrenças ,  o  que  dará  por  ultimo  re- 
fultado  tf  —  ^  -+-  ^  ~  ^^  :  ou  também  (o  que  feria 
mdhor  no  preíènte  caíò)  reduzir  as  quantidades  pro- 
poftas a  fórma  de  quebrado  ,  o  que  dá  ^ í^  = 


«*       ^u  >^     _     -»* 


,  e  b 2 —  —  —• — ;  e  depois  praticar  a  fub- 

tracejo ,  o  que  dará  por  ultimo  refultado  **        ^^ ,  ex- 
prefsao  muito  mais  íimples  que  a  primeira. 

Da  multiplicação  dos  Quebrados. 

197  Q  Egundo  a  definição  que  dêmos  da  multi- 
O  plicaçao  (  Numero  35  )  ,  multiplicar  hum 
quebrado  por  hum  numero  inteiro  ,  não  he  outra  coufa 
lixais  do  que  tomar  o  quebrado  tantas  vezes  ,  quantas 
sao  as  unidades  do  numero  inteiro  :  ora  hum  quebrado 
não  he  íènão  hum  aggregado  de  unidades  fraccionarias : 
logo  multiplicar  hum  quebrado  por  hum  inteiro  ,  nao 
he  mais  do  que  repetir  tantas  vezes  o  numero  das  uni- 
dades fraccionarias ,  de  que  elle  coníla ,  quantas  são  as 
unidades  do  numero  inteno ;  mas  o  numerador  do  que- 
brado he  quem  exprime  o  numero  das  unidades  fraccio* 
Darias,  de  que  ella  confta  y  fegue-fe  pois  ,  que  >>  Para 

T  >y  mui- 
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»  multipílcar  hum  quebrado  por  hum  inteiro  ,  nao  ha 
>9  mais  do  que  multiplicar  o  numerador  do  quebrado 
»  pelo  inteiro  >  e  dar  ao  produdlo  o  mefmo  denominar 

99  dor  do  quebrado. »  Allim  para  multiplicar  -  por  3 , 

multiplicaremos  i  por 3  ;  e  dando  aoproduélo  3  ^  ode* 

Dominador  4  do  quebrado  propofto ,  teremos  que  ^  X 

3  zz  ^ .  Da  mefina  forte  acharemos ,  que  j-  X  7  =  j-  > 

C  em  geral  que  f  X  ^  :=:  x- 

Igualmente  nos  convenceríamos  ,  efe  que  ,  por  ezempt» 
1  X  7  =  —  9  trazendo  á  memoria  os  princípios  cxpofto» 

(Numero  ^7)9  por  quanto  delles  fc  concluc ,  que  i  X  7  = 

l  ^  l  ^  l  ^  l  ^  L  ^  L  ^  L,  clogp  .  .  .  . 

:^}^}'^}irf^l^}-^^  (Numctai^O,  iflo;hc 

%  S 

198  A  verdade  defta  regrai  lie  pode  mefmo  demonP- 
irar  algebricamente  ,  lembrando-nos  de  que  hum  que- 
brado y  reprcíenta  o  quociente  da  divisão  de  a  por  ^ 

(  Numero  176  )  i  e  que  o  produélo  do  quociente  mul- 
tiplicado peio  divifor,  he  igual  ao  dividendo  (Nume- 
»  55' )  ;  pois  aue  reprefentando  por  {^  o  quociente  de 

4  dividido  por  ^,  teremos  a  zz  bqy  multiplicando  amr 
bos  eílas  qu^tidadcs  por  c  y  teremos  ac  =  bqc^  e  divi- 
dindo ambos  por  b^  teremos  ^znqcy  mashe  q=:pi 

h^o  iúMtiúnâQ  em  lug^ar  de  a  cite  valor  y  teremos 

aa 
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y-  =  y-  X  ^i  ifto  he,  que  o  produélo  de  ^  multipiica- 

do  por  c ,  fe  obtcm,  multiplicando  ^  por  c  ,  e  dando 
ao  icu  produâo  o  denominador  í. 

199  Queiendo-fe  multiplicar  -^j-  por  è  ;  pela  regra 

C3cpoíla  fera  —  x  ã  =  ^  =  -  (Numero  i8y ) .  Ort 

efta  mefma  exprefsão  fe  obteria ,  fe  em  vez  de  multipli- 
car o  numerador  k  do  quebrado  piopoílo  pelo  numeio 
i&,  fe  tivclTe  dividido  por  efte  meímo  numax)  o  feu  de- 
nominador gh  :  logo  99  Para  fe  obtci*  o  pioduílo  da 
jj  multiplicação  de  hum  quebrado  por  hum  inteiro,  tan* 
w  to  vale  multiplicar  o  feu  numerador  pelo  inteiro ,  co- 
yy  mo  dividir  por  elle  o  feu  denominador.  ^9  Efte  fe*^ 
gundo  modo  de  multiplicar  quebrados  por  inteiros ,  hc 
preferível  ao  primeiro ,  todas  as  vezes  que  o  denomina- 
dor do  quebrado  for  múltiplo  do  inteiro,  por  quem  fe 
pertender  multiplicai' ;  pois  que  então  fe  obterá  hum  pro 
duelo  mais  fimplcs ,  do  que  pelo  primeiro  modo.  Aifim 

querendo  multiplicar  ^  por  3  ,  em  vez  de  multiplicar  o 

numerador  5^  por  3 ,  o  que  nos  daria  ^X 3  =  ^y  di- 
vidiremos o  denominador  6  pelo  numero  3 ,  e  teremos 
|-X3=7=2^.  Exprefsão  mais  íimples  do  que  a 

precedente. 

200  Aílim  como  havendo  de  multiplicar  dous  nú- 
meros inteiros  abíhaftos,  he  indifferente  (Numero 41 ) 
a  efeolha  do  multiplicando  i  ailim  também  havendo  de 
multiplicar  hum  numero  inteiro  abftradlo  por  hum  que- 
brado abftrafto ,  fe  deve  ter  o  mefmo  produfto ,  que  fe 
teria  multiplicando  o  quebrado  pelo  inteiro ;  por  quan- 
to fendo  a  yb  y  Q  c  números  inteiros  abftiaílos  ,  e  re- 

T  ii  pre- 


138  Elementos 

prefentando  por  ^  o  quociente  de  a  dividido  por  h ,  fe- 
ra ^  =  ^  i  e  (  Numero ^$)  a  =.qb.  Ora  multiplican- 
do o  numero  c  por  cada  huma  deftas  quantidades  ,  re- 
fultará  c  y.  azz  c  y^q.b  j  mas  (  Numero  44  )  r  X  ^ 
z=:  a  X  c:  logo  aXczucXq^byt  dividindo  ambas 

eftas  exprefsôes  por  b ,  fera  ^-j-^,  ou  (Numero  198)  f  . 
c  =.€.  q  \  exprefsão ,  que  fubftituindo  por  ^  o  feu  va- 
lor y  fe  converte  em í*.  j-  j  c logo  ^.  c  -=  c.  j  . 

201  Continuando  a  reprefentar  por  q  o  quocicn^p 
de  |. ,  ou  o  valor  do  quebrado  f  i  e  reprefentando  por 
^  o  quociente  de  c  dividido  por  d,  ou  o  valor  do  que- 
brado j ,  teremos  que  2-  X  s*  =  í  X  2^  •  Ora  (  Nume- 
royj)  azizq.by  QC=zq\dy  logo  a.c  =  q.  k  ^.  rf,  e 
dividindo  ambas  eílas  quantidades  por^^/,  fera  jj'=q* 

j'  zz  ^  X  7  •  Donde  fe  fcgue  >>  Que  o  produfto  de 

>j  dous  quebrados  fe  obtera  ,  multiplicando  entre  íi  os 
y>  feus  termos  homogéneos,  e formando  comcftes  dous 
>y  produftos  hum  quebrado ,  cujo  numerador  fcja  o  pro- 
»  dudlo  dos  numeradores  ,  e  cujo  denominador  feja  o 
ri  produdlo  dos  denominadores.  >9  Aílim  quei^endo  mul- 
tiplicar -  por  -i  5  tei'emos  7  X  4  =  77  • 

202  Se  os  quebrados  a  multiplicar  forem  mais  de 
dous ,  ifto  he,  fe  forem  j  ,  -3  ,  í ,  i  >  &c-  então  mul- 
tiplicando entre  íi  os  dous  primeiros ,  teremos  yx  -j  = 
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^ :  multiplicando  efte  produélo  pelo  terceiro  quebrada 

í,  teremos  ^XÍX^=£X7=^-  multiplican- 
do efte  novo  piX)du6lo  pelo  quarto  dos  quebrados  pro- 
poftos  5f,  teremos-yX-rfX  ^  X  7- =  ^^rX  1  =?j^a> 
e  allím  fucceflivamente.  Donde  concluiremos  »  Que  o 
M  produdlo  de  quaefquer  quebrados  lè  obtém ,  multipli- 
39  cando  entre  íi  os  termos  homogéneos  de  todos  ,  c 
9y  formando  com  os  dous  produdlos ,  que  refultão  deC- 
yj  tas  multiplicações ,  hum  novo  quebrado ,  aijo  nume- 
»  rador  feja  o  produfto  de  todos  os  numeradores  ,  e 
>>  cujo  denominador  feja  o  produílo  de  todos  os  deno- 

w  minadorcs.  >>  Affim  acharemos ,  que  7  X  ^  X  ^  — 

003  Efta  regra  ,  íuppoílo  conduza  fempre  ao  co- 
nhecimento do  produdlo,  aue  fe  pertende  ,^  com  tudo, 
nem  fempre  o  aprefenta  debaixo  daeiçreísão  mais  fim- 
ples  3  que  he  poíEvel  ,  pois  que  muitas  vezes  fuccede, 
que  os  termos  heterogéneos  de  diíFeientes  quebrados  nao 
icjão  números  entre  11  primos  ;  e  como  em  o  numerador 
do  produílo  entrão  todos  os  fasílores  de  todos  os  nu- 
meradores ,  c  em  o  denominador  todos  os  fedlores  dos 
denominadores ,  neíle  cafo  os  dous  termos  do  produílo 
ficão  tendo  algum  ^  ou  alguns  faílorcs  communs ;  e  por 
tanto  o  mefino  produílo  fica  admittindo  fimplificaçao  r 

e  com  efFeito  fe  multiplicarmos  ^  ?ot  j^>  achai-emos 

fi  X  ^  =  ^i  exprefsão,  que  fe  reduz  (  Numero  iSS) 

s~  >  a  qual  nos  moítra  >  que  >i  Se  (][uizermos  o  produ- 
zi íla 
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99  fto  de  quaefquer  dous  quebrados  reduzido  logo  á 
99  fua  exprefsão  mais  fimples ,  devemos  antes  da  multi- 
^9  plicaçio  dividir  os  léus  termos  heterogéneos  pelo  maior 
>)  aivifor  commum  ,  que  entre  ellcs  houvei.  >>  Pois  he 
evidente,  aue  fendo  o  num.erador  do  prodmflo  igual  ao 
produdlo  aos  numeradores  primitivos  ,  cíle  não  recebe 
alteração  ,  por  fe  trocarem  os  numeradores  aos  quebra- 
dos propoftos  (Numero  41 )  mas  trocando-fc  eíles  cfFe- 

divamente,  teremos  77X^  =  ^X;7=^Xj-  = 
•j  X  j  =  ^'  €  he  também  evidente,  que  a  Cmplifica- 
çao,  pela  qual  dos  quebrados  ^,e  J^,  paíTamos  a  ter 

os  quebrados  j* ,  e  -^  ,  fe  reduz  a  dividir  o  numerador 

do  primeiro  ,  e  o  denominador  do  fegundo  ,  pelo  feu 
maior  divifor  commum  ^ ;  e  o  numerador  do  lègundo , 
c  o  denominador  do  primeiro  ,  pelo  feu  maior  diviíòr 

commum  c.  AlIIm  querendo  o  produclo  de  ^  por  — , 

teduzido  logo  á  exprefsão  mais  íimples  pollivel,  dividi- 
lemos  o  numerador  do  primeiro  ,  e  o  denominador  do 
fegundo,  pelo  feu  maior  divifor  commum  y;  c  o  nume- 
rador do  fegundo,  e  o  denominador  do  primeiro,  pelo 

feu  maior  diviíòr  commum  2 ,  e  teremos  -  X  -^ ^ 

X  7=  ^  ,  feguindo  areara  ordinária,  acharemos]^. 

204  Em  o  numero  precedente  íiippomos,  que  cada 
quebrado  faílor^  eftá  reduzido  á  fua  exprefsão  mais  fim- 
jples;  fe  affim  não  acontecer,  trataremos  de  oeffeãuai-, 
iègundo  os  methodos  conhecidos.  Exemplo  :   querendo 

mxiltiplièar  ^  por  ■^,  de  modo  que  o  piodufto  venha 


re- 
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reduzido  logo  á  ezprcfsáo  mais  fimples ;  notaremos  pri« 
meiro ,  que  o  faftor  ^  admitte  reducçâo  ,   por  fei-ein 
ambos  os  léus  termos  diviCveis  por  7 ,  e  logo  reduzin- 
do-o,  teremos  a  multiplicar -j  por  ^  ,  que  fegundo  o 

numero  precedente^  dá  •-  . 

205  Tendo  qne  multiplicar  hom  numcfo  fraccíenarto  poc 
hum  numero  inteiro  ,  poderemos  reduzir  o  primeiro  a  aocbra* 
do  (Numero  i84)>  effeéluar  depois  a  multiplicação  pelo  mo- 
do enunciado  (  Numero  197)  >  e  do  produòto  extrahir  os  in- 
teiros, fegundo  o  metbodo  ordinário  :  por  exemplo  9  querendo 

multiplicar  7  i  por  5  9  reduziremos  primeiro  07a  meios ,  9- 
que  dará  ii  ,  que  juntos  a  JL  kzcm  ii ;  multiplicando  agora 
11  por  5  ,  teremos  ^ ;  finalmente  e3cnrahindo  os  inteiros  con- 
lidoc  em  li  ,  teremos  57  -^  ,. que  fera  o  produflo  de  7Í  por 
55e  com  effcito  7-5X5  =  (7-H-J)  5  =  (^  -i-  -i)5  = 
iiX5=— =P-H-  »ou  J7Í..  Affim  umbem  12  ix  7 

20^    Efta  mnlrif^cação  pôde  algumas  vezes  eíFefluar-íe 
flaais  prompta ,  e  iimplesmeme  ,  fem  reduzir  o  numero  fraccío- 

nario  a  forma  de  quebrado ,  porquanto  he  evidente  y  que  7  JL 

2 

X5=(7-í--;)5  =  7Xy-í-  JXf;  donde  fe  con- 

clue:  ,,  Que  pata  multiplicar  hum  numere  ftaccionario  por  hum 
„  inteiro,  deveremol  primeiro  muhiolicar  os  dous  números  ith 
^  teirot,  que  entrão  no  mulriplícando ,  e  no  multiplicador ;  de- 
^  pois  multiplicar  também  o  ouebrado  ào  multiplicando  pelo 
^  multiplicador;  e  ajuntar  os  dous  produd>os  parciaes,  que  af- 
^  fim  refultarem«.j>  Tornando  gois  ao  noífo  exemplo  j  teremos* 

7 


141  Elementos 

i  zz  57  -I-  i,  ,  ou  ^7  i  como  aflima. 

207  Semelhantemente  fe  nos  deíTem  a  multiplicar  hum  in-* 
ceiro  por  hum  numero  fraccionario  ^  ou  operaríamos ,  como  fica 
dito  cm  o  numero  205 ,  ou  como  em  o  precedente.  Áãim  ha- 
vendo de  multiplicar  5  pof  ?  -^  >  leriamos  5:X?-  =  5X  — 

4  .44 

=  íi  =  16  i  ;  ou  também  5X?-i  =  5X  J4-5XÍ 

4.4  4  4 

z=  i5-|-i=:i6^.Seo  multipUcador  foflê  9  i  9   vendo 

44  6 

que  i.  =  i-|-|=i-t-i,  teremos  cambem  5X9-^ 
—  5X9'-H5X^-H5X4  =  45-l-»-i-H--^H-. 

208  Finalmente ,  fe  tiveflemos  a  multiplicar  dous  números 
fraccionarios ,  como  por  exemplo  95^pori4'^9  acharíamos 

5ÍX  14 -^^iix '-2  =  2pi=  78  i-;oa  também 

S  jX  14  •^  =  (5  +  -^)  (14 -h^)  =í  X  I4H-5X 

|^iXi4-hiXf  =  70  4-.4-í  +  l-=78^. 


Da  Divisão  dos  feirados. 

209  /^^  Onfiderando  a  operação  de  dividir  como 
V^  a  diftribui^o  de  hum  todo  em  hum  cer- 
to numero  de  partes  iguaes,  hc  claro,  que  a  divisão  de 
hum  quebrado  por  hum  numero  inteiro  ,  confifte  em 
diftribuir  o  numero  das  unidades  fraccionarias  do  divi- 
dendo y  em  tantas  partes  iguaes  ,  quantas  são  as  unida- 
des inteiras  do  divifor ,  e  por  tanto  reduz-fe  a  >*  divi* 

99  dir 
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»  dir  o  numerador  do  quebrado  pelo  inteiro  ,  c  a  dar 
J9  ao  quociente  o  meíino  denominador  do  quebrado.  >» 

Aflim  dividindo  —  por  2  •  teremos  —  .  dividindo  ^ 
por  6  y  teremos  ^  :  E  em  geral  dividindo  ^  por  b  , 


teremos  ^ 


210  Efta  regra  para  dividir  hum  quebrado  por  hum 
inteiro ,  não  tem  difficuldade  alguma  na  pratica ,  quan- 
do o  numerador  do  quebrado  he  múltiplo  do  inteiro , 
por  quem  o  mefmo  quebrado  deve  fer  dividido  j  mas 
em  todos  os  outros  caíbs  conduziria  a  huma  íracçâo, 
cujo  numerador  íèiia  hum  numero  fraccionario  y  como 

aconteceria  >  por  exemplo,  fc  quizeílèmos  dividir  -  por 

2  y  pois  que  dividindo  y  por  2 ,  teríamos  2  -  ,  ou  2  ,  y  > 

c  dando    a  efte  numero  o  denominador  [7    do  divi- 

1 

deado,  teríamos  I-i- ,  ou  •^.  Da  mefma  forte  haven- 
7  ^ 

do  de  dividir—  por  a  ,  acharíamos  JLl.  Porém  efte  ia- 

II      M.  J  ,j 

conveniente  poderia  evitar-fe,  reduzindo  primeiro  o  que- 
brado propofto  a  outra  exçrefsão ,  em  que  o  íèu  nume- 
rador leja  múltiplo  do  inteiro  ,  pelo  qual  elle  deve  fer 
dividido  9  o  que  íè  confie  com  iumma  facilidade, 
multiplicando  primeiro  os  dous  termos  do  cjuebrado  pe- 
lo meímo  inteiro ,  que  deve  íèrvir  de  diviiòr.  Affim  ha- 
vendo de  dividir  -  por  2  >  multiplicando  os  fcus  dous 

termos  por  2  ,  teríamos  y  =  JJ  j  e  praticando  agora 

V  a 
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t 
a  divisão ,  acharíamos  no  quociente  -p  em  vez  dç  — i . 

Da  mefma  forte  lè  antes  de  dividirmos  —  por  3 ,  mul- 

tiplicaflfemos  osfeus  dous  termos  pelo  mefmo  3,  tería- 
mos — =  fij  c  praticando  depois  a  divisão  ,  acharía- 
mos no  quocieiíte  — .  E  em  ^eral  havendo  de  dividir 
j  por  r,  e  reduzindo  primeiro  y  a  -j^  ,  e  praticando 

depois  a  divisão,  acharíamos  no  quociente  -^  .  Eítere- 

lultado  porém  nos  moftra  ,  que  fem  tanto  trabalho  íè 
pódc  obter  o  quociente  da  divisão  de  hum  quebrado  por 
hum  inteiro  ,  cxpreíTado  por  hum  quebrado  íimpies , 
ainda  quando  o  numerador  do  quebrado  não  for  múl- 
tiplo do  inteiro,  eque  para  ifto  Dafta  multiplicar  o  de- 
nominador do  quebrado  pelo  inteiro. 

211     Todavia  eíla  regra  nem  feitipre  dá  o  quocien- 
te debaixo  dafórma  mais  iimples,  qUe  he  poífivd,  co- 

ftio  íuccederia ,  íè  quizeíFemos  dividir  ^  por  6  ,  pois 


o 


nos  daria  JLL  —  i.  ,  quebrado  ,  cujos  dous  termos  são 

múltiplos  de  3  ,  e  que  por  tanto  fe  pôde  reduzir  a 

4^ .  Mas  efte  inconveniente  fe  pôde  evitar  ,  refleéUndo 

que  eíla  regra  equivale  a  multiplicar  o  quebrado  pio- 
pofto  por  outro  ,  que  tendo  a  unidade  por  numeraaor, 
tenha  por  denominador  o  inteiro ,  por  quem  o  primei- 

a 

XQ  deve  fçr  dividido ,  pois  he  ^  =:^  =  7X7  (^i*- 

me- 
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mero  201)  :  c  que  por  tanto  a  regra  expoíla  (Nume- 
ro 203  )  para  achar  o  produdlo  de  dous  quebrados  de- 
baixo da  fórma  mais  fimplcs  ,  íè  reduz  no  prefente  ca- 
io a  >>  Dividir  o  numerador  a  do  quebrado ,  e  o  intci- 
w  ro  r  pelo  fcu  maior  divifor  -commum  ,  e  a  formar 
y>  hum  novo  quebrado  ,  que  tenha  por  numerador  o 
>>  quociente  da  primeira  delias  divisòcs ;  e  por  denomi- 
>9  nador  o  produélo  da  multiplicação  do  denominador 
M  do  quebrado  propofto  pelo  quociente  da  Icgunda.  >> 

Affim  querendo  o  quociente  de  ^—  dividido  por  12 ,  re* 

duzido  logo  á  exprefsão  mais  fimples  ,  dividiremos  o 
numerador  18  ,  e  o  inteiro  12  pelo  íèu  maior  divifor 
commum  6 ,  e  formando  hum  novo  quebrado ,  cujo  nu- 
merador ieja  o  quociente  3  da  primeira  divisão ,  e  cujo 
denominador  ícja  o  produílo  do  denominador  2jr ,  pe- 

lo  quociente  2  daíegunda  divisão,  teremos  i—  2L. 

212    Havendo  de  dividir  hum  numero  inteiro  a  por 

hum  quebrado  -^  ,  como  a  grandeza  do  quociente  de 

qualquer  divisão  não  recebe  alteração  alguma  (Nume- 
ro 60 ) ,  quando  o  dividendo  ,  e  o  diviloi-  fe  multipli- 
cão  por  hum  mefino  numero,  multiplicando  o  divicfen- 

ào  a^  e  o  divifor  -  ,  ambos  pelo  denominador  c  do 
divifor,  e  praticando  depois  a  divisão,  teremos  que  fe- 
ra -y-  =  Ç- .  Donde  fe  fegue  ,  que  >j  Dividir  hum 

í>  numero  inteiro  por  hum  quebrado  ,  fe  reduz  a  mul- 
>>  tiplicar  o  inteiro  pelo  denominador  do  quebrado  ,  e 
rj  a  dividir  efte  produfto  pelo  numerador  do  mefmo 

y  ii  >>  que- 
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«  quebrado.  »  AíEm  --|-  =  -7-  =  6  j   -^  =  ii= 

8í,&c.  (I)  ' 

21}  Para  haver  de  dividir  hum  quebrado  por  ou- 
tro quebrado,  devemos  lembrar-nos  :  i-°  que  feja  qual 
for  o  fim  da  operação  de  dividir  ,  ella  fe  pratica  íem- 
pre,  como  fe  tão  lomente  íe  quizeílc  faba*  quantas  ve- 
zes o  divifor  fe  contém  no  dividendo  (ííumero  5*5  ):  e 
2.0  que  a  grandeza  das  unidades  do  dividendo  ,  e  do 
diviíor  ,  quando  ella  he  a  mefma  em  hum  ,  e  outro , 
não  inílue  de  forte  alguma  na  grandeza  numeraria  do 
quociente  ( Numero  60  )  :  pois  que  certos  neftes  dous 
principios  ,  reconheceremos  evidentemente  ,  que  tendo 
os  quebrados  igual  denominador ,  o  quociente  da  divi- 
são de  hum  pelo  outro ,  fc  obterá  dividindo  o  numera- 
dor do  dividendo  pelo  numerador  d8  divifor  \  pois  que 
hum  ,  e  outro  reprefentão  unidades  da  raefma  grande- 
za ;  e  efta  não  tem  influencia  alguma  na  grandeza  nu- 

merica  do  quociente.  AíSm  havendo  de  dividir  •-  por 
•^  ,  dividiremos  o  numerador  6  do  dividendo  pelo  nu- 
merador 3  do  diviíor  ;  e  teremos  o  quociente  2  =  -í 

6 

=  — ;  o  quaí  nos  declara ,  que  ^  fe  contém  em  -  duas 

7  ve- 

i^— ■— ^— — — ■— i— — i— — — ^— ■— i— ^i»i"^>*— ^— — ^^-^^     ■  ■■ 

(  1  )  NeRe  inefino  principio  podia  ftindar-fe  a  demonílraçSo  dor 
números  precedeotcs  a  relativos  á  divisão  de  iium  quebrado  por  hum 

a         ah 

7  _  1    _  * 
iotejro  9  por  quanta  feria  femclhantemente  —  —  jj jj,  e  lo» 

go  8eci  Aflim  também  fe  poderia  tratar  a  divisão  de  hum  quebrado 
poc  outro  quebrado  ;  e  tirar  logo  as  confequencias ,  que  a  efte  re& 
peito  vão  apontadas  em.  os  números  immedia^amente  próximos» 
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TCzes.  Da  meíma  Ibrie  havendo  de  dividir  —  por  — , 

9  '9 

acharemos-i^=:^=-^  =  i  4  .Eemgcral—  =  -  . 

19"  .  ** 

214  Se  OS  quebrados  tiveíTem  diílercntes  denomina- 
dores ;  para  <jue  a  regra  antecedente  lhe  fofle  applica- 
vel ,  feria  precilb  reduzillos  primeho  á  mefina  denomi- 

jiaçao*  AíEm  havendo  de  dividir  j  por  ^  ;   reduzindo 

efics  quebrados  á  meíina  denominação  pela  regra  (  Nu- 

a  ad 

mero  189  ) ,  teremos  que  fera  — =-j^  zz^  :  exprefsão 

7       Td 

que  equivale  a  -j  X  7  ,  e  que  por  tanto  nos  moftnr, 

que  99  para  fe  obter  o  quociente  da  divisão  de  hum 
99  quebrada  por  outio ,  bafta  inverter  os  termos  ao  di- 
»  viíbr  y  e  multiplicar  o  dividendo  pelo  divifor  aíEm 

»  invertido.  99  Defte  modo  lè  achará ,  que  —  =  -  X  ^ 

4 
i 

-  i  .  Que  1=  i  X-2  =  |2.  -  ,  Z.,  e  affim  femc 


Ihantemente. 


215  Mas  eíta  regra  fundando-íe  cm  hum  modo  de 
reàuzãr  es  quebrados  á  mefma  denominação  ,  o  qual 
nem  fempre  os  reduz  ao  minimo  denominador  com- 
mum  y  também  nao  dá  fempre  o  quociente ,  que  fe  bu£. 
ca,  reduzido  áexprelsão  mais  fimples,  pois  que  o  men- 
cionado methodo  nao  dando  ás  íracçòes  propoftas  o  me- 
npr  denominador  commiun^  que  ellas  podem  admittir, 

tam-^ 
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também  lhes  não  dá  os  menores  numeradores  ,  que  el- 
las  podem  ter ,  tendo  ao  mcfmo  tempo  hum  denomina- 
dor commum.  E  com  etfeito  fe  quizeíTcmos  o  quocien- 
te de  -^  dividido  por  ^  ,  pela  regra  expofta  acharíamos 

^y  exprefsão  que  fe  reduz  a  —  .   Porém  evita-fe  efte 

inconveniente ,  refleílindo ,  que  viílo  fer  -j-  ~  7  ^  7  j  a 

7 
regra  expofta  (  Numero  203  )  para  a  maior  fimplifica- 
çao  do  produélo  de  quaefqucr  dous  quebrados ,  le  pôde 
também  applicar  ao  caio  da  divisão  depois  da  inversão 
dos  termos  do  divifor  y  e  como  então  os  termos  ,  que 
ficão  fendo  heterogéneos,  são  os  que  antes  da  inversão 
crão  homogéneos ;  feguc-fe,  que  99  para  fc  obter  oquo- 
yj  ciente  da  divisão  de  hum  quebrado  por  outro  que- 
99  brado ,  reduzido  defde  logo  á  fua  exprefsão  mais  um- 
>5  pies  ,  fe  devem  dividir  os  termos  homogéneos  pelo 
>9  ícu  maior  divilbr  commum  ,  e  praticar  depois  a  re- 
yy  gra  expofta  em  o  numero  antecedente.  >>  Aílim  que- 
rendo o  quociente  de  j^  dividido  por  ^ ,  dividiremos 

primeiro  os  numeradores  24  ,  c  40  pelo  feu  maior  di- 
vifor commum  8  ,  c  os  denominadores  35* ,  e  63  pelo 
feu  maior  divilbr  commum  7 ,  e  alIim  paíTaremos  a  ter 

os  quebrados  ^  ^  ;  invertendo  agora  os  termos  do  fe- 
gundo ,  e  multiplicando  ,  teremos  ix-j^^n:!-^ 


=  — 

6J 


li6    Sc  na  divisão  propofta  entrarem  números  fracciona- 
dos j  reduzir-fe-ha  cada  inteira  á  clenominaçio  do  quebrado, 

que 
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€fac  o  acompanha  ( Namero  184 ),  e  com  iflo  ficaremos  intei- 
ramente reduzidos  a  algum  dos  nameros  pieccdemes.   Âffim 

4 

Dé?j  Quebrados  de  Qlf^^^^os. 

217     TTV  Ividindo  qualquer  numero  por  2 ,  íe  obtent 

JL/  a  fua  metade ;  dividindo-o  por  3  ,  fe  obtém 

a  fua  terça  parte  \  dividindo-o  por  4,  íè  obtém  a  lua  quarta 

parte ,  e  anim  fucceflívamente :  donde  fe  vê ,  que  tomar 

metade, ou  \  de  qualquer  quantidade,  fe  reduz  a  divi- 

dilla  por  2  ;  tomar  a  fua  terça  parte,  fe  reduz  a  divi- 

dilla por 3  , &c.  Affim-^  de  16  =  ^j  -^  de25'  =  iLj 

e  em  geral  ^  de  »  =  - .  Da  mefina  forte  -  de  «  = 
l  =  ^iide|  =  f=^;eemget^lideí  = 

Mas  fe  -i  de  -j  —  ^-,  -^  de  I ,  lerá  igual  a  duas 
vezes  ^,  ifto  he,  fei-á  igual  a  ^  j  e  femelhantemenle 

^«^  d^  T  =  ^>^^  i-  ^^  í  =  £  >•  donde feconclue, 
Que  todas  as  vezes  que  huma  fracção,  em  lugar  de  re- 
Krir-^fç  immediatamente  á  unidade  ,  iè  refere  a  outra 

frac- 


lyo  Elementos 

fracção  ;  ifto  hc  ,  quando  huma  fracção  em  vez  de  ler 
fracção  da  unidade,  for  fracção  de  outra  fracção,  como 

he  -^  de  -j  ,  &c.  o  feu  valor  pôde  cxprimir-íè  por  ]m- 

ma  fó  frac<^o ,  que  fe  refira  á  unidade  principal ,  e  efta 
fe  determinará  ,  multiplicando  entre  fi  as  fracções  pro- 

poftas.  Affimide^  =  ^i  -J  de  i  =  ^,  &c. 

21 8  Da  mefma  forte  ,  aue  huma  fracção  íè  pôde 
referir  a  outra  ,  a  qual  fe  rehra  immcdiatamente  á  uni- 
dade ,  também  fe  pôde  referir  a  Kuma  fracção  de  frac- 
ção, como  leria ,  por  exemplo  -^  de  -^  de  -j  ,  e  ;j  de  - 

de  -  de  -j  i  porém  em  todos  eftes  calos  o  leu  valor  pô- 
de ler  reprefentado  por  huma  fô  fracção ,  a  qual  fe  re- 
fira immediatamente  á  unidade  principal  ;  pois  he  evi- 
dente, que  fendo  7  ^^  'j  =  "^  i  fcrá  j  de  j  de  í  = 

•j  de  ^  i  e  por  confcquencia  igual  a  ^ .  Ora  fendo  o 

numerador  da  nova  fracção  o  produfto  de  todos  os  nu- 
meradores das  fracções  paiciaes  j  e  o  feu  denominador 
oproduôo  de  todos  os  denominadores  dasmefmas  frac- 
ções ,  lègue-fe  ,  que  «  o  valor  de  qualquer  fracção  de 
93  fracção ,  expreílado  em  partes  da  uniaade  principal , 
99  fe  acha  multiplicando  entre  11  as  fracções  parciaes  de 

>9  que  ella  &  compõe.  99  AlEm  acharemos  -^  de  -^  de  *^ 

=  Ji  j  e  -;  de  f  de  i  =  .^=  ^,  &c.  Aqui  porém 

devemos  advertir  ,  que  fe  quizermos  o  valor  mais  fim- 
ples  de  qualquer  fracção  de  fracção ,  referido  á  unidade 
principal  ,  deveremos  reduzir  primeiro  as  duas  ultimas 
a  liuma.  fó  ,  praticando  a  limplificação  indicada  (  Nu* 

me- 

\ 
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mero  203  )  ,  depois  cfta ,  e  a  antepenúltima  também  a 
hama  fó ,  praticando  a  mefma  fimpliíica^âo ,  e  aíllm  por 
diante.  Por  exemplo,  querendo  o  valor  mais  íimples  da 

frac^o  de  fracção  -^  de  ^  de  -j  ,  reduziremos  primeira 

4  de  4  a  -i-,  e  teremos  i  de  7  de  4  =  ^  de  — j  e  fi- 

nalmente  reduziremos  ^  de  ^  a  -j  ,  fegundo  a  mefma 
regia. 

Da  Refolução  das  FracçSes  em  feries. 

219     /^  Onfideiando  qualquer  quebrado  como  quo- 

V^  ciente  da  divisão  do  feu  numerador  pelo 

íeu  denominador  ^  elle  íè  pôde  converter  em  dizima » 

pelo  modo  que  praticamos  (  Numero  74 ) ,  com  o  refto 

3  da  divisão  de  195^  por  4;  e  com  o  refto  4  da  divisão 
de  ^99  por  7  \  pois  que  o  refto  3  da  primeira  deftas 
divistíes  ,  devendo  íèr  dividido  por  4  ,  moftra  que  ao 

quociente  48  íè  devia  áccrefcentar  a  frac^o  ->  eoou« 

tro  refto  4  da  íègunda  divisão  ^  devendo  fer  dividido 
por  7  ,  moftra  que  ao  quociente  85  íe  devia  áccrefcen- 
tar a  frac^o  ^  i  e  por  tanto  o.  que  fizemos  pela  conti- 
nuação das  operações  em  hum ,  e  outro  cafo ,  para  achar 
os  algarifmos  decimaes  dos  quocientes  ,  não  foi  outra 
coufa  mais  ,  do  que  converter  em  dizima  os  quebrados 

4  e  -^  .  Donde  fe  fegue  ,  que  >>  para  converter  cm  di»- 

>y  zima  qualquer  quebrado ,  láo  temos  mais  do  que  ac* 
yj  CTefcentar  ao  feu  numerador  tantas  cifras ,  quantos  fo- 
f  f  rem  os  lugares  de  dizima ,  que  quizermos  na  fua  ex- 
>f  prefsão  «  e  dividillo  depois  pelo  leu  denominador.  >> 

^X  Af- 


íjz  Elementos 

ÂÍIim  querendo  converter  o  quebrado  ^  em  decimas  , 
accrefcentaremos  ao.  ieu  numerador  huma  cifra  ,  e  pra- 
ticando a  divisão  ,  acharemos  que  -^  íe  reduz  exaéla* 
mente  a  o,  6.  Se  quizeflèmos  porém  converter  em  deci^ 
mas  o  quebrado  ^  ,  accrefcentando  huma  cifi'a  ao  feu 

numerador ,  e  dividindoo  pelo  íbu  denominador ,  acha* 
ríamos  íèmelliantemente  o>  6  no  quociente  i  mas  ficando 

o  numero  z  de  refto  >  o  que  nos  nwflxa  que  ^  he  ver- 
dadeiramente =  o>(J  -^  i  ifto  he  >  igual  a  féis  decimas , 

c  dous  terços  de  huma  decima;  eque  por  tanto  não  fó 
ih  não  pôde  converter  exactamente  em  decimas  ,  mas 
nem  úo  pouco  em  unidades  de  claíTe  alguma  decimal ; 
ÍfK>is  que  o  refto  2  da  primeira  divisáo  devendo  com  o 
accreíccntamento  de  huma  cifra  á  ília  parte  direita  i^« 
vir  dQ  dividendo  na  operação  feguinte  y  nos  faz  ver» 
que  tornaríamos  aeftar  outra  vez  {>erteitamente  nomef- 
mo  cafo  i  pois  que  o  meímo  dividendo  dividido  pelo. 
Biefmo  divilbr,  deve  ncceflfariamente  dar  o  meímo  quo* 
ciente  ,  o  o  meímo  refto  :  de  ibrte  ,  que  por  mais ,  e 
mais  çifraa  que  accrefccatemos  aos  rcftos  das  divisões 
£icçeífivas ,  íemprc  iremos  achando  no  quociente  o  nu- 
mero 6  para  cada  lugar  decimal  ^  efempre  o  refto  2  >  e 

com  ei&itP  os  valores  fucceíEvos^  que  achamos  para| 

CQav^tido  em  dizima ,  saQ 
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3.*»  -  -  O,  666  ^ 

4.<>  -  -  Oy6666  l  &c 

Do  mefmo  modo  acharemos ,  que  os  valores  íiiccelEvos 
do  quebrado  ^  tomados  de  duas  em  duas  operações  ^ 
íêrâo  0$  ièguintes 

2.^»   .   -  0,27^7-^ 

^.o  .  -  0, 27  27  27  -^ 
4.0  .  .   0,27  27  27  ^7  Ti  ^^ 
£2  que  €8  valcMfes  iucceflivos  do  quebrado  «^  ^ 

2.0  ••  o,  8  3  I 

3.0  •  -  G,8  3  3  «1 

V  -  -  0,83  3  3  -2 

5'.<^  •  -  c,8  3  3  3  3  «1  &c. 

220  Todos  os  quebrados  decimaes  cm  que ,  00  lê- 
ja  defde  o  primeiro  lugar  da  Dizima ,  ou  feja  defde  ou* 
tro  qualquer,  o  mcfino,  ou  os  meímos  algaiifroos  ,  lê 
achão  continuamente  repetidos  pela  mefma  ordem  ,  fc 
coÂumâo  draotar  pelo  nome  particular  de  Dizima  pt^ 

X  ii      -  ri(h 


iy4  Elementos  : 

riodica.  O  algarifino ,  ou  algarifmos  repetidos  fe  cha- 
niio  os  Períodos '.^  e  par^  indicar  queelies  devem  con- 
tinuar pela  mefma  ordem,  por  mais,  emais  algarifmos 
decimaes  ,  que  fe  introduzao  na  expfeísão  da  fracção, 
íè  çoítuma  depois  de  hum ,  dous ,  ou  trcs  periodos  elr, 
crever ,  &c.  Aífim  todos  os  tres  últimos  exemplos  de 
çonvei'são  de  quebrados  ordinários  cm  decimaes  ,  dão 
t)izima  periódica ;  no  primeiro ,  e  terceiro  ,  o  periodo 
he  de  hum  lo  algarifino  6 ,  e  no  fegundo  cada  periodo 
confta  de  dous  a^arifinos  2  e  7  ;  e  para  fe  exprimir  a 
condição  de  ferem  periódicos  ,  fe  efcreveráõ  defta  ma- 
neira: O16Ó6  &c.  o,í7  27  &c.  0,8  3  3  &c» 

221     Todo  o  quebrado  ordinário ,  que  cm  geral  re- 

preíènto  por-y  ,  fe  pôde  converter  em  decimaes  ,  ou 

cxadlamente ,  ou  em  dizima  periódica ;  pois  que  deven- 
do o  refto  de  cada  divisão  íer  íempre  menor  que  o  di-"; 
viíbr  b  ,  nãó  fe  pode  nunca  fazer  mais  que  hum  nume- 
ro ( ^  —  2  )  de  divisões  ,  em  que  os  reilos  fejão  diríb- 
rentes  entre  íi  y  e  difòrentes  do  dividendo  j  e  por  con- 
fequencia  todas,  as  vezes  ^  que  o  numero»,  das  divisões. 
chegar  a  (ã  — i),  de  neceflidade  a  divisão  deve  fer 
exacta ,  ou  fe  deve  tornar  a  achar  de  reftor  o  numerador 
da  fracção,  ou  algum  dosreftos  já  precedentemente  acha- 
dos j  e  por  tanto  eíBè  refto ,  que  com  huma  cifra  á  di- 
reita conftitue  o  dividendo  da  operação  feguinte ,  he  de 
neceflidade  huav  dos  dividendos  de  al^ma  das  opera- 
ções precedentes,  e  aífim  deve  dar  noíeu  quociente  par- 
tiailar ,  e  no  feu  refto  os  mefinos  algarifinos^  que  dera 
quando  pela  primeira  vez  figurou  no  dccurfo  da  opera-: 
çao  i  e  por  tanto  devem  vir  apparecendo  nos  Quocientes, 
fiicceflivos  todos  os  mefinos  algarifmos  ,  e  pela^  mefma 
oi:4ew  t,  Q  quQ  coaftitue  a  dizima,  pericxiica-.  Aflim  fe 

per* 
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pertendermos  reduzir  em  dizima  o  quebrado  j ,  como 

toda  a  dirisao  por  7  ,  não  pôde  deixar  de  refto  lènao 
algum  dos  números  i ,  2 ,  3 ,  y  ,  6 ,  ou  4  ,  he  claro , 
que  na  reducção  a  decimal  ^  não  fe  completando  o  quo- 
ciente cxafbmente  ,  como  íe  não  completa  até  a  íexta 
divisão,  efta  deve  dar  de  refto  ^  ou  o  numero  4,  nume- 
rador do  quebrado  propofto  ,  ou  algum  dos  reftos  das 
finco  primeiras  divisões  ;  e  por  tanto  fe  a  dizima  não 
começar  a  íèr  periódica  antes  da  íctima  divisão,  come- 
çará iníàllivelmente  nella  ,  e  com  eiièito  acci-efcentando 
leis  cifi^as  ao  numerador  4 ,  e  praticando  a  divisão 

4000000 


10  10,5714^8^ 

20 
60 
4 
achamos  no  quociente  o,5'7i428  ^  .Efte  quebrado -r 

3UC  acompanha  o  quociente  decimal  ,  nos  moftra  evi-* 
entemente  ,  que  fe  quizermos  continuar  os  lugares  da 
dizima  ,  deveremos  tomar  a  achar  os  mefmos  algaris- 
mos já  achados^  e  difpoftos  pela  mefma  ordem  j  eque 

por  confequencia  o  quebrado  j  convertido  em  Deci- 
mal ,  dá  huma  dizima  periódica ,  cujos  períodos  conífêo> 
dos  íeis  algariiinos  571428.  Da  mefma  forte  querendo 

reduzir  a  quebrado  decimal  o  quebrado  ordinário  ^ 


tf^ooo 
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65000  j  198 
560     I  0,3  2  8 
1640 

fazendo  a  redução  fomente  a  decimas  ,  achamos  no 
quociente  o>  3  >  e  o  refto  56 ;  porém  como  continuando 
a  redução  ate  ao  lugar  das  mileíimas ,  achamos  o,  328 , 
e  outra  vez  o  refto  56  ,  concluiremos  y  que  o  quebrado 

-^  convertido  em  decimal  ^  dá  huma  dizima  periódica , 

(][ue  começa  do  íègundo  algariíino  decimal  y  e.  cujos  pe« 
nodos  conftáo  dos  dous  algarifmos  2 ,  e  8. 

222  Se  refledlirmos ,  que  quando  accreícentamos  ao 
numerador  de  huma  fracção  hum  numero  qualquer  n  de 
cifras  ,  não  fazemos  outra  coufa  mais  do  que  multipli-* 
car  effc  numeradçr  por  10"  ,  facilmente  veremos  ,  que 
fó  os  quebrados  ,  cujo  denominador  for  hum  numero  y 
que  nao  tenha  outros  diviforcs  primos  fenao  2  ,  ou  5 , 
fe  poderão  converter  exaftamente  em  dccimaes  ,  por 
quanto  he  10  =  2,  5 ;  e  por  tanto  (  Numero  122  )  fe- 
ra 10  X  10  i  ou  io«  =  2.  5  X  2.5  =  2« .  53  ;  10*  X 
10,  ou  10'  =  2« .  y*  X  2.  5  =  2'  .  5*^ ;  e  geralmen- 
te 10''  =  2** .  j'» .  Ora  reprefentando  por  -j  hum  que- 
brado qualquer  ,  íèrá  a.  lo"*  z=i  a.^^  •  $^  ;  e  para  que 
o  dito  quebrado  fc  poíTa  exadlamente  converter  em  di- 
zima ,  fera  ncceíTario  que  a.  2^  .  ^^  íèja  hum  numero 
ezadtamente  divifivel  poi*  b  >  o  que  he  o  mefmo  que 

dizer,  que  deve  ler ^fii-li-  hum  numero  inteiro ;  mas 


fendo  aycb  números  entre  íi  primos  y  para  que  ^'^    '  ^ 
feja  numero  inteiro  y  he  preciib  que  -~-^  feja  numero 


m- 
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inteiro  ,  o  que  15  pôde  ler  :  !.<>  :lendo  ^  =  2*  ,  e  fc 
não  maior  que  n  :  2.*'  fendo  ^  zz  j*  i  e  b  não  maior 
que  » j  e  3.<>  fendo  ^  =  2*  .  5*  ,  c  Jfe,  Ci6  não  maiores 

que  n  :  pois  no  primeiro  deites  ttes  calos  lerá  —~'^ 

—  2»—  *^ .  5»  j  no  fegundo  »  '^  zz^^  .^^  — a j  e  no 
terceiro  -i— li— =  2"  — ^.5"— *;  e por confequencia fe- 
ia em  todos  numero  inteiro.  Alfim  os  quebrados  —■;  íij 

—  lerão  todos  redudlivels  exaâamente  em  decimaes  » 

por  quanto  he  20  =  a» .  5  i  25  =  y*  ,  c  32  =  2^  .^ 

223'  Sequizermos  antecipadamente  labcr  quantas  ci-» 
firas  devemos  accrelccntar  ao  numerador  de  qualquer 
frac^o  redudlivel  exaftamente  a  decimaes  ,  para  que  a 
redução  fcpolTa  praticar  immediatameDte ;  ou  o  que  he 
o  meuno ,  fe  quizermos  antecipadamente  íàber  de  quan- 
tos algarifmos  ha  de  conftar  a  dita  fracção  ,  depois  de 
convertida  em  decimaes  ,  contando  dcfde  a  virgula  até 
ao  ultimo  algarilinolignificativo,  reflcdlircmos ,  queifto 
fe  reduz  a  determinar  o  numero  »,  de  maneira  que  dle 
feja  o  menor  de  todos  os  números  >  que  podem  fazer 
2» —  *  .  5« —  *  numero  inteiro  i  e  como  para  que 
2» —  *  ^  5»  — *  lèja  numero  inteiro  ,  bafta  que  nenhum 
dos  expoentes  n  —  Jkjeíf— Alga  negativo^  fcgimdo 

forfc>>ou<A>fai€mos«=ik.,ou  =  A:  donde fefegue, 

que  a  fraa^o  confiará  de  tantos  algarilmos ,  quantas  fo- 
rem as  unidades  do  maior  dos  expoentes  k  ^  t  h  dos 
dous  faiítores  primos  do  denominador  ^  fe  cUe  acabar 
em  cifra ,  ou  quantas  forem  as  unidades  do  expoente  do 
iSsu  único  fador  primo  y  quando  elie  não  acabai*  em  ci-  *. 

ffiU 
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fra.  AlTun  o  quebrado  ^  conrertido  em  Decimaes^ 
conftará  de  dous  algarifmos  j  o  quebrado  ^—  confiará  de 
outros  dousj  e  o  quebrado  ~  confiará  de  cincos  ecom 

cÇfeito  he  ^=  o^sSi^  =0,72-,  c'^  =  0,^3125-. 

224  Da  mefma  íbrte ,  que  por  meio  da  divisão  nu- 
mérica fe  reduzem  os  quebrados  ordinários  a  decimaes  } 
ifio  he  y  a  liuma  lèrie  de  quebrados  fucceífivamente  me- 
nores ,  também  as  fracções  litteraes  complexas  fe  po- 
dem reduzir  a  íèries  de  quantidades  monomias ,  por  meio 
da  divisão  algébrica.  Supponhamos  que^  por  exemplo, 
íè  peitenda  reduzir  em  íerie  de  monómios  a  fracção  lit^ 

teral      '  - .  Praticando  a  divisão  fegundo  a  regra  ge- 

íal  (Numero  151 ) ,  como  fe  feguc. 


I 

H-Af 

—  I  —  X 

I —  X-^X^  —'  xf  +X4 

—  X 
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—  ««  —x^ 

—  X» 
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-hAf4 

—  a;> 


adiaremos,  que  conforme  o  termo  do  quocieDte  em  que 

fe 
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fe  parar  com  a  divido  ,  a  fracção     '    :  lè  pode  redu- 
zir a  todas  as  formas  feguintes. 


!.• 

- 

- 

i~ 

X 

1+* 

2.* 

- 

- 

*' 

*-*-  .-i-* 

• 

3-* 

- 

- 

X  -^  3lfl  — 

xf 

4-* 

- 

- 

■X  -\-  X^    - 

-X*    + 

x4 
X-4-* 

y-* 

- 

« 

I — 

X  -h  X*  — 

iVl  •+• . 

"^        i-Hx 

&c. 

o  decurfo  dcfta  opera<^o  moftra  y  que  íe  contínuaílèmos 
a  divido  ,  iriaiíios  achando  no  quociente  fucceffiva- 
mente  todas  as  potencias  de  x  ,  tendo  as  potencias  pa-^ 
rcs  o  íiçnal  -4-i  e  as  potencias  impares  ofignal  —  .  Pa- 
ra exprimirmos  pois ,  que  a  íèiie  guarda  perpetuamente 
cfta  lei,  que  os  primeiros  termos  tão  claramente  mani- 
fefiao ;  mas  que  depois  de  hum  numero  qualquer  de  ter- 
mos, conforme  o  ultimo  for  par,  ou  impar,  fedeve  ac* 
cn^fcentar,  ou  diminuir  áfua  fomma  huma  fracção,  que 
tendo  por  numerador  a  potencia  de  x  immediata  á 
que  fc  acha  no  ultimo  teraio  ,  tenha  por  denominador 
o  mefmo  denominador  da  fracção  propofta  ,  diremos 

que  em  geral  ^illc  ^^  ^'^uz  a 

I-^X+X^—X^-^X^  —  X^-h..    .  -{-X"  31       _,    ^ 

— —  »         I  "X"* 

Se  em  lugar  de  termos  liippofto ,  que  x  ft)íre  o  fegundo 
termo  do  denominador ,  tiveíTemos  fuppoíto  que  foíTe  p 

primeiro,  achai^iamos  que  — - —  ou  -    '     fe  reduz  a 


i6o  Elementos 

i L-u-JL       ^^J -ul-— «JiL 

OU  a 


225:  Do  mefmo  modo  podemos  converter  em  fcrie 
a  fracção  — - —  ,  a  qual  fc  reduz  a 

rr  "-^  —  «+^ «^»i      I  ^f» •—  •  •  "T" —     i_    ^ 

^  *^  |í  h^  i^  ~      *"         ^    *-*-* 

dividindo  effè<ítivamente  a  por  ^  +  ^  }  porém  dividin^ 
do  a  por  x-^b  y  reduz-fe  a 

(-) 

*        x"         x"^  x^  x^        *'"*''       -H  >4-« 

e  aflim  feraclhantementc  outra  qualquer  frao^o. 

226  A  fracção  poljnomia  ,  que  em  todos  os  caíbf 
fc  deve  accrefcentar  ao  ultimo  tenno  achado  no  quo- 
ciente ,  por  meio  da  divisSo  effedliva  nefte  género  de  re- 
ducções ,  moftra  que  nunca  he  poífivd  converter  exaâ:a- 
mente  fracção  alguma  ,  cujo  denominador  feja  polyno- 
mio  em  huma  &ie  fomente  de  monómios  ,  por  mais 
e  mais  termos  que  íè  accreícentem  ao  quociente  i  aifim 
como  não  he  pofllvel  converter  exaftamente  em  decimaes 
nenhum  quebrado  numérico  daqudlcs ,  que  pela  divisão 
cfleftiva  fc  reduzem  a  dizima  periódica  ,  por  mais  e 
mgis  qvK^  efta  fe  continue  ;  ipoxém  moflra  igualmente^ 
que  nada  obfta  a  que  fc  continue  a  accrefcentar  novos 

ter- 
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termos  monómios  aos  que  já  íe  tiverem  achado  humá 
vez  ;  e  para  indicar  eíla  poílibilidade  iilimitada ,  coftu- 
mao  os  Geómetras  chamar  feries  infinitas  áquellas  , 
que  refultão  da  divisão  elfecliva  do  numerador  pelo  de- 
nominador polynomio  dé  qualquer  fracção  litteral  i  no- 
me que  cm  geral  dao  a  todas  as  feries  ,  cujos  termos 
guardão  entre  íi  huma  lei  tal ,  que  delia  raelma  le  con- 
due  a  poífibilidade  da  íiia  continuação  fem  limite.  Nef- 
tes  cafos  ,  depois  de  lè  elcreverem  tantos  termos  quan- 
tos baftem  para  dar  a  conhecer  alei^  que  elles  guardão 
entre  íi ,  coíluma-lè  efcrever ,  &c.  Allim  para  indicar  , 
por  exemplo,  que  a  ferie  refultante  da  divisão  de  i  por 
H-;c  fe  pôde  continuar  por  quantos  tei-mos  íè  qui- 
zer  ,  guardando  todos  enti'e  íi  a  lei  acima  mencionada 
(Numero  224),  fe  coftuma  efcrever 

i  —  x-^-oc^  —x^  -hX4  —  x^  -i-x^  m^  &c. 

Se  os  termos  da  ferie  vão  fendo  cada  vez  menores  ,  a 
lèric  fe  chama  convergente,  ou  decrefcente^  ou  dcfcen- 
dente  ;  e  pelo  contrario  ,  fe  elles  vão  fendo  cada  vez 
maiores,  a  ferie  fe  chama  divergente ,  ou  crefcente,  ou 

afcendente.  AíIIm  fe  xzz:  ^ ,  a  S&tiQ 


que  refulta  da  divisão  de  i  por  i  +  a?  ,  he  convergen* 
iCy  porém  fendo  x~^y  a  ferie 

I  —  2  4-  4  —  8  +•  16  —  32  -f-  64  ~  &c* 

que  então  refulta  da  dita  divido ,  he  divergente :  em  huma 
palavra  ,  fe  for  «  <  i ,  a  ferie  i-^x  ^  x^  —a?'  -h 

y  ii  x^ 
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x^  —  &c.  fera  convergente:  fe  for  jc  >  i ,  fera  diver- 
gente i  porém  fe  for  ;v  iz  I  j  então  a  frac^o  -j—  feri 

■ — —  ,  ou  -^  ,  e  a  ferie  que  delia  refulta  não  íèrá  con- 
vergente ,  nem  divergente ,  pois  hc 

I  — I4-I  ~^^-I  — i-i-i  — &c. 

•.  227    Se  contemplarmos  a  ferie 

que  refulta  da  divisáo  deaforb-hXy  refleélindo ,  que 
a  frac^o  — 2 —  reprefenta  em  geral  qualquer  frao^o , 

cujo  numerador  feconfideie  como  hum  monómio,  e cu- 
jo denominador  fe  coufideiie  como  hum  binómio;  cque 
cada  termo  defta  ferie  he  igual  ao  feu  precedente  mul- 
tiplicado por  —  ^ ,  facilmente  veremos:  i.^  que  a  fe- 
rie íèrá  convergente  todas  as  vezes  que  (or  i^  x^  k^ 
rá  diveigcnte  todas  as  vezes  que  for  b<^x^  e  não  fcrá 
convergente  ,  nem  divergente  ,  todas  as  vezes  que  for 

i  =  AT  i  e  2t0  que  a  firacção  polynomia  — ,    que 

deveria  feguir-fe  ao  termo ,  onde  tiveífemos  parado  com 
a  íèrie ,  no  primeiro  cafo  íèrá  tanto  menor ,  quanto  maior 
for  o  numero  XI ;  nofegundo,  tanto  maior,  quanto  maior 
for  o  numero  « ;  e  no  terceiro  fcrá  confiantemente  igual 
á  frao^o  propofta,  qualquer  que  íèja  a  grandeza  donu* 
mero  m  Da  primeira  delias  conclusões  fp  fcgue  m  que 

»  pa- 
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»  para  as  feries  que  refultão  defte  género  de  fracções 
»f  lerem  convergente,  he  abfolutamente neceíFario ,  que 
yf  O  primeiro  termo  "do  binómio  feja  o  maior  dosdous» 
e  da  fegunda  «  que  a  fomma  de  qualquer  numero  de 
yj  termos  de  huma  ferie  infiniia  ,  nao  fô  nos  não  pcSde 
99  dar  o  valor  exafto  da  quantidade ,  de  quem  ella  rç- 
99  fulta;  mas  nem  mefmo  nos  pôde  dar  valor  algum  ap- 
99  proximado  ao  da  dita  quantidade,  fcnão  fendo  a  le- 
99  rie  convergente.  >» 

ai8    Sendo  dada  huma  frac<^o  própria  j  ,  le  divi- 
dirmos os  feiís  dous  termos  pelo  numerador  a  ^  teremos 

(Numeroi44).  7  =  ^y  Supponhamos  que  a  par- 

V  "3  / 
te  inteira  do  quociente  de  i  dividido  por  a  feja  c  ,  e 
d  o  refto  da  divisão  fení  (Numero  184)  i  =C4-  |  i 

e  por  tanto 

« t 

7--— 7 


Pelas  mefmas  razões  ,  ie  dividirmos  os  dous  termos  da 
fraa^o  -J  pelo  feu  numerador  dy  teremos  -  =  ^r—-  \ 

V  3  y 

e  iendo  e  a  parte  inteira  do  quociente  de  a  dividido 
por  dy  c/o  reftç  da  divisão,  fera  -  = 


à      i^ 

en- 


tanto fubftituindo  na  exprefsâo  de  -y  em  lugar  de  •;  ei^ 
te  valgr,  teremos 
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m  t 

7  — r"~ 


# 


*  -+■ 


-4 


Da  mefina  íbrte  dividindo  os  dous  teitnos  da  fracção 
^  pelo  íèu  numerador  fi  c  reprefentando  por  g  o  quo- 
ciente da  divisão  de  d  por/ ;  e  por  b  o  rcfto  da  mcf- 
ma  divisão ,  teremos  ^  =  — ^  ,  c  por  confequencia 


,^y 


í-í- 


e  affim  progreflivamente ,  em  quanto  efte  procedimento 
for  poífivel. 

229  A  ferie  de  termos  ,  que  por  efte  modo  refulta 
da  fracção  propofta,  íc  chama  hurnsi  fracção  continua  i 
efta  porém  não  pode  fer  illimitada ,  pois  lè  bem  adver- 
tirmos no  procedimento  que  aqui  feguimos  ,  c  no  que 
explicamos  (Numero  167)  para  a  determinação  do 
maior  divifor  commum  de  quaeiquer  dons  números ,  te* 
remos  que  os  denominadores  de  todas  as  fracções  par- 
ticulares ,  de  que  a  fracção  contínua  fe  compòe ,  sSo  o» 
quocientes  fucceífivos  das  divisões ,  que  íè  praticão  pa- 
ra o  defcubrimento  do  maior  divifor  commum  dos  dous 

termos  da  fracção  primitiva  j  i  e  como  o  numero  def- 

tas  operações  he  neceíTariamentc  limitado  ,  também  de 
oeceíEdade  deve  fei'  limitado  o  numero  dos  termos  da 

fe- 
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lèrie ,  que  conflitue  a  frac<^o  contínua.  AlEm  querendo 
converter  cm  frac^o  contínua  a  fiacdo  ordinaiia  —  , 
procedendo  pelo  modo  expreíTado ,  acharemos 


204 


4H- 


I 
<-+  — 


ifto  he  ,  acharemos  que  efla  ferie  nao  pódc  paíTar  do 
quarto  tamo. 

230    Se  a  fracção  ordinária  |  convertida  cm  frac- 

^o  contínua  der  a  feguinte  ferie 


^+ 


í-*- 


X 


^+T 


e  em  lugar  da  ferie  inteira  y  que  conflitue  o  verdadeiro 
valor  de  j  ^  tomarmos  primeiramente  o  feu  primeiro  ter- 
mo i  depois  os  íèus  dous  primeiros  termos  ;  depois  os 
feus  três  primeiros  termos  ;  depois  os  feus  quatro  pri«- 
mciros  termos  ^  e  aíTim  íuccdfivametite  ,  chtertmos  por 
efte  modo  quantidades  ,  cujos  valores  femo  alternativa 

mente  maiores  ,  c  menores  ,  que  | :  por  quanto  he 


l66  E  L  E  M  E  K  T  b  S 

r  <  r  -1-  '7jrrj7"í  ^  P^r  confequenda  (Numero  i8i ) 

• .  -^ 

c^— 

pela  mefma  razão  hc 


c-i- 


^-i-T-rrr  *»+ 


e  -i-  fcc.  «  -^  fcc. 


logo  7"  <- p— ,  OÍl- ;-  <f 

. ...  '-^.T    '-*- r-     *-*-— 

femelhantemente'  he 


• < rr-^,  C.f-t-- — r<fM 

e  por  confequenda  ■ 

^-p-> -7—, ou  ; >j 

continuando  a  difcomer  pelo  mefmo  modo  ^  fe  reconhe- 
cerá com  toda  a  evidencia  a  verdade  da  propoílçao  af- 
iirmada. 

231     Ora  aílim  como  huma  fracção  fimplcs  fe  pode 
converter  em  Ê'ac^o  contínua  ^  também  huma  fracção 

con- 
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contínua  fe  pôde  converter  em  fracção  fimples  ,  inver- 
tendo a  maneira  de  proceder.  Seja,  por  exemplo,  afrac« 
<^o  continua. 


I 

4^ — 


'-*-T 


he  daro,  que  tf  ^-  j  =  ^^:  logo  -_L^=:^^ 
=:   /.- ,  c  por  coníèquencia 


mas  d-h  T^rijn  =  — e/^i      i  e  por  tanto  .  .  ? 
^   .  .O.  =  def^i^j'  -  ée/^4^/  '  donde 

I  t 

lè  legue,  que  — ■ —  "^  e/^  i'  »<>» 

1  t 


^WiMMi** 


'+7- 


Z  fo. 


t68                Elembktos 
porem  c  ^-  ^,/^^^/  = de/^d^/         > 

logo ^^; =  rj^-píTTT^^TTriri ' 

»  H — ' r 

c  por  coniêquenda 


'  + 


if  «4. 


I 


f 

He  evidente,  que  pelo  tnefino  modo  íê  poderá  conver- 
ter em  frac^o  ordinária  qualquer  outra  frac(^o  conti- 
luia,  por  maior  que  feja  o  numero  dos  feus  termos. 

232    Conveitendo  em  fracções  fimpiices  as  •fracções 
continuas ,  que  em  o  numero  antecedente  molhámos  fe* 

rem  alternativamente  maiores,,  c  menores  que-j  ^  tere- 
mos que  da  fracção  continua 


<-t- 


-í-t- 


'Ht 


f-^ 


^+ficc. 


em  que.  fiippojtios  convertida  a  frac^o  ordinária  -j  ,  lè 
deduzem  as  feguintes  fr^c<^  ordinaiíos. 
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' 

rt  -t-  1       ^   » 

"+■       .  . 

Çdt  ^  C  ^  4         ^^     > 

^+'H-/ 

cada  vez  mais  próximas  ao  valor  de  | ;  como  he  fã» 
cil  dever,  examinando  íucceflivamente  oscaíbs,  em  que 
a  fi-ac^o  continua  refultante  da  transformação  de  ^  conf^ 
te  de  dous  termos,  de  três,  de  quatro,  de  cinco,  ea£» 
fim  fucccílivamente  de  outro  qualquer  numero  de  ter-^ 
snos :  pois  luppondo  j  n: ,  íèra 


'+T 


a 


€d  ^  1  * 


e  por  tanto  o  fegundo  valor  já  não  he  approxlmadò, 
mas  fim  exadlo.  Suppondo  y  =:  >  lerá 


X 


Zii 


tyo  Elbmbhtos 


1?^  .4-  I 

^ .^  tf 


^(/^  ^  r  -{.  ^ 


c  fera  evidentemente  a  diflferença  entre  o  primeiro  va- 
lor,  e  o  verdadeiro ,  maior  que  a  diíFerença  entre  o  ver- 
dadeiro, e  ofegundo;  pois  íendo  a  primeira  deitas  dit- 
fçrenças  ezpreílada  por 


e  a  íegunda  por 


reduzindo  cada  huma  deílas  exprefsóes  a  hum  Çó  qne* 
brado  pela  fubtracçao  eSedllva ,  a  primeira  fe  converte 

«^Tr73rÍTTir7r>^^^^S"^^^^"^ 

ica^  ^)^cl^c^e)  >  ifto  he  ,  a  primeira  fe  con- 
verte em  huma  iracçâo  ,  cujo  numerador  he  maior  que 
o  da  íegunda  3  c  cujo  denominador  he  menor  que  o  da 
fegunda  y  donde  fe  fegue  fer  por  amba^  eftas  razões 
maior  que  a  mcQna  fegunda  j  e  como  o  teiceiro  valor 

he  juftamentei  igual  a  y  ,  fegue-fe  ^  que  também  nefte 

cafo  a  propoíi^o  affirmada  he  verdadeira.  Difcorrendo 

fe- 
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iemelhantemcnte  em  todos  os  outros  calos ,  lè  verá  que 
^a  tombem  em  todos  tem  igualmetiie  lugan 

233  Deíla  propriedade  das  fi-ac(jÕes  continuas  reful- 
ta  huma  grande  commodidade  para  os  cálculos  de  ap* 
proxima^o  ,  em  que  entrão  fracções  ordinárias  ,  cujos 
termos  são  números  muito  grandes ,  pois  nos  dao  a  í^-- 
cilidade  de  podermos  fubftituir  a  eftas  fracções  outras , 
cujos  termos  fejâo  muito  mais  íimplices  ;  c  cujo  yalor 
iga  muito  proximamente  igual  ao  leu  i  e  ido  quafí  íèm 
occaíionar  mais  trabalho  ,  do  que  aquelle  meímo  ,  que 
íè  teria  ,  procurando  fimplificar  as  ditas  fracções  por 
meio  do  maior  diviíbr  commum  dos  Icus  termos  ,  don- 
de até  fe  feguc  também ,  aue  as  fiacções  fubítituidas  á 
propoíla ,  vem  logo  reduzidas  á  fua  exprefsao  mais  ílm« 
pies  y  pois  que  £b  neftas  pertcndeflemos  determinar  o  íèu 
xnaior  divifor  commum  >  teríamos  as  fracções  continuas 
produâoras  delias ,  e  logo  feriamos  por  hm  conduzidos 
a  huma  divisão  ^  cujo  divifor  foífe  a  unidade. 

EXEMPLO. 

Supponhamos  ,  que  em  hum  calculo  de  approxT- 

ma(^o  tinhamos  a  frac^o ^  a  qual  pertendiamoí 

reduzir  ahumaexpreisâomaisfimples,  procedendo  (  Nu* 
mero  167)  á  inveftigac^o  do  maior  aivifor  commum 
dos  íèus  dous  termos  i  teri^mos  que  praticar  as  operara 
^Ões^  ^ue  indico  em  o  feguinte  profpcdo  de  calculo» 


17* 


Elementos 


8 

ò 


41 
I 


''l 


S6S 
.-IÍJ4 


ii6i 


4348 


1261 


_â24l 


2 


por  meio  dos  quaes  reconheceriamos  ,  que  a  fracção 

AXA$ 

conftando  de  dons  termos,  que  sâo  números  entre 

9957  .  ^ 

li  primos  ,  he  irreduftivel  a  outra  exprefsão  mais  fim- 
pies ;  porém  bailando  para  o  gráo  de  exaoçío  ,  que  fe 
pertende  no  calculo  ,  que  a  efta  fe  fubílitua  huma  ex- 
prefsão proximada  ,  poderemos  confeguir  ,  que  efta 
feja  alTás  fimples  ,  e  próxima  ,  fervindo-nos  dos  quo- 
cientes 2,3,  2 ,  4  >  3  j  y  3  8  5  achados  pelo  decuríb  das 
operações  praticadas  ,  para  por  meio  delles  converter  a 
fracção  propofta  em  fracção  continua^  como  íe  fegue 


I  ^- 


2^ 


4  + 


i  + 


^-^T 


Então  tomando  o  primeiro  termo  •;  ,  teremos  huma  frac- 


126X 


ção,  que  fó  diíFeie  da  propofta ,  ou  pouco  mais  de 
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—  •  Tomando  os  dous  primeiros  termos  — -  ,  tere- 


3 


mos  a  fracsao  ^  ,  que  fó  differe  da  propofta  -^^^ ,  ou 


pouco  mais  de  —  •  Tomando  os  primeiros  três  tep- 


134 


mos —— ,  teremos  a  frac^o  ^,  que  fódiffêre  di 

I 

pofta ,  ou  pouco  mais  de •  Tomando  or 

i5fji*  1217 

quatro  pruneuos  termos  ,  teremos  a  frac-* 


X 

2  — 

.4 


tío  — ,  que  fó  dilFere  da  propofta  ^^ — ,  ou  pouca 

7'  706947 

mais  de .  Tomando  os  cinco  primeiros  termos  ^ 

1724?  ^ 

c  aíEm  por  diante,  teriamos  novas  fracções  ainda  mais 
próximas  á  propofta  que  as  precedentes  }  e  por  tanto, 
iêgundo  o  gráo  de  approxima<^o  ,  que  nos  for  baftan- 
te ,  poderemos  continuar  nefte  procedimento ,  até  achar 
huma  fracção  ,  que  íãtisfaça  a  condição  que  pertende- 
mos,  no  cafi>  que.  ifto  íèja  poíEvel»^ 


D^ 


174  Elemektos 

Dos  Números  Complexos. 

234  /^  Que  até  aqui  temos  dito  dos  quebrados , 
V-/he  confiderando-os  como  abífraílos  :  e 
íuppoílo  que  por  iíTo  mefmo  lhes  feja  tudo  appiicavel, 
quando  fc  coníldcrão  como  concretos  ;  com  tudo  ,  co- 
mo as  divisões ,  e  fubdivisões ,  que  os  povos  praticárâo 
em  as  unidades  de  medidas ,  pezos ,  e  moedas  por  el- 
les  adoptadas  para  os  ulbs  da  vida  civil,  nuo  forâo  re- 
guladas conforme  ao  íyílema  da  numeração  decimal  (i)  y 
mas  fim ,  fegundo  as  circumftancias ,  c  neceífidades  par- 
ticulares de  cada  luim  delles ,  a  variedade-  que  daqui  r&- 
fultou  nas  diiferentes  claíTes  de  unidades  ^accionarias , 
relativas  a  cada  huma  das  unidades  principaes ,  e  os  diF- 
ícrentes  nomes ,  por  que  ie  ficáiâo  diftinguindo  y  fizcrâo 
com  que  nem  a  forma  decimal  ,  nem  a  dos  quebrados 
ordinários  foíTem  as  que  mais  namralmente  lhe  compe- 
tiflem ;  e  por  tanto ,  dando  nafcimento  a  huma  nova  elr 
pecie  de  quebrados  ,  fez  também  ncceíTarios  novos  me- 
thodos  5  que  façilitaíTem  o  feu  calculo.  Aífim  efcolhen- 
do  ,  por  exemplo  ,  para  unidade  de  extensão  cm  com* 
primento  huma  certa  grandeza  ,  a  que  chamarão  Toe^ 
za  y  dividirão  efta  em  íeis  partes  y  a  cada  huma  das 
quaes  chamarão  P/.  Dividirão  o  Pé  em  doze  paites ,  a 
cada  huma  das  quaes  chamárao  Pollegada.  Dividirão  a 
Pollegada  cm  doze  partes ,  a  cada  huma  das  quaes  cha- 
mánío  Linha*  E  dividirão  a  linha  em  doze  partes  y  a 
cada  huma  das  quaes  chamarão  Ponto»  E  defte  modo 
para  exprimirem  ,  que  hum  certo  comprimento  confta 

de  dezefete  Toezas ,  e  4   de  huma  Toeza  fe  ficou  di- 

zen- 

(  I  )  As  Províncias  Unídu  da  America  Septentríonal  acabâo  de 
regular  todat  ai  divisões »  e  fubdivisóes  de  Tuas  moedas  ,  pezos ,  e 
medidas »  legundo  o  principio  defte  fyftema :  igualmente  a  França. 


BE   ARITHMETtCA    UniVERSAL.         l^f 

zendo^  que  elle  confta  de  dezeíèteToezas,  e  cinco  Pés. 
Para  denotarem  ^  que  outro  comprimento  confia  de  qua-- 

torze  Toezas  4  de  huma  Toeza ,  e  —  de  4  de  Toeza , 

6  '  12  6  ' 

lê  ficou  dizendo  ,  que  elle  confta  de  quatorze  Toezas , 
cinco  Pés,  e  fete  Poilegadas  ;  e  aífim  femclhantementc 
E  defte  modo  ficaráò  as  fiacções  da  unidade  principal 
ícndo  reprefentadas  por  números  inteiros  ,  e  por  confe- 
quencia  pedindo  novas  attençóes  na  maneira  de  fe  cal^ 
cularem. 

235:  Todos  os  números,  que  á  femelhança  dos  aC- 
Cma  mencionados  ,  fe  referem  a  diíFerentes  efpecies  de 
unidades  do  mefmo  género ,  fe  chamão  Números  com^ 
plexos  ,  ou  Denominados  ;  e  o  metbodo  particular  de 
os  calcular  Calculo  dos  Números  complexos.  Antes  po- 
rém de  expormos  o  modo  de  praticar  com  efte  género 
de  números  as  operações  fundamentaes  da  Arithmetica , 
le  faz  neceífario  o  conhecimento  dos  fcus  nomes  ,  das 
fuás  divisóes ,  e  liibdivis6es ,  e  dos  fignaes ,  por  que  fe 
coihimão  repreíèntar. 

As  feguintes  Taboadas  indicao  tudo  ifto ,  pelo  que 
pertence  aos  Pezos  ,  Medidas  y  e  Moedas  mais  ufuacs 
cm  o  uoíFo  Paiz. 

T  A B  O  A  DAL 

Dos  Fezos  dos  Géneros  mais  ordinários^ 

SinaeSy  e  Nomes. 

T  fignifica     -    -    -    -  Tonelada^i 

Q^-------  Quintal. 

f-    -    ^    -    -    -    .  Arrobav 

--.-.--  Arrátel. 

On,  ou  5      -    -*    -    -  Onça. 

Out ,  ou  3    -    -    -    •  Outaya* 

Aa  Di- 


I7Í 


Elementos 
Divisões. 


X  Oufava 


X  Arroba 

2  Arrátel 

t  On^a 

8 

16 

128 

31 

512 

4096 

X  Quintal 

4 

128 

1048 

16384 

I  Tonelada 

I 

131 

54 

1728 

27648 

221 184 

N.B.  O  Quintal  da  Cafa  da  índia  vale  iiz.  Arráteis. 

T  A  B  O  A  D  A    IL 

Dos  Pezos  dos  Metacs  preciofos. 

SinaeSy  e  Nomes. 

^  fignifica    -    -    -    -  Arratek 

M      ------  Marco.. 

On,  ou  5     "    "    •    -  Onça. 

Out,  ou  3    -    -    -    -  Outava. 

E.  ou  9  -    -    -    -    -  Efcropulo*. 

Ç.- Grâo. 


Di- 
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DivisScs. 

I  Giio 


I  Marco 

I  On<;a 

I  Èfcropul. 

24 

t  Oatavt 

3 

71 

8 

24 

576 

8 

64 

l9^ 

4608 

X  Anratel 

2 

16 

118 

384 

^^^6 

T  ABO  ADA    III. 

Dos  Pezos  das  Pedras  preciofas^  e  Pérolas. 

SinaeSy  e  Nomes. 

On,  ou  ^  fignifica     -  Onça. 

Oit ,  ou  3  -    -    -    -  Ourava. 

E,  ou  9     -    -    -    -  Efcropulo* 

q------.  Quilate, 

g Grão. 


Aa  ii 


D/- 


178 


Elementos^ 

Divisões. 


I  Quilate 

t  Crão 

4 

t  Efcrop. 

6 

24 

I  Outava 

3 

18 

71 

X  Onqa 

8 

24 

144 

J76 

N.  B.  Os  Diamantes  pezão-fc  a  Quilates :  os  Topá- 
zios, c  Pérolas  is  Ouravas. 

T  ABO  ADA    IV. 

Dos  Pezos  das  Boticas*. 

Si  Mes  ^  e  Nontes. 

^  fignifica   -    -  -  Libra, 

i  -----  -  Onça. 

3  -'.-.-  •  Outava,  ou  Dragma^ 

9  -----  -  Efcropiílo. 

g  -  *   -^   -   -  -  Giãa. 


Di- 
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Divisões» 


I  Onqa 

X  OutaTft 

t  Gilo 

1  Efcrop. 

20 

3 

60 

» 

8 

24 

480 

I  Libra 

12 

96 

i28 

S760 

TABOADA    V. 

Do  Ajfinamento  do  Ouro^ 

Sinaesy  e  Nomes. 


M  figmíica 

CL 

g    -   -   - 


-  -    Marco- 

-  -    Quilate. 

-  -    Grâo. 


Divisffes^ 


X  Quilate 

I  Grão 

4 

X  Marco 

-24 

96 

TA. 


TABOADA    VI. 
Do  Afinamento  da  Prata. 

Sinaesy  e  Nomes. 

M  fignifica    -    -    -    -    Marco. 
D--*----    Dinheiro. 
G   -------    Grão. 

DhisSes. 

X  Grão 


t  Dinheiro 
z  Marco 


12 


24 


228 


N.B.  Pela  Lei  de  4  de  Agofto  de  1688  regulou-le, 
que  I  Marco  de  Ouro  de  22  quilates  valeíle  96000 
reis  i  e  i  dito  de  Prata  de  11  dinJieiros  yalefle  óooo 
reis, 

TABOADA    VIL 

Das  Medidas  Itinerárias. 

Sinaes^  e  Nomes. 

L  figniííca    -    -    -    .    Legoa. 

P Paílò. 

P Pé. 


Di- 
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DivisSes* 


I  Pé 


I  PaHb 


t  Legoa 


o9^9 


^959S 


N.  B.  Eftas  medidas  >  que  aqui  damos  >  ílindão-íc  na 
íuppoíi^o  ,  de  que  a  grandeza  media  de  hum  gráo  de 
Meridiano  feia  cie  342180  Pés  Régios  de  Paris ,  ou  de 
^yajii  Pés  ronuguezes ,  por  fer  o  Pé  de  Paris  para  o 
ré  Portuguez,  como  1440  para  1397  i  e  emfcr  o  gráo 
do  Meridiano  igual  a  18  legoas  lV)rtuguezas. 

A  legoa  da  Marinha,  de  20  no  gráo,  divide-fe  em  :{  mi- 
lhas ,  a  milha  cm  1 176  Paflbt  =  882  B.  Ordinárias ,  ou  11 02. 
B.  4  P*  da  Marinha. 

T  ABO  ADA    VIIL 

De  outras  Medidas  em  comprimento^ 

Da  Braça. 

Sinaes^  e  Nomes ^ 

B  fignifica    -    -    -    -  Braças 

P Palmo. 

F-    ^    -    -    -    -    -  poUegadãrf. 

-.-.----  Linha, 

pt  -  -    -    -    -    -    -  Ponto^ 


D/- 


z82 


Elembnitos 
Divisões. 


1  Palmo 

I  Polle^. 

I  Linha 

1  Ponto 

IO 

11 

120   . 

8 

^6 

960 

t  Braça 

IO 

8o 

960 

9600 

N.  B.  A  Braça  Marítima  divide-fc  em  8  Palmos :  o 
palmo  em  8  poUegadas  i  e  a  pollegada  em  Decimas. 

Da  Toeza. 

SinaeSy  e  Nomes. 


T  íignifica 
P 


Toeza. 

Pé. 

Pollegada. 

Linha. 

Ponto. 


Di- 
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Divisões* 

t  Ponto 


I  Pé 

I  Polleg. 

I  Linha 

12 

12 

144 

12 

144 

1728 

2  Toeza 

6 

71 

864 

10368 

As  medidas  em  comprimento  de  que  usão  os  Mer- 
cadores de  retalho  são  a  /^r^/  ,  e  o  Cavado  •,  a  Vara 
confta  de  y  palmos ,  e  o  Covado  de  3  palmos. 

N.  B.  O  Palmo ,  que  pela  Lei  de  20  de  Novembro 
de  175:6  deve  lèrvir  de  medida  para  os  fretes  de  todos 
os  volumes^  tanto  íèccos,  como liquidos >  que  íèembar- 
do  para  as  noíTas  Colónias  ,  o  qual  fe  cnama  Palntê 
da  Junta  do  Commercio  ,  he  menor  que  o  palmo  cra- 
veiro, na  razão  de  91  para  100  ,  pois  que  91  palmos 
craveiros  equivalem  a  100  paltnos  da  Junta  do  QoEOr 
mcrcio.  A  fua  divisão  não  he  em  8  Pollegadas  ^  como 
o  Pakno  Craveiro^  mas  íim  em  lo* 

TABOADA    IX. 

Das  medidas  de  Arco  liguidasn 

SinaeSy  e  Números. 


T  fignifica ToneL 

Pp     -----    .    .    Pipa. 
Bb 


Al 


ig^  Elementos 

j^  .,.-.-.    Almudc. 

Pt  •.^--..    Pote. 

Cn  -------    Canada. 

Qr  .^.----    Quartilho. 

Divisões. 


I  Quartilho 

I  Canada 

4 

I  Pote 
ou  alqueire 

6 

24 

I  Almude 

2 

11 

48 

1  Pipi 

^S 

So 

300 

liOO 

t  Tonel 

2 

'       ir      ■ 

'..     ICO 

600 

2400 

N^B»  I.''  A  Canada  íe  divide  cm  duas  meias  canaâ;^. 

2.0  O  Quartilho  íc  divide  em  dous  meios  qusff^* 
tiUios.  .^.. 

3^.0  O  Azeite,  e  o  Vinho  coftumão  vender-fe  con- 
tando 26  Ahnudes  por  Pipa. 

4.0  Em  partes  ^4  Ahnudes  equivalem  a  s  To- 
nel ,  e  27  á  Pipa^ 

TABOAD.A    X- 

Vas  Medidas  de  Arcofeccas.. 

Sinaes ,  e  Nomes. 


M  fígmãca 
F     -  ^     . 


-  -    -    Moio. 

-  -    -    Fanga* 


/ 


/, 
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A--*-*--  Alqueire. 

O-»-.---  Quarta, 

Oit  - -  Oitava. 

m-.*..**  Maquia. 

Cd  -------  Celanúm. 

DivisSes. 

I  Gelamifli 


tQuaita 

C  Oiteva 

X  Maquia 

2 

2 

4 

2 

4 

1 

8 

I  Alqueire 

4 

8 

16 

3» 

iFtnga 

4 

i6 

3^ 

64 

128 

S  Mole 

ly 

<ío 

240 

480 

960 

1920 

N.  B.  I  Alqueire  divide-fe  em  dous  meios  Alqueires* 

T  ABO  ADA    XI. 

Da  medida  do  Tenipo. 

Sinaes ,  e  Nonies. 


d  fígniíica 
h     -     - 


Bbu 


Dia. 
Hora. 

Minuto. 
Segundo. 


Di- 


i8^ 


Elemehtos 

Divisões. 


I  Hon 

T  Sej^ndo 

r  Minuto 

60 

60' 

3600 

I  Dia 

24 

1440 

86400 

N.  B.  O  íègiindo  também  fe  divide  era  60  tercei- 
fos  ,  que  fe  denotão  aíHm  ^^^  ;  o  terceiro  dÍYÍde-fe  em 
éo  quartos,  que  fe  denotãò  aílim  ^v  j  e  allim  progreC- 
íivamente  continuando  fempre  as  divisões  de  60  em  60 
partes». 

T  ABO  ADA    XIL 


Das  Moedas. 
SinaeSj  e  Nomes. 


i^  (Tgnifica 


-  •  Moeda  de  Ouro*. 

-  -  Cnizado. 

-  -  Toflâo. 

-  -  Vintenu 
•  •  Reah 


Di^ 
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I  Toftão 

1  Real 

I  Vintém 

20 

s 

• 

100 

1  Cruzado 

4 

20 

• 

400 

I  Moedt 

12 

48 

240 

■  4800 

N.  B.  A  moeda  de  Ouro  de  4800  reis ,  além  de  não 
ler  a  moeda  Portugueza  de  maior  valor  ,  admitte  mui- 
tas outras  divisões,  que  nâo  vão  aqui  mencionadas ;  po- 
rém julgamos  não  dever  fazer  men^o  delias  cm  a  nofla 
eícala ,  por  não  refultar  denenhuma  delias  moeda  algu- 
ma das  que  nos  ufos  communs  íè  coftumão  tomar  por 
unidade,  i  ezcep(^o  do  Cruzado  turvo  y  ou  cruzado  de 
480  reis  ,  o  qual  também  exduimos  da  noíTa  efcala> 
por  não  admittir  divisão  em  Toftôes. 

Ás  moedas  Pormguezas  uíàdas  no  Reino  ^o  as  iè« 
guintes^  cujos  valores  ailinaremos  em  Rcaes.. 


Moedas  dè  Ouroé 

Dobrão  de  cinco  Moedas  vale 

Dobrão        -       .       ^  . 

Dobra          -       -       -  - 
Moeda  de  Ouro 

Meia  Dobra        -       -  - 

Meia  Moeda       .       -  • 

Dezcfeisi  toftfíes   -.      -  -* 


24000  reisi. 
12800 

6400 

4800 

3200 

240O' 

1600 
Qtiai% 


i88  Elementos 

Quartinho    -----  1200 

Oito  toftóes          -       -       -       -  800 

Cmzado  novo      -       -       -       -  480 

Cruzado  velho     -       -       -       -  400 

Moedas  de  Prata. 

Cruzado  novo       -       -       .       -  480  reis. 

Doze  vinténs        -       -       -       -  240 

Seis  vinténs          -       -       -       -  120 

Toftão        -        -       -       .       .  100 

Três  vinténs         -       -       .     .  -  60 

Meio  roftao         -       L       -       -  yo 

Vintém        -----  20 

Âs  moedas  de  cobre  ralem  tantos  Reaes  y  quantos 
oíbu  mefmo  nome  indica  ^  esão:  Dez  reis  ^  cinco  reis  y 
e  três  reis.  Em  tempos  mais  antigos  erão  entre  nós 
ufadas  moedas  de  cobre  de  menor  valor,  que  as  prece- 
dentes, como  o  real  e  meio^  o  realy  o  meio  real^  c  o 
ceitil  \  porém  já  hoje  fe  nâo  fabricão, 

N.  B.  He  de  notar  quanto  a  efcala  da  nofla  moeda  fe  ap« 
próxima  á  da  numeração  decimal ;  e  também  com  quanta  ía« 
cílidade  ficaria  perfeitamente  reduzida  a  cfia  efcala  \  pois  que 
fuppoftas  as  moedas  de  5  reis ,  10  reis ,  50  reis ,  100  reis ,  \k 
cziltentes  ,  refta  apenas  fubftítoir  500  reis  ao  cruzado  novo ; 
icoo  reis  ao  quartinho  ,  ou  oito  toftóes  \  5000  reis  á  moeda 
de  ouro  \  e  confervando  oi  \  reis  para  as  pequenas  contas  de 
reaes,  adoptar  talvez  por  maior  moeda  a  de  icooo  reis  para  as 
contas  maiores:  defte  modo  haveria  fõ  )  moedas  de  cobre,  ) 
de  prata ,  e  ;  de  ouro ,  com  %%  quaes  fe  fariio  todos  os  paga- 
mentoscom  mais  promptidio^  e  menos  probabilidade  de  enga* 
no  ,  do  que  com  as  aótuaes  \  que  todavia  nâo  deixáo  de  dar 
grande  credito  aos  noflbs  antepaiiados  feus  efiabelecedores.  Em 
outro  lugar  trataremos  mais  propriamente  da  moeda  confidera* 
da  pela  lua  parte  policíco-eoonòmica. 

He  também  de  notar  ,  que  quafi  todas  as  divisões  da  uni- 
dade orígtnariameme  noí&s,  láo  muhiplfes  de  a ^  5,  ou  i o. 
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ADVERTÊNCIA. 

236  O  nome  que  fe  vê  efcripto  na  parte  íbpcrior 
de  cada  columna  vertical  deftas  Taboadas  ,  he  o  que 
fe  dá  á  unidade ,  a  que  os  números  da  meíma  columna 
íè  referem  9  ecada  hum  deftes  números  declara  dequan^ 
tas  das  dicas  unidades  confta  aquella  ,  por  cujo  nome 
principia  a  linha  horizontal ,  onde  elle  íè  acha  efcripto. 

Por  exemplo :  o  nome  vintém ,  que  fc  vê  efcripto  na 
parte  fuperior  da  terceira  columna  vertical  da  Taboa 
AlL,  denota  a  unidade  a  que  íè  referem  os  números  ^  y 
ao ,  e  240 ,  que  compõe  a  dita  columna  i  e  o  numero 
240  exprime  de  quantos  vinténs  confta  huma  moeda  de 
êuro  \  unidade  >  por  oxp  nome  começa  a  linha  horizon- 
tal ,  em  que  fe  acha  eícripto  o  mefmo  numero  240 ;  al^ 
fim  também  o  numero  20  denota  de  quantos  vinténs 
confta  hum  cruzado  ,  unidade ,  por  cujo  nome  começa 
a  linha  horizontal ,  em  que  o  dito  numero  fe  acha  ef- 
cripto. 

257  Daqui  fe  fegue,  cjue  cada  huma  das  unidades 
fraccionarias ,  em  que  fe  dividem ,  e  fubdividcm  as  uni- 
dades príncipaes ,  qualquer  que  íeja  a  unidade  da  claílfe 
liiperior  a  que  cilas  fe  rcfirao  ,  tem  por  denominador  o 
numero,  que  lhe  coirefponde  na  linha  horizontal  ,  em 

Sue  íè  acha  efcripto  o  nome  da  unidade  a  quem  fe  re* 
ire.  Âílim  o  vintém ,  quando  fe  refoe  á  moeda  de  ou- 
ro ,  he  huma  unidade  n-accionaria  ,  cujo  denominador 
he  o  numero  240  ,  que  llie  correfponde  na  linha  hori- 
zontal inferior  i  quando  porém  íè  refere  ao  cruzado ,  he 
huma  unidade  fí-accionana ,  cujo  denominador  he  o  nu^ 
mero  20 ,  que  lhe  correfponde  na  linha  horizontal ,  que 
começa  pia  unidade  Cruzado  ;  e  quando  íè  refere  ao 
toífêo ,  ne  huma  unidade  fraccionana ,  cujo  denomina- 
dor he  o  numero  y  >  que  lhe  correfponde  na  linha  Iio- 
cizontal  y  que.  começa  pela  unidade  Toftao. 

Nãa 


ipo  Elementos 

258  Não  fendo  pois  as  unidades  dascIaíTes  inferio- 
res dos  números  complexos  ,  fenão  unidades  fracciona- 
rias relativamente  ás  imidades  das  claífcs  íiípcriores ,  he 
claro ,  que  pertender  reduzir  hum  numero  qualquer  de 
unidades  de  qualquer  daíFc  que  ièjâo  a  unidades  de  ou- 
tra claíle  inferior,  não  he  outra  coufa  ienâo  reduzir  hum 
numero  inteiro  a  huma  expreísão  fraccionaria  i  e  por 
tanto  êfta  operação  fe  deve  praticar  ,  multiplicando  o 
numero  das  unidades ,  que  fe  peitende  reduzir  pelo  de^ 
nominador  da  unidade  iraccionaria ,  a  que  fe  pertendem 
reduzir  (Numero  184).  Allím  querendo  reduzir  8^  a 
pés ,  como  i^ ,  he  huma  unidade  fraccionaria  a  relpei- 
to  da  Toeza>  e  o  feu  denominador  he  6,  por  iíFo  que 
cada  Toeza  coníla  de  6^  ,  multiplicaremos  8^  por  6 , 
e  teremos  8^  =  48^.  E  querendo  reduzir  8^,  y^,  ^p  y 
tudo  a  pollegadas  ,  reduzindo  primeiro  as  8^'  a  pés , 
teremos  48^  ,  que  fommados  com  c^  ,  fazem  5:3^  j  e 
porque  a  poUegada  he  huma  unidade  fraccionaria  y  que 
tem  12  por  denominador  ,  quando  fe  refere  á  unidade 
pé,  em  razão  de  cada  pé  conftar  de  12^  ,  multiplicare- 
mos o  numero  53^  por  12  ,  c  teremos  5:3^  zz  6x6p  , 
que  fommadas  com  as  3^  ,  que  acompanlião  as  8^  5^ 
fezem  639/^  =  8T  5^  iPj 

239  Pela  mefma  razão  fe  vê  ,  qu6  converter  hum 
numero  qualquer  de  unidades  de  huma  clafle  inferior 
em  unidades  de  outra  claflc  fuperior  ,  não  he  mais  que 
extrahir  de  huma  exprefsão  fraccionaria  os  inteiros ,  que 
nella  fc  contém  ;  e  que  por  tanto  efta  operação  fe  re- 
duz (Numero  184)  a  dividir  o  numero  propofto  pelo 
denominador  ,  que  compete  a  cada  huma  das  fuás  uni- 
dades, confideradas  como  unidades  fraccionaiias  daqucl- 
las ,  em  que  as  pertendemos  converter :  aífim  para  con- 
verter 48^  em  toezas,  dividiremos  48  por  6,  e  teremos 
que  48^  =  8^.  Se  o  numero  propofto  não  foíTe  exafta- 
mcnte  diviíivei  por  6  9  entáo  não  fe  poderia  converter 

to- 
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todo  em  Toezas  ;  porém  o  quociente  defta  divisão  de- 
clararia íèmpre  quantas  toezas  fe  continhâo  em  o  dito  nu- 
mero ;  e  o  íeu  refto  denotaria  quantos  pés  y  ou  Textos  de 
toeza  havia  nelle ,  além  das  toezas  inteiras :  aíTim  queren- 
do converteria^  em  toezas,  acharíamos  5'2^=  8^4^  por 
^80  quociente ,  e  4  o  refto  da  divisão  de  5:2  por  6. 

240  Se  as  unidades  do  numero  y  que  le  pertendc 
converter  em  unidades  de  outra  claíTe  liiperior ,  não  fo- 
rem da  ciaíTe  inunediatamente  menor,  então  em  vez  de 
converter  dcfde  logo  o  numero  propofto  em  unidades 
da  clalTc,  a  que  opertendemos  reduzir,  fera  melhor  fa- 
zer efta  conversão  primeiro  á  claíTe  immediatamentc 
maior,  depois  á  feguinte  ,  e  aífim  fuccelUvamentc  pro- 
correndo  todas  as  claífes  intennedias ,  até  chegar  áquel- 
la  que  fe  pertende  j  não  fó ,  porque  de  ordinário  qual- 
quer divisão  he  tanto  mais  fácil  ,  quanto  menor  he  o 
ieu  divifor  ;  mas  para  ir  defde  logo  achando  as  uni- 
dades das  claíTes  intermédias  ,  que  o  numei-o  propofto 
pode  involvcr  além  das  unidades  da  claíTe,  a  que  oper- 
tendemos reduzir.  Aífim  querendo  converter  639P  em 
tocTas  ;  cm  vez  de  dividir  efte  numero  deTde  lo^  por 
72 ,  que  he  o  denominador  da  unidade  fraccionaria  pol- 
legada ,  quando  efta  fe  refere  á  toeza ,  dividiremos  por 
12 >  que  ne  o  denominador  dameTma  unidade,  quando 

ella  Te  refere  ao  pé  j  e  teremos  que  639^^  =  j  3^  ^  =  y  3^ 
doi 


p  i  depois  dividindo  5' 3^  por  6,  que  he  o  denomina- 
•r  da  unidade  pé  relativamente  á  tocfa  ,  teremos  8^ 

•j ,  ou  8^  5^  =  53^  i  e  por  conTequencia  639''  =  8'^ 

241  Dcftes  meTmos  princípios  fe  deduz  ,  que  para 
converter  qualquer  numero  complexo  em  Tórma  de  que- 
brado ordinário  de  qualquer  das  unidades  diverTas ,  que 
compòe  o  mcftno  numero  ,  ou  que  lhe  fejâo  homoge- 

Cc  neas , 
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neas  ,  não  ha  mais  do  que  rcdusillo  todo  ás  unidades 
da  fua  Ínfima  efpecie  ^  e  dar  depois  por  denominador 
ao  numero  que  Qaoui  reíidtar  o  denominador ,  que  com- 
petir ás  unioades  aa  ínfima  efpecie  y  condd^adas  como 
unidades  fraccionarias  rekiti?a$  á  unidade  daqueiia  claíle  y 
a  que  queremos  qUe  o  quebrado  fe  refira:  affini  querendo 
converter  y^  8^  cm  lium  quebrado  ordinário  da  tocza  , 
reduziremos  prímèíro  ^^  %p  tudo  a  pollegadas ,  e  teremos . 
6Sp  i  e  porque  o  denominador  da  unidade  fraccionaria 
poUegada  y  quando  eík  fe  refere  á  Toeza ,  lie  72 ,  dare-^ 
mos  ao  numeix)  achado  ^8  o  denominador  72  >  e  terc- 

mos  ç^  2p  :=t~  =^  •    Da  melina  forte  querendo 

convertei*  25:%  12''*,  em;qtiebrado  ordinário  da  arroba  y 

acharemos  25*  12<^«=  ^    =|^    =^   ;  em  fim, 

3ucreMdo  converter  4*  9'  ^p  8'  em  fórma  de  quebra- 
o  ordinário  do  Palmo  ,  acharemos  4^  9^  çp  8^  =: 

^42  Se  em  vez  de  querermos  reduzir  hum  numero 
complexo  a  quebrado  ordinário ,  o  quizermos  reduzir  a 
quetnado  decimal  j  1Á0  haverá  mais  do  que  depois  de 
o  ter  reduzido  a  quebrado  ordinário  ,  fazer  efleítiva- 
mente  a  divisão  do  numerador  pelo  denominador  (  Nu- 
mero 219) :  eáffim acharemos ,  que  j^  8^  =0^, 9444 
&c.  ««que  25^  12'"  —  o®,  804687^. 

243  Pertend^ndo*4e  porém  converter  hum  quebrado 
ordinário  de  qualquer  das  unidades  de  hum  numero  con> 
plexo  em  fórma  de  complexo  y  lè  a  unidade  a  quem 
o  quebrado  fe  referir  for  da  ínfima  claíle  y  como  feria 

—    ,  então  confiderando  efte  quebrado  (Numero  176) 

€omo  o  quociente  da  divisão  de  348^^  por  ^  ,  mo 
haverá  mais  do  que  dividir  eãècUvamente  o  nume^ 

ra- 
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rador  pplp  denominador  ,  e  converter  depois  o  quo- 
ciente} em  unidades  das  clailes  fuperioríre  (  Numerp  240  ) , 

c  affim  acharemos  líi''  —  69P*  -^  =  j^  9/»'  -i  .  Não 
fendo  porém  da  inãma  clafle  a  unidade ,  a  quem  o  que- 
brado k  referir,  como  feria  ^    ,  então  fe  onumera- 

,dor  for  maior  que  o  denominador  ,  faremos  a  divisão 
dfb^iva  ,  c  com  o  quociente  achado  proccderenjos  co- 
mo em  o  calo  antecedente  ;  á  excepção  do  refto  da  di- 
visão' ,  o  qual  iremos  fucceffivamente  reduzindo  a  uni- 
dades das  clallès  iminediatamentc  menores ,  c  íobre  elle 
praticando  ao  mefmo  paílo  a  divisão  :  aíEm  quereAdo 

converter  i^    em  forma  de  complexo  ,  dividiremos 

1193^  por  24  ,  e  acharemos  49^  —  :  reduziremos  o 

cjuociente  49^  a  4^  9^  :  converteremos  em  poUe^gadas 
b  rcfto  17  da  divisão  ,  e  teiemos  136^  /que  dividire- 
mos eífeflivamcnte  por  24,  p que  nos  dará  no  quocien- 
te ^P  y  e  de  refto  i6p  :  converteremos  eíías  i6p  em 
192^  y  e  continuando  a  diviidir  por  24  ,  adigi^mos  Jao 

quociente  8^  :  e  por  tanto  teremos ,  que  fera  ^    = 

4^  9^  5^  8^  •  Se  a  unidade  ,  a  quem  o  qucbi^do  íê 
feferiíle ,  foíle  da  claíTe  maior ,  então  não  haveria  mais 
do  que  proceder  á  divi«o  do  numeradgi'  doIo  denomi- 
nador ,  convertendo  fucceíUvamente  os  reftos  das  divi- 
sões em  unidades  das  claíTes  immediatamente  .menores  i 
da  mefma  forte  que  no  Exemplo  precedente.  Aílim  ^cha^ 

remos,  que  ^  "=3^  i^^  6^^  qP'  3^» . 

244  Se  o  quebrado  y  oa  numao  iracciooAcio  ,  que 
£ç  pertender  converter  em  iikma  de  numeep  cqpíiplexo  > 
for  decimal  9  então  cqmo  as  íiiacçoes  ^decioiaes  fp  difiee 

Ce  ii  rem 


194  Elementos 

rem  das  ordinárias  em  nâo  terem  o  feu  denominador 
expreíTo ,  por'  iíTo  que  a  divisão  do  numerador  pelo  de- 
nominador íe  fuppoe  já  praticada  ,  como  indica  a  vir- 
gula y  que  fepara  o  fugar  das  unidades  do  lugar  das  de- 
cimas, a  conversão  iè  faz  muito  mais  fácil  :  pois  con- 
íiftindo ,  como  acabamos  de  ver ,  todo  o  artificio  da  re- 
ducçao  dos  quebrados  ordinários  a  números  complexos , 
cm  multiplicar  fucceílivamente  os  feus  numeradores  pe-, 
los  números  que  convém  ás  divisões ,  e  fubdivisôes  das 
unidades ,  a  que  elles  íè  refei'em ,  e  em  dividir  ao  mef- 
mo  tempo  os  produâos  ,  que  daqui  refultâo  pelos  feus 
denominadores  ;  nas  fracções  decimaes  náo  carecemos 
dèfta  fcgunda  operação.  Aífim  para  reduzirmos  4^",^ 
á  forma  de  numero  complexo  ,  como  4 '^',5'  he  o  meí- 
mo  que  4^  4-  o  '\c  ,  e  a  Toeza  fe  divide  em  6  pés , 
multiplicaremos  a  tracção  o  "^jj  por  6 ,  e  teremos  o  ^^$ 
=  3^  ,  e  por  tanto   4^,5'  =  4^  3^  :   e  com  effeito 

he  4T^5'  =  4T  -^ :  ora  pela  regra  expofta  em  o  nume- 
ro precedente ,  para  converter  ~-  de  Toeza  em  pés ,  de- 
veríamos multiplicar  5'  por  6 ,  e  dividir  o  produdlo  por 
10  i  mas  he  evidente ,  que  tanto  vale  multiplicar  qual- 

3uer  numero  por  6  ,  e  aividillo  depois  por  10  ,  como 
ividillo  primeiro  por  10 ,  e  depois  multiplicallo  por  6  i 
logo  he  igualmente  verdadeiro  o  modo  de  que  nos  fer- 
vimos  para  converter  0^,5  em  partes  de  toeza.  Seme- 
lhantemente reduziremos  4^^345'  a  forma  de  numero 
complexo;  pois  como  4*^,345'  he  o  mcfmo  que  4^  4-. 
0^,345',  ca  Toeza  fc  divide  em  6  pés,  multiplicaremos 
0^,345'  por  6,  e  teremos  0*^,345'  =  2^,07,  o  que  re- 
duz o  numero  propofto  a  4^-1-  2^-+- 0^,07;  e  porquê 
o  Pé  fedivideemi2  pollegadas,  multiplicaremos  afrac- 
^o  0^,07  por  12  5  e  teremos  0^,84 ,  o  que  reduz  o  nu- 
mero propoilo  a  4^  2^  0/^,84;  e  porque  cada  poUegada 

fe 
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íè  divide  em  12  linhas  ,  multiplicando  a  fracção  0^,84 
por  12  ,-  teremos  0^^,84  zz  io',o8  :  e  por  confequencia 
4^,345*  zz  4'^  2^  o^  10^,08  :  multiplicando  finalmen- 
te o',o8  por  12 ,  por  iflb  que  cada  linha  íè  divide  era 
12  pontos  ,  teiemos  o',o8  zr  o^^,  96  ,  e  por  tanto 
4^,345  =4^2^  o;'  10'  oP,q6. 

245     Se  combinamos  as  aoutrinas  y  que  formão  o 
.  objeólo   dos  Numeios  219,  220,  &c.  com  as  de  que 
ic  trata  em  os  números  precedentes  ,  acharemos  igual- 
mente ,    que     I.<>   —   de  I^   ZZ  C/'  ,    '    74'9M48lg709^7  74 

&c.  -  i^X^^'  =  4*  4-  ii""  zz  4*  +  JíiXiL*  -A 

*^^*  —        I5J         —  ^    ^    1J5    —4    t-         j.  _4 

10'  +  íí  ::^  4*  I0'+  il2<ií:' =  4;^  10/^0''  +    ;f 

=:  4»  10' jc/'  l/'  -H  -jf  de  i'''. 


2.0  o®,  726  =  i^  =z  32  X  0^726  =  23/^232 
zz:  23'»  ^-  16  X  0^232  =z  23'*  3'Vli  =  ^3'* 
3.»  ^#«1/^696. 

3.0  ytf/  jpt  ^cn  —  11^/  yfiT  —  yicn  =:  2L  de  i^í^z: 

^''''zz  0^^  2366,  &c. 

Da  Sonima  dos  Números  Complexos. 

246  T)  Ara  ibmmar  os  números  complexos  ,  eí^ 
X  crevem-fe  eftes  primeiro  de  forte  ,  que  as 
unidades  homogéneas  fiquem  em  huma  columna  verti* 
cal:  principia*fe  depois  a  fommar  pelas  unidades  da  Ín- 
fima efpecie ,  e  a  loomia  deftas  efcreve-fe  por  baixo  da 
fua  reípedliva  columna ,  quando  não  chega  a  conter  al- 
guma unidade  daeípecie  immediatamente  fi.ip€rior  ^  poi^- 

que 
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que  endo  fo  íc  efcreve  o  que  rçfta  depoíi  de  extmhldas 
a$  unidades  feguintes  pelo  modo  eníinado  cm  o  Nume* 
ro  Z39  9  immediatamente  paíla-^íè  a  fazer  a  foiíuna  das 
unidades  feguintes  ,  á  qual  íè  ajuntao  as  que  tiverem 
fido  extfahidas  da  fomma  precedente ;  e  aíTun  pcn'  dian- 
te até  á  ultima  columna  da  efquerda ,  por  baisío  da  qual 
[e  eícrevc  tudo  o  que  ella  ibmnur :  bem  como  na  fom- 
ma dc6  números  inteiros  fc  Ibmma  primeiro  a  columna 
das  unidades ;  deíla  íè  extrahem  as  drâeoas  que  contém  > 
as  quaes  íè  vão  fommar  com  a  columna  das  dezenas ;  e 
aílim  fe  chega  até  a  ultima  columna  da  eíquerda  ,  por 
baixo  da  qual  fe  eícrcve  a  fua  fomma  ínteira« 

EXEMPLO    I. 

Pertcnda-íe  y  por  exemplo  ^  achar  sl  fojiuna  da;?  ad- 
di^s  ícguintcs 


í' 

^* 

12' 

if" 

7 

3 

20 

12 

« 

11 

9 

30 

20      21        41        57 


principiaremos  (bmmando  a  folumoa  dos  í^ndos  , 
acharemos  que  dá  57'',  e  como  eílcs  não  chegão  a  for- 
mar i'  (Taboa  11)  ,  efcreveUos-hfim>s  por  baixo  da 
fua  refpeéliva  colunma ;  o  mefmo  praticaremos  na  co- 
iumna  áús  oaònutos^  onde  acharemos  41  de  fomma ;  na 
^s  iioras^  que  nos  dacá  21  i  e  em  ^  ,  na  dos  dias, 
onde  virá  so^  de  modo  que  a  ibnma  pedida  íai  20^ 


EX- 
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EXEMPLO    n. 

7  ly       9        5 

8  20      II        2 


21        14      10 


Neífe  exemplo  (bminaremos  a  columna  das  oitavas  ,  o 
que  DOS  dará  10  oitavas  ,  mas  cada  onça  tem  8  olta* 
vas  ,  logo  10  oitavas  he  o  mefino  que  V^  2*»' ;  por 
ifto  eícreveremos  fóinente  as  duas  oitavas  ,  levando  V^ 
para  a  columna  feguinte ,  com  a  qual  a  fommaremos , 
e  vir-nos-ha  26'»,  o  mefmo  que  i*  lo^^^j  eícreveremos 
pois  fomente  as  10^",  e  á  fouama  da  columna  immedia- 
ta  ajuntaremos  ilé  ,  o  que  nos  dará  46^  ==  i®  14'tt; 
por  tanto  efcreveremos  as  14% ,  e  fommaremos  a  arro- 
ba com  as  mais  unidades  da  meíma  eípecie,  o  que  da- 
rá 21  ,  íòmma  que  efaeveremos  toda  debaixo  da  iua 
columna  i  e  alfim  teremos  terminado  a  operado  y  c  acha- 
do que  a  (bmma  pedida  he  21®  14^  10^"  2^  =  5C 

I®  14^  IO*»  2*^. 

EXEMPLO    in. 


Addiçoes.    <  5-       10       2       3 
(7         8       3       3 

mu  II  I  I  < 

Somma  zz    17        220 


V 


i^ 
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Diminuição  dos  Números  Complexos. 

247  T2  Screvem-fe  os  números  da  meíma  íbrte  que 
Há  na  íbmma ,  tendo  o  cuidado  de  pôr  o  me- 
nor no  luçar  inferior  ,  para  mais  facilitar  a  operação : 
principia-le  depois  efta  pelas  unidades  menores  ;  e  le  o 
total  de  cada  claflè  do  numero  inferior  fe  puder  fubtra- 
hir  da  parte  homogénea ,  conefpondentc  em  o  numero 
fuperior  ,  o  refto  efcrito  por  baixo  denotará  a  differen- 
ça  naquella  claíTe  y  e  praticando  o  mefmo  em  todas , 
obteremos  facilmente  o  reíto  total  y  e  procurado* 

EXEMPLO    I. 

23417 


O 


Se  de  j'^  4^"  6^^  2"  la^^ ,  quizermos  fubtraliir  2'* 
^on  j^out  2"  jgr  j  efa*everemos  primeiro  os  dados  pelo 
modo  que  o  exemplo  moihra  >  depois  principiaremos  a 
íiibtracçao  pelas  unidades  inferiores  \  ecomo  he  poíEvel 
de  loí'''  fubtrahir  je^^  eícreveremos  por  baixo  oreíta  3  i 
o  que  continuado  até  á  columna  das  libras  y  mofirãrá 
que  o  refto  procurado  he  3'*  V^  2^»^  o*'  3^''. 

EXEMPLO    IL 

Maior     -    7^     8^     $p     3^      4?* 
Menor    -    j'       3       6       2       8 

Refto     -    2      4      7      o       6 


Principiando  a  querer  fubtrahir  8^^  de  4/»^  ^  vemos  que 
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cíb  íubtn^c^o  he  impolBvel ;  ufando  porém  áe  hum  r^ 
greflb  análogo  ao  da  diminuição  dos  números  inteiros^ 
dividiremos  a  quantidade  3'  cm  2'  ,  que  deixaremos  na 
iiia  columna  ,  mais  i^  ,  que  reduzida  a  pontos,  dará 
lop^  (Taboa  8 ),  e  por  tanto  em  lugar  de  4^'  teremos 
i4P^y  dosquacs  fubtrahindo  8,  virá  dereíto  6,  que  ef- 
cicvercmos  debaixo  da  ilia  columna  j  na  diminuição  íè* 
guinte  as  3'  reprefentío  2'  ,  tirando-lhc  pois  as  2  do 
numero  menor,  cfcreveremos  por  baixo  o  refto  o  ;  im- 
mediatamente  paflaremos  a  diminuir  6^  de  5^^ ;  ecomo 
S^  <i  6p  y  dos  8^  tiraremos  i^  ou  Íp  ,  que  juntas  a 
^p  daiáo  13^  ,  donde  he  poffivel  tirar  6p  i  efazendo-o, 
acharemos  yp  de  refto  ,  que  efcreveremos  por  baixo : 
paflaremos  á  columna  dos  pés  ,  onde  em  lugar  de  8^ 
não  devemos  julçar  fenão  7^ ,  por  caufa  do  que  lhe  ti- 
ramos na  diminuído  precedente ,  e  aflim  diremos  7^  — 
3^  zz  4^ ,  e  efcreveremos  por  baixo  4^  j  finalmente  na 
columna  das  Braças  diremos  7^  —  5-^  dá  2^  ,  e  ef- 
crevendo  eftas  duas  Braças  no  ièu  devido  lugar  ,  acha* 
remos  que  o  refto  pedido  he  2^  4^  yP  o^  6p^^ 

EXEMPLO    III. 

Maior    -    20^     6^     d     15"    lo"' 
Menor    -      6       o     20      3^        8 

Refto     -    14       5     39      40        ^ 


Quando,  como  em  o  prefente  exemplo,  pertendermos  ti* 
rar  35"  de  15"  ,  em  cujo  cafo  he  precilb  recorrer  ás 
unidades  immediatamente  fuperiores  ,  e  não  encontrar* 
mos  algarifmo  lignificativo  naquella  columna  ,  paflàre» 
mos  ás  primeiras  unidades  immediatas,  onde  houver  ai* 
garifmo  fignificativo  ,  tirar-lhe-hemos  huma  unidade  > 
oue  reduziíemos  á  íiia  efpecie  immediatamente  mencH-^ 

Dd  do 
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do  refultado  tiraremos  outra  unidade,  e deixando  ore& 
to  na  columna  que  lhe  correíponde,  reduziíemos  a  no« 
ra  unidade,  aue  tiramos  ácípccie  immediatamente  me* 
iior  do  que  ella  i  continuando  aíTim  até  chegar  ao  lugar 
onde  pertendemos  eífêituar  a  diminuição ,  que  então  po- 
deremos completar  com  toda  a  facilidade :  fc  ao  exem- 
plo propofto  applicarmos  o  precedente  raciocinio  ,  ve- 
remos que  tudo  iè  reduz  a  coníiderar  o  numero  maior  ^ 
como  fc  foflfe  %o^  y*  59^  7y''  lo^^' ,  depois  do  que  fa- 
cilmente fe  defcobi^^  que  o  reíb  pedido  he  i^^  5^ 
J9'  40''  2'''. 

EXEMPLO    IV- 

Maior  •    15'v    i»    400*     cyP    op     o^ 
Meaor-i*     10       2       322       o^     ^f      5' 

Reíta   -      4       2         77       7       ^       9 


Conílderando  aé  léguas  como  de  Marinha ,  e  as  Braças 
ordinárias  >  no  qual  cafo  20  léguas  fazem  hum  gráo ,  ^ 
milhas  i  légua  ,  882  Bra^s  i  milha  ^  &ç.  he  claro, 
que  o  nuçiero  maior  deverá  confiderar-fc  como  íè  foíle 
14/  ^fft  ^^B  çjP  jp  ixi  ^  do  qual  fubtrahindo  o  me- 
nor ^  teremos  eâèdtivamente  o  refto  deíignado. 

ZXí  MultiplicaçâQ  dos  Ntnnertks  Complexos. 

248  •  A    Multiplicação  dos  números  complexos  re^ 
Xa  duzir^fe^ha  fecilmcnte  á  multiplicaçio  da$ 

Jtia&tidades  fí-accioiatiaa  ,  vifto  que  tomando  por  uni<^ 
ftdes  pnncipaes  as  de  maior  valor  y  tanto  do  multipli*^ 
câdòr,  como  do  multiplicando  >  os  dous  faélor^  virá6 
areprcfe^tar  inteiros  acompanhados  de  íracç($es  ,  ou 
dtíâB  quantidades  iraccionàriw  ,  cujo  produâo  íb  deve 
dotormioar:  affim  qualquer  dos  modos  apontados  emo& 

Nu-* 
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Números  20^ ,  206 ,  nos  pôde  fervit  para  achar  o  dito 
produfto ;  advertindo  porém ,  que  nefta  eíbecic  de  mul- 
tiplicaçòes  devemos  também  nao  perder  ae  vifta  ,  aue 
o  multiplicando  he  fempre  homogéneo  com  o  produ* 
€to  ;  pelo  qde  ícrá  o  noíib  primeiro  cuidado ,  extrahir 
do  'enunciado  da  queOao  ,  qual  deva  íèr  a  eípccie  de 
unidades  do  produdto  ,  para  aílim  determinarmos  qual 
dos  Riâores  dados  he  o  multiplicando. 

249  Supponha^íb  pois^  que  fepertendc  íaber  <j[uaj3p 
tas  braças  de  obra  faraó  em  8  dias  cenos  jornaleiros , 
que  fazem  i^  9^  ^p  por  dia. 

Vê-fe  bem  ,  que  a  mieílao  fe  reduz  a  multiplicar 
^B  ^p  ^p  por  8  ^  e  que  lendo  Braças  as  unidades  pedi- 
das, o  multiplicando  deve  £ec  2*  9^  S^* 

Bor  vários  modos  poderemos  fatisíazer  o  que  íe  nos 
pede ,  a  faber 

a»  5^  y^  =  2^  -i-  77^  =  2^  -h  ^^=  '^^  ,  e  logo 

2^  9^  5^  X  8  =  i^""  X  8  =  23^,  7  =  2^^  7í',que 

he  o  que  fe  pertendia  achar. 

Conclue-íe  pois  defta  maneira  de  procedei* ,  que  yy  Ha- 
>j  vendo  de  multiplicar  hum  numero  complexo  por  ou- 
9f  tro  incomplexo ,  poderemos  ( Numero  241 )  reduzir 
9j  o  primeiro  a  quebrado  ordinário  das  unidades ,  que 
99  neíie  devermos  olhar  como  prindpaes,  emoonibquen* 
9$  cia  do  enunciado  da  que^^  i  multiplicar  immedia- 
fj  tamente  o  refultado  pelo  multiplicador  ,  confiderado 
9y  como  hiun  numeio  aoftraâo  i  c  depois  reduzir  o  pro- 
yy  dufto  á  primitiva  fòrma  complexa  do  multiplicando 
yy  ( Numero  243^ . ^y  Para  jnais  aclarar  a  queítaO;,  dar 
remos  o  fcguintç 


Ddii  EX- 


20^  Elementos 

EXEMPLOU. 

Quantas  braças  de  obra  farão  em  12  dias  ceitos 
jornaleiros,  que  em  cada  dia  aproinptâo  fomente  7^  y  ^ 

Evidentemente  fe  vê ,  que  o  multiplicando  deve  fiar 
y^  y  i  12  o  multiplicador  i  e  que  as  unidades  princi^ 
pães  da  queítâo  são  braças« 

Reduzindo  pois  7^  3P  a  quebrado  ordinário  da  bra-^ 

ça,  teremos  7^  J''  =;  57   }  q^^e  multiplicadas  por  iz^ 

dâo  S-*X  12  =  il'x  J=  ^*=  8*  8'  4^  (Nu- 

mero  243  )  >  íiAuc^o  pedida. 

250  Voltí^ndo  agora  ao  noífo  Exemplo  I.  ,  noiare-» 
mos  que  efta  meíma  multiplicado  pôde  elfeduar-fe  pe^ 
la  forma  feguiute ,  á  qual  cliamaremos 

i.*^  modo. 


»}•  +   h  =  H'7' 


a  iàbcr  i  diíbofios  os  &âdres  na  fôrma  ordinária  ,  de« 
pois  de  ter  íomenjte  reduzido  a:  qudbrado  as  quantida- 
des menores,  que  a  unidade  principal  daqueftao,  prin- 
cipiaremos a  muldplicaçao  pelas  unidades  inferiores  do 

multiplicando  i  e  vendo  que  57  X  8  =  7  -H  ~ ,  efae- 

Teremos  Í5i  as  ^ ,  e  coníervaremos  as  7  unidades  para 

femmar  com  o  produâo  de  2^  por  8,  ou  16^,  o  que 
dará  2^^^  e  logo  o  piXKludlo  total  pedido  fera  23^  -t- 


DE  Arithmetica  Universal.      205 

^;  mas  a  braça  tem  10^  ,  logo  23^  -^  =  23^  7^, 

como  íè  achou  Numero  249. 

Vê^fe  por  tanto ,  que  efte  lèguado  modo  differe  da 
precedente  em  fó  lè  reduzirem  a  quebrado  ordinário  aá 
unidades  do  multiplicando  ,  menores  do  que  as  princi- 

Êaes  ;  eíFeéluar  depois  a  multiplicado ,  principiando  pe?- 
t  parte  fraccionaria  do  multiplicando,  eextrahir  os  in- 
teiros do  produiílo  parcial ,  que  aílim  refulta  ,  para  os 
íbmmar  com  o  produâo  da  parte  inteira  do  mefmo 
multiplicando  ^  íbmma  que  junta  ao  Quebrado  oue  ref- 
tar,  ainda  no  primeiro  produfto  parcial ,  dará  juftamen- 
tc  o  produélo  total  procurado :  nefte  poderemos  em  fim 
rcítituir  a  fua  parte  faccionaria  á  coneípondcntc  forma 
complexa  ,  terminando  «nílim  eíla  maneira  de  multipli- 
car vantajofa  em  algumas  circumílancias. 

2JI  Ha  também  outro  modo  de  multiplicar  os  com- 
plexos, ao  qual  fe  chama  multiplicação  pelas  partes  ali- 
quotas ,  priucipiarexiios  pois  applicando*o  ao  noíTo  Exr 
emplo  L  y  e  chamar-lhe-nemos 

77  — iL-L.il.  j-ii.  4. -L-uJL 

lõ"  ""  ío   ^^  ío   ^^  ío    ^  Zo    ^^  Sol 


a» 

■V 

77 

>0 

8 

16 

4 

2. 

I 

0 

f 

0 

2 

^y 

7 

or* 
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ordenados  os  fa\3:ores  ,  como  no  Exemplo  precedente^ 
principiaremos  a  multiplicaçío  pelas  unidades  fuperio- 
res  do  multiplicando,  o  que  dam  i6  :  depois  paliare- 
mos a  multiplicar  ^  por  8 ,  para  o  que  (  Numero  207) 

fupporcmos ,  que  em  lugar  de  j^ ,  temos  |^  +  |^  4- 

íl  4-  ^  -H  ^  i  ora  1^  de  1^  he  o  mefmo  que  i  de 
t^^  mas  fc  tiydTemos  a  multiplicar  i^  por  8  no  pro^ 
dufto  rcfultaiiao  8^ ,  logo  i  de  i*  por  8  (  Números  44 

e  218)  deve  dar  -5  de  8^,  ou  4^  j  eícrevcremos  pois 

4  por  baixo  àe  t6:  agora  paíTaremos  a  multiplicar  ~ 

de  i^  por  8  i  mas  como  |i  he  metade  de  g^,  e  ^  deo4 

de  produdo,  ^  deve  dar  metade  de  4  ou  2 ,  e  por  tan- 
to efcreveremos  2  por  baixo  do  4 :  femelhantemente  co- 
mo  Jf  he  j  de  !1,  c  1^  X  8  deo  2»  ,  ^dará  i^^quc 
efcreveremos  põr  bai^to  do  2  :  continuando  >  vemos  que 
^  metade  de  ^  deve  dar  de  produdo  metade  de  i^ ; 

ora  i^  tem  10^,  logo  ^  de  i^  equivale  a  o^  5^  ,  e 

por  tanto  efcreveremos  o^  y^ :  em  fim  ^  =  -^  de  *-^ , 

c  logo  deve  dar  de  produAo  -^  dei^,  iftohè,  o^  2^': 

e  affim  teremos  multiplicado  ^+  —  -i-  ST^^^ST"^ 
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^  por  8 ;  ifto  he ,  teremos  multiplicado  j^  por  8 ;  lo- 
go para  achar  o  produâo  total ,  nada  mais  nos  refta  do 
que  íbmmar  os  produdtos  parciaes  acima  obtidos  ,  o 
qiie  nos  dará  23^  7^,  como  em  o  Nuoiero  249.. 

Combinando  agora  as  idéas  expoftas  no  preíente  nu*- 
mero,  vaiemos  que  efte  3.°  modo  tem  por  bafe  a  divi- 
são das  differentes  unidades  fraccionarias  dofador  com- 
plexo, em  outras  que  vão  fendo  íucceíllvamente  aliquo. 
tas  entre  íi  i  e  ifto  fiindados  em  que  (fuppondo  como 
até  agora  fó  complexo  o  multiplicando  )  le  efte  faâor 
íb  divide  em  poiçóes  fticccfti vãmente  aliquotas  entre  ÍT, 

taes  como ,  por  exemplo  a^  ^  a^  ■j'  de  -j  ^, -  de  -  de 

-  a  &c.  ;  os  produílos  parciaes  ,  que  devem  rcíultar, 
multiplic^o  cada  huma  delias  por  hum  meíino  mul- 
tiplicador Xy  ferão  como  ax^  \ax,  -^  de  ^  ax  y  -  de 

•^  de  -j  ^A? ,  &c.  ;  ifto  he  ,  ferâo  também  porções  íuc- 

ceffiva,  e  igualmente  aliquotas  entre  íi;  ou  também  íiic- 
ceffiva,  e igualmente  miutiplas  entre  fi,  íè  as  confidera- 
mos  na  ordem  inverfa  ,  o  que  já  demonftrámos  (Nu- 
mero 44^  ;  c  por  tanto  achada  a  primeira  deftas  por- 
ções ,  toaas  as  outras  fc  podem  ir  derivando  ddia  com 

muita  facilidade :  com  eífèito  para  içx  \aXy  bafta  to- 
mar nietade  do  primeiro  produdlo  ax  ^  para  ter  i  de 
^  ax  ,  bafta  tomar  a  terja  parte  do  fègundò  produfto 

^aXy  t  aífim  por  diante  até  o  uftimo:  depois  do  qual 

a  íbmma  de  tocios  os  produâos  paxciaes  achados,  dad 
o  Dcttal  pedido.  Efta 


2o6  Elementos 

25*2  Efta  maneira  de  multiplicar  pelas  partes  ãliqiio- 
tas  y  tem  a  vantagem  de  nos  conduzir  facilmente  a  hum 
modo  mui  íimples  de  refoiver  as  queílõcs  deftc  género : 
pois  notando  agora  ,  que  as  difibrentes  partes  de  hum 
numero  complexo ,  são  propriamente  fi*acçÕcs ,  ou  frac- 
qôes  de  fracções  rdativamente  as  unidades  maiores ,  que 
Uies  precedem  \  conduiremos ,  que  para  eífeéluar  a  mul- 
tiplicação pelo  3.®  modo,  não  he  preciíò  reduzir  a  que- 
brado ordinário  as  quantidades  menores ,  que  as  unida- 
des principaes  j  por  quanto  íèrá  fácil  dividir  todas  em 
partes  fucceflivamentc  aliquotas ,  íèm  lhes  tirar  a  fua  for- 
ma complexa :  efta  lembrança  produzio  outro  modo  mais 
fimples  de  multiplicar,  que  vamos  igualmente  applicar 
ao  noíTo  Exemplo  IV. ,  e  que  por  ora  denominaremos* 

4.«  modo. 


a» 
8 

4 

9^ 

5' 

5  -4-  a  H-  I  H-  I 
4  +  1 

16 

4 
.1 

0 

0 

6 
8 
8 

0 
0 

4 

I 

^3 

7 

Efciitos  os  faftores ,  como  lè  moftra  no  exemplo ,  mul- 
tiplicadas primeiro  as  unidades  principaes  ,  e  denotado 
o  íèu  produdlo  16,  paflaremos  a  multiplicar  9^  porSj 
para  ifto  notaremos ,  que  íc  houvellèmos  de  multiplicar 
i^  por  8 ,  o  produáo  feria  8^  :  ora  9^  pôde  confide- 
rai^-íe  como  o  aggrcgado  dej^  -+-  2^  ^  i^  -h  i^,  e 

por 
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por  tanto  i.^  5^  =  -^  de  i^  multiplicados  por  8  ,  de- 

vedo  dar  metade  de  8^,  illohe,  4^;  efcrevcremos  pois 
eflas  4^^ ,  e  paffaremos  a  multiplicar  2^  por  8  i  e  como 
z^  he  a  quinta  parte  de  i^,  e  i^  por  8  dava  8^,2^ 

devem  dar  ^  de  8^  ,  ifto  he  ,  i^  6^  ,  que  efcrevere- 

mos  ;  femelhantemcnte  1^,  que  he  metade  de  2^  dará 
metade  de  i^  6^,  ou  8^;  e  em  fim  i*!  dará  outra  vez 
8^i  deftc  modo  ficaráô  já  multiplicados  y^  +  2^-4-- 
i^  4-  i^,  ou  9^  por  8,  e  por  tanto  paíTaremos  aqiul- 
tiplicar  y^  pelo  mefmo  8  ;  advertindo  porém ,  que  5^  he 
pane  aliquanta  do  Palmo ,  dividillas-hemos  nas  partes  ali-» 
quotas  4^  -H  i/' ,  e  em  lugar  de  multiplicar  directamente 
^p  por  8 ,  paffaremos  a  multiplicar  4^  -+-  ip  pelo  meíino 

8  j  ora  4^^  he  -  de  i^ ,  e  i^  deo  de  produdlo  8^ ,  logo 

4P  dará  metade  de  8^ ,  ifto  he ,  4^  j  e  if  ,  que  he  a  quar- 
ta parte  de  j^  ,  dará  de  produdlo  a  quarta  parte  de  4^ , 
ou  i^  :  teremos  pois  concluido  a  multiplicação  defeja- 
da  9  e  por  tanto  a  fomma  dos  productos  parciaes  23^ 
7^ ,  fera  o  produdo  total  procurado. 

AD  VERTEN  C  I  At 

2^      9^      SP 
8 


^3 


Efta  multiplicai^  poderia  também  fazer-fe  por  hum 
modo  análogo  ,  ao  que  precedentemente  denominamos 
2.®  principiando-a  pelas  unidades  inferiores;  e então  di- 
ríamos yí'  X  8  =  40^  zz  y^  oP  ;  eícreveriamos  op  ,  e 
confervariamos  os  c^  para  ferem  fommados  comopro- 

Ee  du- 


to8  E  L  E  M  E  N  T  O  S  "  ^ 

duAo  fegulnte,  a  cuja  formação  paíTariamos ,  dizendo : 
9^  X  8  =  72^,  mais  5'''  dá  'jj^  =  7^  7^  j  efcrcveria- 
nios  pois  os  7^  confervaado  as  7*  para  fe  ajuntarem  ao 
pnxiufto  das  Braças  ,  que  determinaríamos  aífim  :  z* 
X8z=n6*,  mais  7^  fezcm  23*,  que  fe porião  debaixo 
da  fua  colunma  refpeAiva  ;  e  aíum  teriamos  achado 
lambem  o  produélo  fiual  23^  7^. 

EXEMPLOU. 


IW 

6 

0 

24 

0 

24 

0 

6 

0 

I 

% 

IP9 

n 

8 

25*3  Suppuzemos  até  agora  o  multiplicando  com- 
plexo ,  e  o  Baultiplicador  incomplexo  j  panaremos  agora 
a  confidcrallos  inverfamentc. 

Proponlia-fe  calcular  quantos  dias  empregaráô  em 
fazer  9'^  i^  4P  de  obra  certos  homens ,  que  levSo  10^ 
cm  fazer  i^  da  mefma  obra.  Vé-fe  que  10^  deve  fer  o 
multiplicando  ,  e  que  o  pedido  fe  reduz  a  multiplicar 
IO'' por  9^  i^  4^  i  o  que  poderemos  confeguir  da  mcf* 
JBEui  forte,  que  no  exemplo  antecedente*. 


\^ 
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1.^  moddé 

Reduzindo  ofdSiar  compkxa  às  imidades 
da  Ínfima  efpecie. 

~    i  c  como  o  multiplicador  lempre  deve  conllderar- 
ík  abftraâo,  vemos  que  tudo  iê  reduz  a  multiplicar  & 

por  ^,  o  que  dá  *-^'=  73--H  •J'=  73--*-^* 


=  73.  +  i^*  J73Í  +  il*=  73Í  18*  +  f  = 
73''  18*  40',  produélo  pedido. 

a.''  modo. 

Keduzândo  ofaSlor  complexo  a  forma  fraccionaria  ^ 

e  frinci fiando  a  multiplicação  pelas  unidades 

inferiores. 

Kefte  cafo  conCderaremos  9^  i^  4^  ,  como  9  -i-  "j  >  < 

emâo  teremos  a  multiplicar  S"*  por  9  •+•  -  • 
8* 


73"     ^ 


Ora  multiplicando  8  por  -^  ,  teremos  ^  =t  i  -H  -  > 

Ee  ii  ef- 


aio  Elementos 

elcriptos  os  -  paíTaremòs  a  multiplicar  os  inteiros ,  di- 
2endo  8X9  =  71,  -4-  I  =  73  >  e  pot  tanto  o  produ- 
flo  fera  j^i  -t-  ^  de  i*»  =  73''  18*  40*. 

3.0  moáú. 

Que  ãiffère  do  precedente  em  principiar  pelas  uni' 

dades  fuperiores  i  e  introduzir  o  me t bodo 

das  partes  aliquotas» 

9^1 


72- 

0 
0 

21 
21 

20 
20 

73 

18 

40 

fliuklpUcando  primeiro  8^^  por  9  teremos  72^ ;  dcpoig 
paíTando  a  multiplicar  por  -  ,  dividiremos  -  em  par- 
tes aliquotas  da  unidade,  quero  dizer,  em  ^  +  -j  j  e 
adveitindo ,  que  8*^  X  i  deve  dar  8^  ,  concluiremos ,  que 
os  mefmos  8^  multiplicados  por  ^  devem  dar  -  de  8^, 

cu  21^  20'  i  em  fim  os  mefmos  8"^  multiplicados  pelo 
outro  nono  que  reíla ,  darão  novamente  21*  20',  e  por 
tanto  o  prodfuí^o  finai  kvi  ji^  18^  40'  como  acima. 
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4.0  7nodõ. 

Pelas  partes  aliquotas^  e  canfervando  aosfaSlores 
a  forma  complexa. 


9^ 

iP 

^ 

71 
I 
.0 

8 

10 

40 

73 

18 

40 

Tendo  multiplicado  8^  Por  9  ,  e  efcripto  o  produdld 
yz  y  paíTaremos  a  multiplicar  8*^  por  i^  ,  ifto  he ,  por 

•j  da  unidade  principal  do  multiplicador  j  ora  8^^  X  J 

br  8^  ,  logo  8^  X  -^  =  -J  de  8^  =  1^  8^  ,  fera  efte  pois 

o  que  fe  diga  produfto  de  8^  por  xí'  j  e  como  4?  zz 

i  de  i^  ,  o  produdto  de  8'^  por  4P  fei4  também  -  de 

i^  8*  ,  ou  o^  10*  40'  :  reunindo  agora  oá  produébos 
pardaes,  teremos  o  total  procurado  73''  18^  4o'. 

EXEMPLO    IL 


5' 

7* 

ly' 

45 

2 

8 

0 

12 

0 

3 

47® 

^^^ 

Ago- 


izi  Elementos 


2^4  Agora  poderemos  com  toda  a  facilidade  exe- 
cutar a  multiplicação  de  dous  faélores  complexos ,  pois 
binni  fe  vê  ,  que  baftani  reunir  quanto  fica  dko  em  os 
dous  números  precedentes  i  todavia  para  maior  clareza 
demorar-nos-hemos  ainda  com  alguns  exemplos  defta  ul- 
tima daíle.  Froponha-fe  para 


EXEMPLO    L 


Determinar  quantas  arrobas  de  certa  obra  farão  em 
2^  lo^'  35'  huns  obreiros  ,  que  iazem  cada  dia  2®  9^* 
6^^  da  mefma  obra. 

O  multiplicando  he  2®  ^^  6^ ,  c  trata-fe  de  alli- 
gnar  quanto  dá  ^  íèndo  multiplicado  por  8^  10^  35'  • 

Pehs  primeiros  modos  precedentes. 

^@  ^n  s^  =  ^^}f;  ò^  10»  35'  =  ^/  i  tudopois 
fe  reduz  a  multiplicar  ^®  por  J^:  ora  ^*®  X 

»"M.  _  Í?7®^  »4}i  _   M^áW®-  iQ@  ii»  ç,»  ,«  1» 
i:íír  —  aj6     ^   a8í    "     /J/a»       "~     "      **      5      ?      * 


20Í' 


T. 


lie» 


BE  ARiTfeMBTiCA  Universal,      zi^ 
Reunindo  os  quartos  modos  precedentes. 


a® 

9* 

6'» 

9'»  =8+  I 

^^ 

10* 

35' 

16® 

2 

0» 

0"» 

o«* 

0" 

10  =6-f-3-i-i 
3í'=30  +  y' 

0 

8 

0 

2 

0 

X 

0 

18 

'5 

4 

0 

9 

2 

6 

0 

3 

0 

7 

X 

0 

I 

8 

3 

2 

0 

0 

4 

0 

I 

20 

19 

II 

5 

5 

I 

lo 

Multiplicadas  primeiro  as  unidades  príncipaes  ,  e 
determinado  o  íèu  produâo  16®^  paííaremos  a  rndti*- 
plicar  9'*  por  8 ;  e  como  9'^  hc  parte  não  aliquota ;  ou 
o  que  quer  dizei'  o  mefmo,  he  parte  aliquanta  de  i®, 

ou  32^*,  dividiremos  9^*  em  8'^  -H  i^*:  ora  8'*  =-  de 
i@  ,  e  por  tanto  o  feu  produfto  por  8  deve  dar  i  de 

I®   ou  -i  de  8®:  tomai-emos  pois  -  de  8  j  e  achando 

que  he  2 ,  efcreveremos  efte  2  na  coliunna  das  arrobas : 
iinmcdiataniente  paflaremos  a  multiplicar  i^^  por  8^  pa- 
ta cujo  fim,  vendo  que  i'^  he  \  de  8'^,  conduiremos 

que  deve  dar  hum  produélo  igual  a  <|  de  2® ,  ou  8^^^ 

por  tanto  eÍaievcreBK)s  of^  Z^^i  eçomo  6^^  he  parte  ali* 
;  quan- 
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quanta  de  i6^«  =  i^*,  imaginaremos  em  lugar  dê  6*«, 
^on  4-  2^^y  ora  4*«  1=  -^  de  i'* ,  logo  o  feu  produfto 

=  -^  de  8^^  =  2^^  ,  que  efcreveremos  por  baixo  do  8 ; 
c  em  fim  como  a^'*  =  -j  de  4^^* ,  o  feu  produdto  deve- 
rá fer  =  -^  de  2'*  zr  V^y  que  poremos  por  baixo  das 
2'^  ;  e  aflim  teremos  multiplicado  2®  5^'*  6^«  por  8 : 
paíTando  agora  a  multiplicar  por  10*  ,  ou  por  —  da 

imidade  principal  do  multiplicador  ,  e  notando  que  10 
he  parte  aliquanta  de  24  ,  imaginallo-hemos  dividido 

cm  6  4-  3  H-  I  i  e  pois  que  6  =  ;j  de  24,  quero  dizer, 

pois  que  6*  r=  -^  de  1^  ,  ca  obm  que  correfponde  a 
X^  de  trabalho  péza  2©  9'^  6^^  ,  a  obra  correfpondcnte 
ás  6*  pezai4  -  de  2®  9'^  6^^  j  neíle  fentido  diremos , 

que  o  produélo  de  2©  9^*  6^*^  por  6* ,  deve  íer  ^   das 

.    mefmas  2®  9^^  6^»  ,  vifto  que  6^  =  -^  de  i^  ,  e  affim 

paíTaremos  a  tomar  ^  do  multiplicando ,  que  acharemos 

fer  o®  18^^  5^'*  4*"i  agora  continuaremos,  dizendo,  fe 
a  6^'  correfponde  o  produclo  precedente  ,  a  3*  metade 
de  6^'  con'cfpondcrá  metade  do  mefmo  produélo  ,  ou 

o®  9'^  2'''*  6^"j  femelhantemente  como  i*  =  -^  de  3*  , 

o  feu  produfto  fera  -i  do  precedente  ,  qiie  correfponde 
ás  3* ,  ou  o®  3^*  o''"  7^  I"  i  feita  dcfte  modo  a  multi* 

pii-  - 
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jdica^o  por  IO*  ,  paíTaremos  aos  35',  que  dividiremos 
em  30'4-y'j  e  como  30'  =  -j  de  i* ,  o  fcu  produélo 

icrá  «i  de  o®  3^*  o*''  7'*  i*',  ou  o®  i'*  8'»  ^^  2''  j  fi- 
nalmente o  produfto  de  5'  íèrá  -j  do  precedente ,  ou  o® 

C^  4^«  (y«  i^i  20í^'',  e  logo  o  produfto  total  que  fe  buí- 
cava  19®  ii'>  y*»  jw  jw  20^-  igual  ao  que  acima  tam-> 
bem  achamos.  . 

ADVERTÊNCIA. 

Poderíamos  ainda  ílmplificar  eíla  operado  da  ma- 
neira feguinte 

a®    p^>    6^^ 
S^  10*   3j' 

18     II      o~ l^'  =  t-^.  t^  »* 

o     i8      y      ^ 

o      5>      2      o 

03071 

01832 

.0      o      4     o      i      20 


35'  =  30^  +  5' 


19     II      5^      5      I      20 


Eíte  modo  >  que  talvez  deve  fer  preferído  ao  preceden« 
te  em  quafi  todos  os  caíbs  y  he  confeqUencia  do  que  íi« 
ca  dito  na  advertência  do  Numero  252  >  conílfie  pois 
em  multiplicar  primeiro  todo  o  multiplicando  pelas  uhi- 
dades  pnocipaes  do  multiplicador  ,  principiando  pelas 
unidades  inferiores  do  melmo  multiplicando  i  e  concluir 
depois  a  operado  da  mefma  forte  ^  que  no  exemyplo 

Ff  prc- 


ptesàes^i  affipi  Krcoios  pcuneiro.  6^"  X  8:  =3  48^=; 
Qort  ^ií  j  pelô  (juc,^  efcxipta  a  cifra  oh  colmuna  das  ou- 
ças ,  continuareinos ,  dizendo  9^  X  8  =  72'* ,  -t-  as  3^  da 
multiplicada  pr^ícecleate  dá  75'^  =.  x®  n^*  i,  Qfcr^vTO> 
íè  as  11^* ,  e  depois  temos  2®  X  8  =  16®, -f-  2®  dá 
1,8®,  que  feefcrqvejn  na  fua  columaa  i  a  depois  contt 
nuaiido'^  como  fica  dito  ,  c  fommando  os  produ(fto8 
farciaes  9  teremos  o  total  procurado*. 

EXEMPLO    II. 

Quantos  dias  íè  empregaria  em  fazer  9^  y^  2P  de 
huma  obra,  onde  em  cada  l>raja  fe emprego  a**  4*  6'  ? 

Multiplicando    -    2^     4*      6' 
Multiplicador     -    9^     5^     2í^ 


produto 

por  9» 

19 

12 

y4 

. 

pooy^ 

I 

3> 

3 

por  i^ 

0 

s 

12 

síí 

por  ZP 
Total 

0 

I 

18 

5^ 

ao* 

16* 

ly' 

9" 

Efte  exemplo  diílere  do  precedente.^.  eaiqu&  inda  a. 
multiplicar  por  zp  ,  vê-fe  que  2P=  -i  de  x^j  por  tan- 
to fe  tiveflcmos  o  produâo  relativo  a  i^,  a  fiia  quartil 
parte^  deveria  íer  o  db  2^  ;  mas  como  1^  temos  efla 
froduílo  ,  e  como  para  ref®  ir  o  prodúíte  de  2P*  ao  de 
5*,  cahiriãmos  em-  alguma  difiiculdacte,  porfer  preciíb- 

tttmar  a  fua  vigefima  parte  ^  viíta  qúQ  2fzz  ^  de  x' 
s-Jrdí^ -j  de  5;^  =  i^  de^ S.^y osçprrcronos  aefle in* 
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cx>ii«meiite,  &2endD  láctnabo^poAiiâo  de  1^4  « <pm 
^fiocar  q«e  o  fasBemos  cte  mars  ,  llie  ipomos  os  {)Oiitas^ 

r^  o  âKifipio  ittofln y  e  lhe  damos  ^^lome  de  ^sr^áir- 
Jm/ifiãUftÍ9y  fier  ^ièr  feieo  iomente  a  fim  de  nos  Ta« 
lermos  delle ,  para  melhor  achar  o  de  2^  4  o  ^al ,  co- 
mo vimos ,  deve  juftamente  ler  igual  á  fuà  quarta  par- 
te,  ou  (y  1*  H'  9"  :  depois  pwa  termos  o  produtflo 
total  ,  fommaremos  todos  os  parciaes  ,  menos  o  íiibfi- 
'àiaâoy  que  be^emais,  e  adiatemos  2^  16*  i^'^'* 

E  X  £  M  P  L  O    III. 

Multiplicando      7^  12*    yf 
Multiplicador     10^  5**     4P    6^ 


ftoàa&odasmldsnhspriac     "jofi   & 

€/ 

P" 

0»' 

de  ia*   =  5" 

fnbf.  de  i*     -—  o   lo 

•de  30'    =  0     c 

de  6'      =0     I 

de  i'      =00 

10 

de  3^*     =3    18 

18 

30 

de  lí*     =  I     é 

6 

10 

de  lí"    =  I     it 

6 

10 

de  4P     cr  0    10 

A 

3 

20 

fobf.  de  li»     =01 

3Ô 

•  • 

30 

yo 

de  6'     =0     I 

IJ 

ly 

=25: 

Total        «I   25 

t8 

8 

4? 

NOTA. 

As  divisões  Ha  unidade  ofFeitcem  tneios  para  mui- 
to facilmente  fe  concluir  a  multiplicação  por  certos  nú- 
meros j  meios  que  não  devem  elcapar  na  pratica  :   por 

Ff  2  «cm- 
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exemplo  ff  4"  10'''  Xío  =  í*  4'  io"i  3^  9^  4'  X  12 
=  6'^  9^  41»  i  e  aíEm  por  diante :  daqui  he  facil  dedu- 
zir em  quaes  circumftancias  bailará  mudar  a  denominar 
$ao  das  unidades  ^  para  ficar  efie^ada  a  multiplica<^o 
que  fe  defeja. 

Divisão  das  Números  Complexos^ 

255  T)  Qdemos  dividir  efte  Capitulo  em  dous  ar- 
Jr  tigos  relativos  aos  dous  calos  principaes, 
que  lhe  dizem  leTpeito:  i.<>  quando  odiviíbr  he  incom* 
plexo :  2.<»  guando  he  complexo  :  cada  hum  deites  arti- 
gos iè  fubdivide  naturalmente  em  duas  partes  ,  que  re>- 
cebem  a  origem  da  fua  divisão  ,  em  dever  o  quociente 
reprefentar  unidades  da  mefma  efpecie  ,  que  o  dividen- 
do y  ou  de  diverfa  eípecie  >  o  que  facilmente  fe  conhece 
pelo  enunciado  da  queífêo  r  em  todos  os  caíòs  chamare- 
mos unidades  principaes  do  dividendo  9  ediviíbr^  aquel* 
las  a  quem  a  queOão  íe  refere  ;  de  modo  que  quando 
differmos  reduzao-íè  as  unidades  maioies  de  tal  numero 
complexo  ds  principaes  da  queílâo  y  entenderemos  que 
cíFe  coaq>lexo  nâo  aeve  moftrar  unidades  de  e^ecie  íu« 
perior  á  principal  da  queijo ;  eque  por  tanto  todas  ef* 
tas  devemõ  íèr  reduzidas  is  meíinas  principaes  r  e  quan- 
do>  diíFermos  reduzaríè  tal  complexo ,  ou  incomplexo  ás 
unidades  principaes  9  entenderemos  dever  formar  dclle 
hum  incomjplexo ,  que  deíigne  fomente  as  unidades  prin-^ 
cipaes  y  rereiindo  a  eílas  as  outias  unidades  ,  aílim  de 
maior ^  como  de  menor  efpecie :  per  exemplo,  fe  a  ho- 
za  for  a  unidade  principal  ^^  6^  4'  y  reduzindo  as  unida* 
des  maiores  ás  principaes  y  dará  ^^  4  \  ^  todo  reduzi* 

do  ás  unidades  principaes  dará  i^  » 


ÍIX- 
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EXEMPLO    I. 

Quer-fe  determinar  o  que  lefulta  diyidijKlo  lo'  ^ 
5'  em  4  partes  iguaes. 

10^  6*  5'  j  4 
2  ' — : 


24  ^^  '3*  31'  15'' 

54 

i4 

z 
éo 

120 

125: 
1 

CO 

A  queftao  redu^íè  ^  indagar  quanto  vale  a  quarta 
parte  de  10^  d*  j'  :  principiaremos  pois  dizendo  -  de 

xo' ,  ou  ^  =r  2'  -t-  -2    :  affim ,  efcriptos  os  2^  nd 

quociente,  poremos  por  baixo  do  dividendo  orefto  ifl  y 
que  reduzido  a  horas  dará  48^  ^  as  quaes  unidas  ás 
6^  do  dividendo  fonunâo54^  ^  novo  dividendo  parcial^ 

ca- 


«10  £c6«isifr«« 

aija  quarta  parte  aâo  13^  ,  c  2^  o  iiefio  ;  cftc  redu2ijlo 
a  minutos  ,  e  jnnto  o  refultado  aos  5^  do  dividendo^ 
chrá  ta^  9  06  ifuaes  dhrididos  ^or  4  dao  31'  fâhi  o 
quociente  ,  e  i'  de  reftp;  que  roduzido  a  aguados  dá 
60",  cuja  quarta  parte  hc  15'' ,  e  por  tanto  diremos, 

que  2*^  13*  31',  15'''  =  -  de  io''«6*5'  ,  como  íè  per- 

tendia  faber  :  ora  he  claro,  que  2^  13*  31'  i^''  :=  - 

de  8^  4-  5*2*  4-  124'  4-  60" ;  he  igualmente  claro,  que 
8:'  4-  5:2*  -h  124'  -4-  60"  he  o  dividendo ,  que  no  de- 
airfo  da  operação  fubftituimos  ao  verdadeiro  10^  4*-  6* 
-(-  j' ,  a  quem  iguala  em  grandeza  j  logo  também  2'  -+- 

13*  -I-  31'  4-  15''  =  -^  de  IO''  -+-  6*  4-  5'  :  mas  efta 

dcmonftra(^o  pode  applicar-fe  a  quaefquer  divisões  delia 
efpccie ,  pois  que  evidentemente  depende  fó  da  natureza 
delias  ,  e  de  nenhuma  forte  dos  números  do  exemplo  i 
logo  todas  eftas  divisões  aífim  praticadas ,  sao  exaaas ; 
e  por  tanto  he  eftc  o  meio  de  fatisfazer  todas  as  queftóes 
defte  género.  Poderemos  enunciar  a  pratica  precedente 
em  forma  de  regra ,  pelo  modo  feguinte.  Divid5o-fe  as 
unidades  do  dividendo  pelo  divifor  ,  efcrevendo  o  que 
vier  no  quociente  ,  e  reduzindo  o  refto  ás  unidades  im- 
mediatamente  inferiores  ,  com  o  cuidado  de  ajuntar  a 
eftas  quantas  do  feu  género  houver  no  dividendo ;  o  to« 
do  fará  hum  novo  dividendo  parcial ,  que  dividido  pelo 
Aivifor  dará  hum  novo  quociente ,  cujas  unidades  terão 
a  mefma  denominação  ,  que  o  feu  dividendo  :  com  ó 
refto  feguiremos  o  mefma  ,  que  na  divisão  parcial  pre- 
cedente, c  aílim  por  diante  .até  finalizar  a  divisão» 


EX- 


EXKMPLO   ir. 

Quantos  dias  íè  fevaráít  cm  faztr  12^  6^  ^p  dehu- 
ma  cena  obra ,  onde  a  cada  dia  conei^õndem  5* . 

He  claro ,  que  a  queílao  íe  redu:^  a  ver  quantas  ve« 
zes  12^  6^  5^  contém  5^,  e  que  o  quociente  deve  in- 
dicar dias ;  iilo  he ,  unidades  de  efpoci^  dilFerente ,  que 
as  do  dividendo  :  ora  como  o  dividendo  he  igual  ao 
produsSto  do  diviíbr  pelo  quociente ,  quando  o  dividen- 
do,  e  o  quociente  reprclèntarem  unidades  homogéneas , 
como  no  exemplo  precedente,  pôde  o  divifor  repreíèn- 
lar  femprc  hum  numero  abftrafto ;  e  por  iflb  nunca  mu- 
dará a  forma  da  divisão  ,  com  tanto  que  as  unidades 
maiores  fejão  as  principaes  da  queílao  :  mas  qpando  o 
dividendo,  e  o  quociente  devem  fer  heterogéneos,  o  di- 
viíbr fempre  fera  homogéneo  com  o  dividendo  ;  e  por 
tanto  acharemos  o  quociente  pedido  reduzindo  o  divi- 
dendo ,  e  divifor  a  unidades  homogéneas  ,  c  que  fejão 
da  Ínfima  efpecie,  que  entrar  na  queflão  ,  e  praticando 
depois  a  divisão  entre  os  números  refultantes  ,  que  por 
homogéneos  íè  podem  reputar  abílraétos  ,  o  que  facili- 
tará a  operaçío ,  fem  com  tudo  alterar  o  quociente  (  Nur 
mero  60  )  ;  praticando  iílo  a  refpcito  de  exemplo  pro- 
poílo  ,  vemos  que  tudo  fe  reduz  a  achar  quantas  vezes 
400^  fe  contém  em  1013^ ,  iílo  he  ,  que  ;c,  cu  o  nu- 

meca  de  dias  que  fc  pede  equivale  a  ^  j  iílb  he ,  va- 

Ic  o  mefmo  que  i^  ',  logo  efiaremoa  reduzidos  aa 

exempla  precedente  ,  e  por  coníèquencia  obraremos  da 
meíma  fone,  fegundo  íc  vê  no  feguinte 


fQi3 
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101  j**  I  400 
^*''  ^*    "4      ^^  "*  46'  48'' 

426 


5112 

IIIX 


60 


18720 
2720 
3.0  R.   320' 
60 

192(00'^ 
o 

concluiremos  pois,  que  a  obra  propofta  gaitará  2^  12* 
46' 48''. 

EXEMPLO    IIL 

2c5    Se  324'^  he  o  que  certos  homens  receberão  em 
y**  6*  10' ,  quanto  era  o  fcu  jornal  ? 

Trata-fe  de  dividir  324^  em  tantas  partes  iguaes, 
quantas  são  as  unidades  de  5^  6*  10' ,  tomando  o  dia 
por  unidade  principal  í  mas  nefta  fuppoficpo  5^  6*  lo' 

equivale  a  5  ^  =  5:  -j^  =  g^  j  logo  o  cafo  nxluz- 

fe  a  dividir  324^  por  ~  j  o  mefmo  que  multiplicar 

524'*  por  144  ,  e  dividir  o  produdlo  por  75*7 ,  o  que 
fe  fará  como  fe.  moíhra  no  feguintc  exemplo. 


3M 
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SM"" 
144 


SH'* 


1296 

12^6 

1236     


i.o  Rcfto       479^^     ^^''  "'  7' 


9580' 
2010 
2*<>Refto        496' 


653 


c  por  tanto  o  jornal  perguntado  sáo  éi^  12'  ,  e  quaC 
8^  •  Em  geial ,  todos  os  caíbs  aonde  o  díviíbr  he  com* 
plexo  3  principião  reduzindo  eíle  ás  unidades  príncipaes^ 
c  por  confequencía  a  forma  de  quebrado  i  o  que  noá 
conduz  a  devermos  dividir  por  hum  incomplexo  defór^ 
ma  fraccionaria :  coufa  que  aíTás  facilmente  fc  coníègue , 
multiplicando  primeiro  o  dividendo  pelo  denominador 
do  diviíbr  ,  e  dividindo  depois  o  produdio  pelo  nume* 
rador,  conforme  lhe  for  próprio  ,  viíto  o  que  fica  dito 
nos  dous  primeiros  exemplos* 

E  X  E  M  P  L  O    IV. 

Empregando  i''  cm  fazei*  6^  4^  5^  de  certa  obra . 
quantos  dias  fe  gaftaráô  em  fazer  150^  5^  10^  da  mel- 
ma  obra  ?  Obrando  como  no  exemplo  precedente  ,  ve- 

mos  que  6^  4**  j''  =  —  ,  e  logo  teremos  que  multi- 

Gç  pli- 
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plicar  i^d^  ^P  ioí*  por  7a  ,,  c  dividir  o  produ£{o  por 
485 :  nefte  caio  amulcipUca^  he  bum  pouco  mais  fa** 

cili  porque  lendo  apollegada  =  ~  daToeza,  e  oPé 

=  -j  da  mcfina  Toeza ,  primeiro,  lq^  X  72  =  lo*^;  fe» 

gundo  5^X72  =yrx«=ío^;  logo  15:0^5?  iop  ' 
X  72  =  150^  X  72  +  60?*  +  10^  =  10800T  -H70T 
=  10870^;,   pairaremos  p(Hs  a  dividir   10870^  por 
485'^ ,  ou  10870  por  4Sjr  i  e  o  Quociente  deverá  imii- 
cai*  o  numero  de  dias ,  que  fe  deíeja  faber*. 

10870  I  485- 
200    ^-^     3(7 
Acharemos  pois  que  sao  neceflTaríos  22"^  e  ^  de  x^^ 

Wí  (Numero  243)  ^^  9*  5^'  47"  —• 
EXEMPLO    V. 

Tendo-fe  feito  em  10^  r<*  30'^  4^  6^  íé|^  de  kun» 
certa  obra ,.  qual  deverá  ter  iido  o  tr^alho  diário? 

O  dividendo  he  4^  6^  4?» ,  a  diyifor  10^  15*  30', 
e  o  quociente  deve  moftrar  bra^rs.  Ora  xa^  J^^  30'  r^ 

^^-'^-  ?^^  ,  vifto  fcr  I  dia  a  unidade  pria. 

cipal :  por  tanto  continuaremos  do  modo  feguinte». 
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4»   ^P  4, 
48 


pioau(fto  por  y^*  =     24 

por  aí*  =       48 
por4>'  =       14 


-Total        223»  i'  J  yii 


8 


1504 

.4^20 
221 


Se  pQt6  O  tcaèaUio  diário  j>erguAta(io  igual  a  o'  4^ 

Das  P^mutafSts^  t  Conéma^Ses. 

7f$7    j^^  HamSo-íè  PwnmitaçSes  todafi  as  mudafi» 

V^  ças*  díver&s  de  Ibrma  ,  de  >qQe  lie  fuice* 

ptivel  faum  dado  numero  de  ouantidades  ,  pela  íimples 

troca  dos  lagares  ^  que  as  meínias  quantidades  occupâo 

leatre  fi. 

258  A  Theoria  das  permutações  hc  quem  nos  enfi- 
jia  a  determinar  o  mmero  das  mdkias  permutações » 
dcfta  iic  que  paíTaoios  a  tratar ;  viflo  o  ulb  que  ao  dian- 
te deveremos  fazer  dclla^ 

Principiando  pois  pdo  caíb  mais  fimplesr ,  e  repre* 
feutandi»  «s^pMUdadcs  permmaiidas  pdas  letuis  do  Al- 

Gg  ii  &• 
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fabeto ,  vemos  que  efte  cafo  mais  íimples  deve  íêr  a  de- 
terpiina^o  das  permutações  ,  ou  trocas  de  lugat  ,  de 
que  he  fufceprivel  huma  quantidade -/í :  ora  heoem  cla- 
ro ,  que  vifto  fer  A  confiderado  fó ,  o  feu  lugar  relativo , 
ou  o  numero  das  íiias  permutações  he  i. 

Se  porém  tivermos  a  permutar  A  ^  B  y  vemos  que 
o  jS  íc  pódc  pôr  á  direita ,  ou  á  eíquerda  do  ^,  o  que 
dará  AÈ  ,  RA  \.  e  logo  duas  letras  admktem  i.a  de 

Êermutaçées  diverfas.  Accrcícendo  agora  huma  terceira 
ítra  C ,  vô-fe  claramente  que  efta  letra  páde  ocaipar 
trcs  lugares  diverfos  em  cada  huma  das  permutações^ 
AB,  BAi  a  faber  CAB^  ACB,  ABC  ;  CBAy  ÉCA, 
BACy  e  logo  três  letras  admittem  i.  2.  3  permutações* 
Se  preíenjtemente  confideramos  mais  huma  c^arta  leir^ 
D  y  eíla  pôde  occupar  quatro  lugares  diverfos  em  cada 
permutaçaa  precedente  ;  a  faber ,  na  primeira  permuta*^ 
^o,  DCAB  ,  CDAB  ,  CADB,  CABD  ,  e  affim  nas 
outras  ;  logo  por  cada  permutação  das  precedentes  te- 
remos agora  quatro  j  porém  as  permutações  preceden- 
tes erão  em  numero  i.2. 3,  logo  as  de  quatro  letras  fe- 
rio 1.2.^.4. 

Generalizando  o  raciocínio  precedente,  concluiremos, 
que  íè  n  repreíenta?  o  numero  das  quantidades  permu- 
tandas  ,  o  numero  das  íiias  peitnutações  deverá  íèr  te^ 
prefentado  pelo  produéto  de  todos  os  números  natu- 
raes ,  defdc  i  até  n  inclufivamente  i  de  forte  que  fe  as: 
quantidades  pcrmutandas  forem  10 ,  o  numero  dasíuas 

fermutações  fera  i.  2y  3.  4^  jr.  6. 7. 8.-9^  10  =  362880a. 
or  fezer  huma  applicação  curioía  ,  fupponhamos  que 
íè*  queira  determinar  quantos  ninneros  de  cinco  caraâe- 
tes  fe  podem  efcrevei-  com  os  cinco  aígarifmos  i  >  2 ,  3  ^ 
4, 5: ,  e  achacemos, que  he.  polEvd  efecver  1.2.  3. 4.  ^ 
=  120  números. 

25*9    Se  algumas  das  coufaspermutandas  forem  iguaes 
«ntre  ii5  ou.íb  íènda  tod^  diSereptes  puderem  algumas 

re*- 
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repctir-íê  hum  dado  numero  de  vezes  ^  o  que  he  omeif- 
mo ,  facilmente  fe  prevê  ,  que  o  numero  das  permuta- 
ções deverá  mudar  coníideravelmente  :  vamos  pois  in- 
veítigar  efta  matéria. 

Supponha-íè  primeiro ,  que  da^  quantidades  permu- 
tnndas  ^,  JS ,  C,  D ,  £ ,  deve  A  rcpetir-fe  três  vezes ; 
lie  i^  equivalente  a  fuppte ,  que  fc  devem  permutar  as 

3uantidaaes,  ou  letras  AyJt^AyByC^DyEi  quantir- 
ades ,  que  a  ferem  divafas  y  produziríâo  i.  2.  3. 4. 5.  é. 
7  permutações  ( Numero  ijS  )  :  ora  fe  em  lugar  das 
três  coufas  iguaes  A^A^A  tiveíFcmos  outras  nao  iguaes  > 
efias  produziríâo  1.2.  3  permutações  diiicrentcs ,  as  quaes 
&ÁO  reduzidas  ahuma  fó  na hypotfaefe adoptada  A^Ay 
A\  mas  he  claro,  que  cada  huma  das  1.2.3  permuta- 
is, entrando,  por  aíCm  dizer,  a  combinar-fe  com  as 

mais  letras-,  devia  produzir '  permutações  , 

vifto  que  todas  produzem  i*  2. 3. 4*  5^.  6*  7  permutações , 
conforme  o  que  fica  dito ;  logo  a  permutação  AAA  ,  á 
qual  cada  huma  das  referidas  i.  2.  3  permutações  fe 
reduz  na  iiypotheíe  da  igualdade  commum  ,  produzira 

i.a.  J.4.  5.6.7 

também  ■  permutações» 

Suppondo  mais  que  B  deve  i^epetir-íè  duas  vezes, 
concluiríamos  femelhantemente ,  que  o  numero  dos  per- 
.-      r  .  1.2. 1.4.5. 6, 7. 8  ^  j. 

mutações  ícria  ^= •- ,  eamm  por  diante: 

^  I.  a.  j  X  »•  «•  * 

de  íbrre  que  generalizando  teremos ,  que  para  determinar* 
o  mimem  das  permutações ,  quando  entre  ^quantidades  ^ 
liuma  pode  repetir-fe  a  vezes  ,  outra  b  ,  outra  c  ,  &c. 

deverá  íbmpre  dividir-fc  o  prcíduílo  i.  2.^  3 

(»-f-(^—  i>-^(A—  i>-4-(^—  i)4-&c.)  por  1.. 
2.  3  •  .  .  iíX  1.2. 3  .  .  .  íXi-2.  3  .  .  .  rx  &c.  ? 
aíGm  com  as  letras ,  por  exemplo  ,  do  nome  ,  ou  voz; 


«li  Elemev^qs    ' 

Maria  poderemos  formar  • '- — =fo  íbns  direríbs. 

3,  <]tte  vulgareiemc  duai$o  am^rgnmus  i  em  tanto  que 
com  as  da  palavra  Padre  formariamos  i.  2.  3.  4.  5  = 
<xo  ao^jcammas ,  taes  omo  Pedra »  &c. 

2^  Quando  de  qual<}cicr  numero  n  de  letras  líja* 
«nos  irnma  por^o  m^  <|uc  uniauis ,  «a comparamos  eu- 
ti«  fi  ,  íba  oos  importar  a  iitua^  celadva ,  <]ue  ooco* 
pao  humas  a  re^>eito  das  outras »  o  fofiátado  chamarfe 
combina fã$  \  de  modo  que.  íè  por  cxeu^o,  das  qua- 
tro hMv&AfB^C^D  Gonfideramos  lamente  «s  três  pri- 
meiras Aj  B  9C,  e  as  unimos  entre  íi,  &m  attender  á 
foa  pofição  local  reípeéHra ,  o  reíuiiiado  ASCy  oaJCB^ 
<m  èCA  y  &c.  fe  diz  ícc  hmna  combinação  de  três  lo- 
nas 9  extiaàida  das  primeiras  quatro  i  ré-fe  pois  Sãálr 
•mente  ,  que  eftas  quatro  letras  nao  produzem  mais  do 
que  quatro  combinações  de  três  letras }  a  faber,  ABC^ 
ABD.ACDy  BCD. 

261  Mas  íe  em  cada  liuma  deftas  combinações  pra- 
ticarmos todas  as  permutações  polfiveis,  veremos  (Nu- 
XQcro  2f S )  que  cÂda  huaxa  piodue  fcis permutações^  e 
por  confequeacia  todas  çroduziráô  24  :  ora  cíle  todo, 
que  fe  compõe  de  combinações ,  e  permuíações  ao  meí^ 
mo  tempo ,  chama^è  por  iflo  €mnpkcfões  ^  de  que  he 
^ufcepávcl  o  numero  dado  de  ktrns. 

262  Em  hum  ,  e  outro  caio  o  numero  das  letras , 
que  entiâo  em  cada  combinado ,  ou  complcccão ,  íè  diz 
ler  o  txpoeute  da  combinação ,  ou  compiecçao  i  de  mo- 
do que  no  exemplo  referido,  teremos  que  quatro  leti*as 
produzem  quatro  combinações  ,  e  24  cocnplecções,  do 
^expoente  3. 

2^3  Fode  todavia  acontecer  ,  que  em  cada  combí« 
nação  »  ou  compiecçao  fe  nos  permítta  r^etir  huma, 
algumas  ,  ou  todas  as  letras  primarias  deide  i  até  m 
inezes,  fendo  1»  o  expoente  >  bem  fc  adverte  ^  que  em 

taí 
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tal  caíb  o  refotenite  amncro  de  cmabinaçllc» ,  od 
|d€C^|6es  9  deve  dítftrir  móito  do  qtic  C€)rref|K»ier  aot 
precedcBtcg  ^  onde  tacttameoie  Cupfmsmoê  ^  qae  cada 
kira  fâo  fe  derâ  eooomrar  mais  de  Inanaí  nx  encada 
combina<^o^  ou  compkc^ào :  cbasnareiíiM  Theoiíca  dai 
CDRibiflaçòes »  ecomixcc^es  aqiietta  ^  por  ctria  meio  vi» 
Kmos  a  determinas  o  nuineio  daaccnibifnçoe»,  ecaiiv> 
l^çòe»  ,  <pie  pôde  admitár  huma  dada  por^  n  de 
ktra9 >  fendo  m  o  expoente,  epodendo  cada  letra  rcpe- 
tír-fe  defde  buma  até  m  yezc»  em  cada  comntecção^. 
fiando  precedentemente  fe  convencionar*  Hedeíta  Theo- 
rica  que  paliaremos  a  daf  alguns  priocipios ,  refervando 
para  outro  higaor  o  tratalla  maií>  amptamcme*. 

264  Seja  por  tanto  reqiierido  pmnciro  j  qoe  fe  de- 
termine o  numero  das  complec^s  m,  0a  dó  expoente 
lii ,  de  que  he  fufee^tivel  qualquer  portí^  »  de  letras^, 
quando  cada.  letra  pode  fer  repetida  delde  i  até  m  ve- 
zes enleada  compfecção^ 

l^incipfcmoe  pelos  cafo»  mai9  fimplices,  p^ir?  o  que 
umando  as  primeiras  feis  letras  do»  Aiiabete ,  e  &ppoi>^ 
do  que  i  fga  o  expoeme  ékt  comfAec<^y  concluiremos 
jxnriKdíatameme,  que  as  krras  x^  podem  admittir  mais 
de  féis  complecçáe» ,  a  febcr : 

ifto  he,  tanras*  quantas  as- letras,  de  forte  que  em  gemi 
n  àt  letras  aímittem  í^  complceçffes  do  expoente  i. 

Porém  fej«zr2 ,  então  para  ter  as  compIecç6es  to- 
das ,  deveremos  comparar  cacfe  hnma  das  letras  comíi^ 
go  mefino^  e  com  cada  hitma  ^  outras,  o  que  dará  * 
JA,AB,JCyAD,JE,AF 
BB  ^  BJyBCy  BD  ,  BE,  BF 

CCyCAyCBy.ÇD,      CEyCF' 

DDyDAyDB,  DC,  DE,  DF' 
EEy  EA,  EB,  EC,  ED,  EF 
EF,FA,FB,FC,FD„FE 
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aflim  cada  letra  produzirá  íeis  compIecç6es  ;  donde  íê 
feguc^  que  de  todas  feisrefultaráò  6x6  :  gencFalizan- 
do  viremos  a  concluir »  que  icndo  n  as  letras^  cada  hu- 
ma  produzirá  n  cpmpleoçõcs  ,  e  logo  todas  produzirà6 
nXf^y  OVL  n^  çomplexóes  binares. 

Fazendo  agora  m  —  $y  iíto  he ,  paíTando  a  determi^ 
nar  as  complecçôcs  ternares ,  de  que  são  ííiíceptiveis  as 
íeis  letras  ponderadas  9  teremos  que  para  as  obter  feri 
prccifo  comparar  cada  huma.  das  complecçôes  binares » 
com  cada  huma  das  ditas  letras,  ecomo  ha  6x6  com* 
plecçôcs  binares ,  e  as  letras  são  íeis  ,  teremos  ao  todo 
6x6x6  complecçdes  ternares;  e  generalizando  viremos 
a  concluir ,  que  viito  (èr  xr^  o  numero  das  combinações 
binares  corrclpondeptes  a  n  letras,  e  cada  huma  delias ^ 
pelo  raciocínio  precedente  >  dever  produzir  outras  tan- 
tas compleçções  ternares  y  fera  o  total  deitas  =  n^  x^ 

—  m  .  ... 

Continuando  o  mefmo  raciocínio  acharíamos  y  que 

fendo  m  =  4y  »4  reprcfentará  o  numero  das  complec- 

ções  procuradas ,  e  aíEm  por  diante  ,  de  íorte  que  em 

geral  n!^  deve  reprcfentar  oiiumero  dascomplecçôesn/» 

[ue.íè  pode  formar  com  n  letras ,  íèndo  eftas  compara* 

as  entre  li  pelo  modo  convencionado. 

Por  tanto  fc  quizermos  ,  por  exemplo  y  determinar 

auantas  vozes  de  quatro  letras ,  úteis  e  inúteis  y  íè  põ- 
em formar  com  o  noífo  Alfabeto ,  íerá  »  =1;  24 ,  i« = 4  , 
c  a  giandeza  pedida  1=244  =331776. 

26^  Proponha-fe  mais  determinar  o  numero  das  dx« 
tas  çomplecçóes  ^  9*  quando  em  cada  complecçâo  nao 
pôde  cada  letra  encontrar-fe  mais  de  huma  vez. 

Nefta  hypothefe  veremos ,  gue  fendo  i«  =  i ,  as  feís 
letras  produzirão  igualmente  íeis  complecçòçs  de  huma 
letra  :  e  em  geral ,  que  n  letras  produziíaõ  n  complcc- 
ç6es  ;  fe  porém  fuppozcrmos  »/  =  2  ,  ifto  he,  fe  qui- 
2eiinos  as  complecçdes  y  que  em  tal  cafo  teremos  y  ver- 


i 
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iê*ha ,  que  nSo  podendo  cada  letra  unir-íè  comfigo  inef* 
tnay  fó  pode  coniparar*fe  com  cada  huma  das  outras  ^ 
<  logo  produzirá  fomente  6—  i  compleojôes  binares}      - 
o  que  faz  importar  o  total  delias  em6(6— i),c    Ci>> -e/^í^- 
cm  geral  »(« —  i)  :  querendo  agora  as  complccç^ei    ^    ^ 
ternares  ,  veremos  que  para  as  obter  ,  fera  precifo  que        /l  j-í  - 
fó  comparemos  cada  huma  das  binares  com  cada  huma 
das  letras,  que  ella  não  encerra  i  e  logo  por  cada  huma'^  r  >  .. 
das  compleççôes  binares  ,  teremos  em  o  noíTo  exemplo  ,      /    ^' 
6-^2  cernares  ;  donde  refulta ,  que  o  todo  deftas  deve 
equivalerão  (6—  1)  (6  — 2)ieemgeraia»(»  — i) /^  ^' "  ^  '  '- 

(»-2). 

Continuando  o  mefmo  raciocínio ,  viremos  a  concluir  \    * 

cm  fim,  que  n  letras  produzem  » («  —  1 )  {n—  2 ). . 
(  »  —  wi  -H I )  complecçôes  m  ,  quando  em  cada  coni-         ^      ' 
plecçâo  não  pode  qualquer  das  letras  eucontrar-fe  mais 
de  huma  vez. 

266  Tratemos  agora  de  calailar  o  numero  das  com- 
binações w,  que  fe  podem  extrahir  de  n  letras  ,  quan- 
do cada  huma  ddftas  não  deve  repetir-fe  mais  de  huma 
vez  em  cada  combinaçio. 

He  evidente  ,  que  efta  queífâo  admitte  fcr  olhada 
como  dependente  da  que  vimos  de  reíblver  ^  e  com  e& 
feito 

i.<»  achou-fe  alli  ,  que  n  letras  produzem  n  complcc- 
ç6es  do  expoente  i  ;  e  claro  he  ,  que  igualmente  pro- 
duzem n  combinações  do  mefmo  expoente. 

2.*'  n  letias  produzem  »(»  —  i  )  complecçôes  bina- 
res y  quando  cada  letra  nik>  fe  pode  repetir  mais  de  hu- 
ma vezi  ora  neila  fuppofi(^o,  qnaeíquer  duas  letras ,  c'c 
que  iò  tiramos  (Numero  260)  huma  combina(^o  bi- 
nar y  dão  duas  permutações  ,  ou  compleccões  diveifas i 
lôgo  deve  o  numero. daqueUas  combinações  em  qual- 
quer numero  de  letras  y  fei*  metade  do  numero  das  com- 

plecçõcs  correfpondentes ,  e  por  tanto  =«  (^"T^)* 


-->' 


13^  BLBBtKKTOS 

Í.o  ttcê  fetras  comparadas  entie  fi  ,  àÍo  (Numerou 
,  26f  )  1. 2. 3  =  6  periniitaç6e$  ,  ou  coinplecçtíes 
tornares ,  e  huma  tó  combinaç&o  ternar  ;  logo  em  qual» 
quer  aumero  ;r  de  letras  conibinadas  a  três  e  trcs  ,  íb^ 
gondo  a  h)rpotheiè  mencionada  ,  o  numero  das  combi» 

•Mçôcs  dever  fcr -i  das  coraplecçôes  corrclpoodentes , 

p  por  tanto  =  «.  ~^  •  -^^^  • 

Continuando  ;i  e  generalizando  reriamos,  coe  fendo 
m  o  expoente  das  combina^â^  y  o  numero  ddlas  nadi:* 
ta  Jiypotlieíe  deve  fer 

th  ~      •     -^    -1-      n     ^      0      ^      ^     0      t^mm^^-^^^fmm    ^ 

3  )  m 

^  que  equivale  á  expreí^  ackada  em  o  Numero  26^^ 
dividida  pela  do  Numero  258  >  como  aliás  he  fácil  de 
concluir^  que  deve  acontecer. 

267    Segue-fe  pois 

i.o  que  o  numero  deitas  coaiibina$6c8  crefoe  até  qoa 

ifí=^  •;»  quando  »  hc  par,  ou  =  •;  («1^1 1)  quando 

n  he  impar,  onde  tem  o «aior  valor  pdfivel  i  e dcpoia 
paíla  a  diminuir  pelos  me&ios  gráos,  de  modo  que  ac» 

expoentes  -  u  ^a^  -^  «4-^  ^  no  primeiro  calbj  e  -j 

(»q::i)^— tf,  -j  («^Ii)^-^  nofegundo,  correfpon- 

itti  fempre  iguat  numero  de  combinações. 

2.^  que  o  numero  das  combinaçâes  ,  cujo  expoente 
::z  m  equivale  ao  das  permutações  y  quando  a$  coufas 
permut^mdas  são  duas  etaes,  que  huma  polTa  repctir*& 
PUj  e  a  outra  n  -^m  vezes  j  por  quanto  chamando  pc  ao 
l^rimeiro  numero,  ejy  ao  fegundo^  teremos  (Numero» 

3í66,C2S5) 
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I.  a.  j 

y  = 


exprersòes^  cuja  igualdade  iàcilmeiíie  b  deicaUfit. 

j.o  que  o  numero  das  combinações  m  em  n  couías  / 
equivale  á  íbmma  das  combinações  m^cm  —  içmn  —  i 
couiàs ',  pois  que  temos  oridentemes» 

a      •      I      *  •  •  «  •     t      •  ~-^j 


•  •   •      ^    -  *T*  *  — •  I   •    '■■•        ■  •  — : —  •  •  •  — — ^—  ^ 
m  t  )  »i  —  I 

268  Dando-fc  n  de  letras  dítferentes  ,  e  querendo 
fiiber  qtiâna»  Gcmbmaçdes  èotaxywtmé  1 9 1 9  3  at^  A 
podesm  pr^xtr,  noiarenos^  que  todo  iè  rodoz ^ fen¥« 

mar  as  exprefsdcs  »  ,  ».  Í-Ç^  ,  «.  '^'^  ^  .  IT!^  ,&c.| 

I :  psn  «laís  fiKãneiM  ddcubrir  <ftt  ftttiiift  ,  havrat^ 
0B9^WiDi  peio  modo  ic^ote 

D.DAyDB.DCyDBAyDCJyDCB.XXJÊA 

cfoica  a  prhnem  icem  jí  y  Qktovtfemot  na  linha  í«h 
tfiediaa  a  íèguada  £  >  c  a  co«nbififl$s[o  £^  (k  B  com 
^9  depois  a  terceira  C,  c  as  combinações  deC  com  as 
iíias  precedentes  A^B^BAi  e continuando  quanto  qui- 
sermos ,  veremos  íemprc  que  cada  regra  contém ,  e  de- 
ve conter  tantas  combinações,  como  todas  as  preceden- 
tes mais  huma:  veremos  também,  que  o  total  dascom* 
bina^ões  ^  que  huma  letra  pôde  dar ,  he 

Hh  ii  z 


134  Elementos 

I  =  i'  ~  I 

o  que  corrdpottde  a  duas  letras  he 

3  =  2»  —  I 
o  que  correfpoade  a  ties  he 

7  =  2«  —  1 
o  que  correíponde  a  quatro  he 

I  j  =  2^  —  I  &c. 

e  por  conlequencia  o  total  correfpondcnte  a  n  letms  fò-^ 
rá  2^^  —  li  donde  íe  tira  conforme  íe  pertendia 

a  t.  ( 

Para  exemplo  fupponhamos,  que  ie  pertenda  aíIiCTar  o 
numero  das  conjunções  ,  de  que  os  noflbs  ojfo  planetas 
sâo  fuíccptiveis  :  neíle  caía  n  =  2  y  o  o  numero  pedido 
x=2^  —  i=i 2SS  i  dímiauindo-lhe  porém  as  8  com* 
binaçòea  do  expoente  i  y  que  os  meímos  Planetas  po- 
dem ter 9  asquaes  sao  rrálmente  disjunções,  ctáq  com 
junções 9  concluiremos,  que  o  numero  pedido  he  247. 

269  Na  tabeliã  fupramencionada  comparando  o  to* 
tal  das  combinações  onde  m  hc  par  ^  com  o  daquellas 
onde  he  impar  ^  ceremos  que  eíte  he  conílantemente 
igual  dquelle  mais  i ;  por  exemplo ,  nas  primeiras  duas^ 
tinhas  temos  AB ^ari  A^By  impares :  nas  primeiras  ties 
JBy^JCy  BCy  paresj  JyByC^  ABC^  impares,  &c 


f(n> 


VK  Arithmetica  Universal.     13^ 

Fermafão  das  Potencias  dos  Monómios  y 
e  extracção  das  fuás  raizes*^ 

2yo  ir\  As  idéas  dadas  anos  Números  1 30  ,  e  1 35*^ 
JL/  e  das  que  temos  da  Multiplicação  em  ge- 
ral y  fe  conclue ,  que  para  elevar  qualquer  Monómio  a 
huma  Potencia ,  deveremos  fazer  hum  produ<flo  ^  onde 
o  Monómio  propofto  feja  tantas  vezes  faélor  ^  quantas 
Ibrem  as  unidades  do  expoente  da  Potencia :  aíTim  a* 
levantado  ao  quadrado  ,  ou  (a^ y^  :=:  a^  x  a^  =  a^  =2 
4JIX  2j  (a*y  =  a^  Xa^  Xa^  =  a9=a^^  ^;  (a^)^ 
=  tf^  X  ^*  X  ií*  X  ^^  =  ^*  =  ^^  *  S  &c.  :  logo  cnx 

Seral  (4^)»=  ^^^  \  {O^b^  dy  —  a^^^^b^ d^  ^  &c.  j 
onde  facilmente  íb  tira  ,  que  »  Para  elevar  qualquer 
>>  Monómio  a  huma  determinada  Potencia ,  deveremos 
>j  multiplicar  os  expoentes  dos  íbxítores  do  Monómio 
t^  pelo  expoente  da  Pbtenda.  >y 

271     Sao  Monómio  tiver  coefficientes  ,  peputallos- 
hemos  conro  outras  tantas  quantidades  y  ou  faaores  ai- 

Sebricos  ^  e  praticaremos  com  elles  o  meíkio  que  fica 
ito  cm  o  numero  precedente:  allím  (34*  )4  zi:  34  .^í»  ^ 
mas  3^4  =3X3X3X3  =81^  logo  (3^1^  )4  zzSm»  j 
da  meCna  iorte  (5*^'  )^  =y*  -  <í^  .  *''  =  'f^^J  ^^ 
li%  j  e  (jOP^by  =  7'" .  a^''  .  i^  :  2  razão  deíle  oroce- 
der  bem  claramente  fe  manifeftará  apenas  fe  rcfiec^lir  y. 
que  o  coefficiehre  he  hum  dos  íâclores  do  Monómio^ 
confiítindo  a  differença-  dclle  aos  mais  enrcftar  reprefeir- 
tado  com  os  cai^afteres  arithmeticos. 

272  Até  agora  coitfderamos  os  Monómios  dados,, 
como  tendo  ofignal  -^ ,  cm  cujo  caio  qualquer  Poten- 
cia  delles  deve  ter  o  mefino  iignal  (Numero  139):: 
mo  acontece  o  mefmo  com  o  iignal  —  ,  porque  então 
conforme  a  Potencia  for  par  ,  como  2^  ,  4^  ,  <J^  ,  &c^ 
ou  impar,  como  i* ,  3*  ,  J** ,  7^  ,  &c.  aífim  terá  oa 
Q  Iignal  -i-,  ou  o  fignáí  —  ^  de  modo  que  ha  hum  fó* 

ca- 


13^  ElSmiento» 

caio  ,  em  que  a  Potencia  ,  e  Raiz  tem  íignal  direrCo  ^ 
e  vem  a  fer  as  Potencias  pares  de  quantidades  negati- 
vas :  por  tanto  (-h za^y  =H-  JUM ,  (  +  za^y  =h- 

27)  Reuttkioo  agofa  os  tsa  números  preoedentes^ 
concluiremos,  que  na  dsnào  de  ijuacíqucr  monomiott 
&  Imiiia  Potencia  determinada 

ff  i.<»  A  Rai2,  e  a  Potencia  fó  leiáo  ^asd  diffimn^ 
n  te  ,  quando  o  íignal  da  Raiz  £ar  ^  ^  e  a  Pcfoicia 
n  p«r.  ff 

9^  2.»  Que  o  coeficiente  da  Raix  deve  ièr  elevado  á 
ff  pDtencia  de  que  fe  trata  ,  om  indicando^a  por  raàm 
>f  deJium  expoente,  ou moitiplicando  ocodficiente  por 
99  fi  flKfitto  vMããrex^y  qnâitasfimem  asuaídâKles  da 
ff  e3q>oeiite  da  Focencia*  n 

ff  3^<'  Que  a  Potencia  ievc  conter  cantas  ktra»  co* 
ff  mo  a  Raiz.  ff 

ff  4^^ 

(  1 )  M.  d^Afemlitrt  not  feui  opulbtibs  exptrct  o  tfoino  ,  por 
txemplo  •  troto  (+«>*  •  coma( — 4)*  ,  rt  «*  »  de  hoitia  tal  oib- 
neira  ,  que  oot  Julgamos  hotn  não  a  paAir  «ov  (HéAcio  aof  noflbf 
Leítoffts»  •  por  ifib  t  tranr^fCfeiiMt  nt  prefence  aoU.  Rcduz^fc  a# 
fegumre. 

Seja  c4-*=*;  fetá  é^^cziza^  ec — liz:— 4;mafCÍ — O* 

(c—  O  ('—*)=  ^^  —  »*•-♦-  *%  í*S^  •  íocomJ»  *^  ~ ate 
^^*  raprei^ma  «^iDadfada»  tiirto  d*  ^..^t ^  c^nio  étc^m^k;de 
mmt  ^atT9  hff  ^  qaet  <]  i  »  fempie  ar'  ^^ifc^^^  bt  pgfi^ 
tí«o;  tcc^^^^^^sf^  otpnnlfidci  dèi*^a  poAti^^  si^al  soqaaK 
<lMdft  d»  i!.^é  »  q«c  tMAbèisr  b»  p^fulMa  9  ttiai  Ib  i.i«.«r::#y 
#^  izz*^0 •  Ará  pata  iMriíeni  a  fiaérad» 4k  4  pofiUvsat  s  ^ual 
acrquaêrad»  4ii^<^t»  ipialmenie  pofítirs;  c  I<%o  ftrf  cada  ftutt  daft 
CM  <]Mrffadbt  raptcfetnador  piar  ^  • 


f>  4*^  Que  o  ttpoente  de  cads  kama  deíbs  letras  Mt 
#»  Pbtenda  dtn  ler  igttti  aa  íoi  oonefpoadente  m 
99  Raiz  ,  multiplicado  pelo  expoente  da  mcTiiia  PotesK 
9»  cia«  >> 

274  SeoaionDàúo  fòr  hina  fiac^a  algébrica^  n^ 
tendendo  a  que  oa  multtplkaçoa  das  frac^5e9  derem* 
flmdtiplicarrfe  entre  ã  09  muneradoret  >  e  da  mefina  for- 
te os  denominadores  V  fica  eridente^  que  executando  com 
cada  hum  dot  termos  tio  qtiebrado  ,  o  que  deixamos 
espofio  (Numero  27;)  >  o refukado  lerá  a  Potencia  pit)- 

curada  ,  affim  (J!L\'  -  !!ll,nj^y=  íL£ll!L,S^c. 

*'  ^7S  Qy^Iquer  Polynomio  pôde  confiderar-iè  como 
Bum  todo ,  cpov  tanto  como  num  monómio  ^  bailan- 
do para  iílo  fechallo  entre  parenthe&s,  oucubríllo  com 
huma  rifca  (  Números  QZ ,  e  roí )  i  logo  para  indicar  a 

Sotencia  m  de  hum  polynomio^  como  ^a^.^^aè-^  c  ^ 
everemos  elcrevet  C  3^ *  •+-  5^^  —  cy^QM    -    -    .    - 

27<  Como  já  fibemoy  determinar  qualquer  Poten- 
cia de  hum  monómio  dado  ,  e  he  evidente  que  o  nro- 
adintento  inrcrfo  nos  deve  conduzir  natural  ,  e  facil- 
mente a  determinar  qualquer  raiz  de  hum  monómio  pro- 
pollo ;  fegue-lc ,  que  para  com  effcito  fe  determinar  cfta< 
taiz  >  tudo  fe  reduz  a  entender ,  epraticar  bem  o  fe^uínte. 

>^  I.*»  Que  fendo  as  Potencias  pares  lèmpre  pofitivasy 
9^  oualquer  que  fe|a  o  íkndi  d^i^  rair  ,  as  Raizes  pares 
rt  de  hmn  monómio  pontivo  são  reaes  ,  e  podem  ter 
>r  qualquei*  des  fignaes  algébricos  ;  o  aue  fe  indica  ef- 
»  aeyendo  ambos  os  fignaes  á  efqueraa  da  raiz ,  pon- 
^  do  por  cima  o  fignal  4-  para  ícRuir  a  pratica  cfta- 
TT  belecida^:  posem  as  raizes  pares  de  monómio»  ncga^ 
v^  tivos  fei^âo  impoífiveis ,  ou  imaginarias. 

^  Como  nas  Potencias  impares  9  %nal  deílas  Iier 

M  igual 


2^i  Elementos 

ff  i£;ual  ao  das  raízes ,  nenhuma  duvida  pôde  harcr  eni 
9f  determinar  o  iignal  de  humas  ,  quando  fe  conhece  o 
Bj  das  outras.  >9 

ff  i*"»  Vifto  que  na  paíTagem  da  raiz  para  a  Potcn* 
ff  cia  I  deve  o  coeíEciente  da  raiz  ièr  elevado  á  poten^ 
ff  cia  de  que  fe  trata  ,  ou  indicando  com  o  expoenite, 
ff  ou  elevandoo  dfèâivamente }  íêguc^íè,  que  napaíTa- 
ff  gcm  invcrfa  da  potencia  para  a  raiz ,  ou  dividiremos 
ff  o  expoente  docoeíficientc  pelo  da  i*aiz,  coníiderando 
ff  o  mcfmo  coeSiciente  como  hum  faélor  algébrico ;  ov 
ff  lhe  cxtrahiremos  ciièdtivamcnte  a  raiz  de  que  íè  tra« 
ff  ta  y  pelo^*  methodos  que  adiante  iè  dirão,  ff 

ff  3.'>  Que  na  raiz  deve  haver  tantas  letras  como  na 
f9  Potencia,  ff 

ff  4.0  Que  o  expoente  década  huma  deílas  letras  na 
ff  raiz ,  deve  fer  igual  ao  feu  correfpondente  na  Potcn- 
99  cia ,  dividido  pelo  da  raiz.  ff 

277  Sabendo  agora ,  que  os  Mathematicos  quando 
aucrem  indicar  a  extracção  de  qualquer  raiz  ^  usao  do 
ugnai  V  y  a  que  chaináo  íignal  radical  ^  eícrevendo  na 
abertura  do  iignal  o  expoente  da  raiz  ;  menos  quando 
etta  he  a  quadrada  ,-  porque  entáo  empregão  o  fígnal 
fimplesmcntc  í  ficaremos  aptos  para  indicai-,  e  extrahir 
qualquer  raiz  de  hum  monómio  dado  :  por  exemplo  > 
queíra-fe  extrahir  a  raiz  quadrada  de  ^í*  ,  e  veremos 


4. 


que  \fa^  =  ±  ^ar  ;   aífim  também  \/à^  b^  =  i  ^^  ^í 
\Ja^  ^lí  z=  ^*  ^»  í   V  —  a^  A"  =  ~  ^í«  ^  ;  \J—  ifi 

impoífivcl  j  yjd^  b^  =  a  '"  b  "'i  \/^a'b*  —  $  '  ab  \ 
&c. 

278  He  evidente  ,  que  na  exti-ac^o  das  raízes  de 
quantidades  fraccionarias  ,  deveremos  extrahir  a  raizy 
tanto  ao  numerador ,  como  ao  denominador  ,  pois  que 
ambos  ng  caíò  contrario  (Numero  274)  sâo  levanta* 

dos 


DE  ÂRITHMETICA   UnivBRSÂL.'      a^f 

I 

dos  á  potencia  de  que  íe  trata :  logo  y  ~ir  ~  ^ — T 

=^  s         i  o  que  também ^fe  exprime,  dizendo  >>  Que 

99  em  radicaes  do  mefmo  gráo  a  raiz  do  quociente  de 
>9  quaciquer  quantidades  ,  he  igual  ao  quociente  das 
9»  raizcs  das  mefmas  quantidades  ^  e  reciprocamente.  >f 

279  Advertindo  também  ^  que  por  exemplo  ^aft^ 

_  ^  I»  ^  w  _  y/^y  y^  y/ ^r  ^  (Jlrcmos  »  Que  o  produíto 
99  das  raizes  de  quaefquer  quantidades ,  he  igual  á  raiz 
9f  do  produéto  das  mefmas  quantidades  >  e  reciproca- 
9y  mente :  advertindo  porém ,  que  as  ditas  raizes  devem 
99  fcr  todas  do  mefmo  gráo>  >> 

280  O  numero  precedente  p6e*nos  cm  eftado  deco- 
Bhecer,  que  todas  «s  raizes  imaginarias  fe  podem  redu- 
zir á  de  —^  i  :  por  quanto  fc  tivermos  ,  por  exemplo 

» 

V—  a^f» ,  vendo  qut-^a^^zi  —  1X^«^,  concluiremos  que 

« 8^ 8 

y— tf«6— yr^,6  X  —  I  =  (Numero  279)  \a'^  X 

s .  s 

V—  I  =  (Numero  276)  a^  ^\^  -^  i :  ora  claramente 
fc  vê ,  que  podemos  appíicar  aos  outros  caíbs  defte  ge* 
nero  hum  raciocínio  fcmdhante. 

281  Suppondo  agora  Polynomia  a  quantidade,  cU- 
ja  raiz  íe  pertendc  conliccei* ,  poderemos  indicar  efta 
raiz  por  alguma  das  maneiras  feguintes  :  feja  propoflo 
extrahir  a  raiz  m  da  quantidade  a'^  -h  lai  -H  3^^  ,  in* 

dicalla-hemos  efcrevendo  ^a^  4-  206  H-  3^^",  ou  .  .  • 

(a^  -t-2j^'4-3^r)  *"  :  efta  ultima  forte  de  reprefentar  a 
raiz  pedida  ,  íunda-fe,  cm  que  fendo  a^  Hr  labH-^^^ 

li  = 


>4^  ELEMfiKTQS 

=  Ctf«  -H2iíí-+-  3^^*)' ,  O  que  he  evidente,  devetmi- 

bem  fer  (  Niuncro  27^)  ^a^  -h  2^*  -h  3^^  =  ( tf*  -4^ 
I 

2tfii  -ir  3^)  '"  ,  poderíamos  igualmente  rcpreíêutar  9 
mefma  raiz  ,  efcrevendo-a  na  fórma  feguinte  •   ♦  •  •  • 

Y(tf* +2tf^-t-3^tf)* 

«• JL  JL      « 

282  Vimos  que  ya^  z=  tf  "* ,  e  logo  a  "'  =  Vtf^  r 
o  que  he  o  mefmo  :  conclue*fc  porém  defta  equação  fe- 
gunda  ,  que  99  Qualquer  expoente  fraccionarío  mofira  » 
99  que  a  quantidade  aquém  affedla,,  deve  íèr  levantada 
»  á  potencia  dcfignada  pelo  numerador  da  fracção  ,  e 
9if  que  do  refiiltado  íè  deve  extrahir  a  raiz  correlponden* 
X9  te  ao  denominador  da  mefma  fiacção»  » 

jL 

283  (>moiz=£=:-^  (Numero  i8í)i.feguc^c, 

n 
n 

que  tf  ««^tf»»»— ^   «  ou  (Numei*o  282)  yt^  = 

m 

^  tf**^  =z  K  tf  **  i  donde  fe  conclue  ,  que.  >>  Qiialquer 

99-  quantidade  radical ,  comoV^s^  ,  não  muda  de  valor  >. 
M-  quando  os  expoentes  do  radical ,  e  da  quantidade  íe 
9ô  muUipIicão  y  ou  íè  dividem  por  huma  meixna  grani^ 
99  deza«  >9 

284  Sabe^fe  também ,  que  ^  =  -?-  (Numero  199)^ 


m 


DK  AlITHMETICA   UNIVERSAL. 

241 

f                 !1       "^         JL 

f              n        t                m              "2             mn 

tn 

c  que 


00  y/4Í^  =  V^,  e  \?^^  =  V  ^  '^  ;  ifto  hc  ,  qae 
9y  íiuacfquer  grandezas  radicaes  ficao  alteradas  igual- 
>>  mente  ,  quando  o  expoente  do  radical  fe  multiplica 
yy  por  liuma  quantidade  ,  e  quando  o  da  grandeza  íc 
>>  divide  pela  mefma  quantidade:  ou  também  quando  o 
>>  primeiro  expoente  fe  divide  ,  e  o  feguiuio  fe  multi- 
»  plica  pela  meíhia  quantidade.  >f 

285-  Vimos  mais  (Numero  271)  (7^'íy  =  7"^ 
ã^lr  ;  omefmoque  {ja^by  =  (7)^  X  {a^Y  X*''  1 
dMde  facilmente  le  deduz,  que  m  A  potencia  r  de  hum 
í>  produdo  compofto  de  qualquer  numeio  de  fadores , 
»  hc  igual  ao  produéto  das  potencias  r  de  cada  hum 
9f  dos  mefinos  faílores.  >> 

286    Semelhantemente  como  (|  )   =-^  >  diremos 

o  Qae  qualquer  potencia  m  do  quociente  de  quaefquer 
>i  quantidades  ^,  ^  ,  lie  igual  ao  quociente  das  poten- 
99  cias  m  das  mefmas  quantidades. 

Cbnfequencias  dos  números  precedentes. 

tn/  n     _ 

Va»=:a^  zzl/a'  ;  da  mefina  forte  V   Vy/^ 


a87     p Ois  que \/a^  —  a''  ^  teremos 


s  /^~5  o  mns/ 

zzv^^  —tf'""*  =  y  <^  j  apíJicaodo  aos  números^ 


24^  Elementos 


refiilta  que>  por  exemplo   y    Vv/TT—  V^7«  >  ^  '^ 


ciprocamettte  V^7^  :^  y    \^\f^i  logo  >t  Sc  quizer- 

>>  mos  extrahir  a  raiz  de  hum  gráo ,  cujo  expoente  fej/i 
^y  delcomponivel  em  favílores ,  poderemos  ir  çxtrahindo 
>>  fucceffivamente  as  raízes  dos  gráos  dcfignados  por 
>í  cada  hum  dos  factores  j  e  reciprocamente :  yy  ilto  , 

ãualquer  que  feja  a  ordem  de  fucceísão ,  que  demos  aos 
itos  fadores  ,  pois  que  ^  voltando  ao  noffo  exemplo^ 

fempi^  v^-  Y  v/^=  y  V^\/5" 


teremos 


288:    Sfr  cm  vez  de  expr«ís&s  coina  Y   V  \la!i  ^ 

V  tf*  ^^  Vi*  j  acharia.» 


tiveíTemos  outras  da  fiínna 


mos  feandhantemente,  ^ue   y    tf'  ^^''  Ví*  = 

^  «-.V *^-  «y        ^^ — ^         1     ^    JL 

tfV^^n  =  V/^M^;;Si=:rf'  í«"  f »«« 

^        nrns/.  nmtf  mm/ 

f"""=   ^/tf"«'.    V^'".    Ví*  = 


.^^  £^mns  It  mttf  ^  mns 
mns 


mnsy 

Va^-  ò'^  à^  p  c  fendo  czzb^,^^  tencmos  cm  fiin^ 

•  que. 
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que  a  cxprefsão  propofta  equivale  á  fcguinte     ^     •     . 

289  Semelhanteraente  por  fer  {oP^y  z=:  a^f  ,  con- 
cluiremos y^  Que  tendo  de  elevar  qualquer  quantidade 
%^  a  huma  potencia ,  ci^o  expoente  ièja  dcíèotnponivel 
9j.  em  fa\ílores,  poderemos  ir  elevando-a  fucccflivamea- 
59  te  ao  gráo  delignado  por  cada  hum  dos  fadlores :  » 
aflim  para  levar  32  á  potencia  24  ,  levallo-hemos  por 
exemplo  ao  quadrado  >  depois  o  quadrado  ao  quadra- 
do para  ter  a  quarta  potencia ;  efta  ao  quadrado ,  o  que 
dará  a  8  potencia^  e  cita  ao  cubo,  o^quc  dará  apoten* 
cia  pedida  24-   % 

290  Achada  z  8  potencia  ,  e  querendo  ter  ,  por 
exemplo,  a  potencia  20;  quadrando  teríamos  a  poten- 
cia ló  ,  efta  multiplicada  pela  quarta  potencia:  >  antes 
achada,  daria  a  potencia  20  ,  pois  que  32*^  X  324  =: 
j2i^+4  —  32^°* 

291  Do  uumaa  2S3;  poderemos  concluir  a  maneira 
de  fubftituir  a  hum  radical  de  qualquer  ordem  ,  outro 

m 

de  ordem  dLverfa  ,  por  exemplo ,  trocar  \a^  em  hum 
radical  da  ordem  x  \  pois  he  evidente ,  qwe  tudo  fe  re- 
duz a  dividir  os  expoentes  m,  e  s  por  m  ,  e  multipli- 
caJlos  por  x ,  o  que  não  lhe  alterando  o  valor  (  Nume-^ 

ro  283  ) ,  daria  V  a  ^  y  que  làtisfaria  o  pedido.. 

z^2  Se  pertendeíTemos  reduzir  a  liuma  mefma  or- 
dem radicaea  de  diverfas  ordens ,  praticaríamos  com  to- 
dos o  meíiiio  que  fica  dito  cm  o  precedente  paragiafo  ;. 
feja,  por  exemplo,  propollo  reduzir  , 

y/r'.       \/^y       VF5- 


a44  Ex^EMEUTos 

a  radicaes  da  ordem  Xy  c  teriamos  , 

//"T  */1i  J^/IE 

He  evidente  ,  que  efte  x  poderia  fer  o  produfto  \nm 
dos  radicaes ,  e  em  tal  caio  acftariamos 

y  a  '^  9    y  s  "  ,    *^  r^  «nas iílo 

hcp  mefmo  qiie  '^  ^  ,  »^  j-  ,  '^  r  ^'"*  ;  Ioga 
concluiremos ,  que  m  Para  reduzir  quaefquer  radicaes  a 
>>  outros  de  expoente  commum  ,  deveremos  primeiro 
>5  fazer  ò  produflo  dos  expoentes  de  todos  os  radi- 
>5  cães ,  e  efte  fera  o  expoente  commum  delles ,  depois 
j>  multiplicar  os  expoentes  década  huma  das  qiiantida- 
yy  des  radicaes  pelo  produílo  dos  expoentes  dos  outros 
99  radicaes:  aílim 

reduzidos  a  hum  radical  commum  >  dao 

Con- 

(  I  )     Reduzindo  os  radkaes  á  forma  exponencial  «  acharemos 
í  r  J  >i 

1.0  tf  ^  .  A  ^\  c  ^  ,  ffi  ^ 

a.o  tf  ^^>^.  /,  ^.  c*^,  mW 

on(k  com  íjcílidade  fe  nota  a  femelbança  perfeita »  que  ha  entre  a 


rc- 
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293  Concebe-fe  claramente ,  que  aflim  como  quàeP- 
^uêr  nracç6es  podeití  ícr  reduzidas  a  hum  deDOcniiiador 
còiTunam  ,  aíum  também  podem  fer  reduzidas  a  lium 
numerador  comroum  :  e  por  tanto  y  aílim  como  os  ex- 
poentes dos  radicaes  poaem  íèr  reduzidos  a  hum  ex- 
poente commum ,  aíHm  também  o  podem  ièr  os  expoen- 
tes das  quantidades  9  qufe  ellcs  cobrem :  o  que  evidente  ^ 
e  exaAamente  conieguiremoa,  multiplicando  o  expcente 
de  cada  radical  ,  e  o  da  fua  quantidade  pelo  produélo 
dos  expoentes  das  outras  quantidades ,  fazendo  iilo  nos 
sadicaes  feguiiites 

V^f~y       V2^       V^^"" 

tmr  fttr  f^s 

teremos       ^aisr  ,        y/^isr  ,        y/^.r 

294  A  opcraçãa  de  reduzir  os  radicaes  a  hum  ex- 
poente commum ,  ferve  para  facilitar  as  multiplicações ,. 
e  divisões  das  quantidades  radicaes ,  pois  então  bailará 
fcrvir-nos  do  que  fica  dito  em  os  números  278,6279, 
para  de  todo  efFeituai*mos  o  que  fe  pertcnder ;  aflim  te- 


f«  fã  tftni  »»»*•  #/fr» 

remos  V^X  VSn=i  V^  x  V^=:  s/a""  •  a""  = 


Vií* 


— ^^    —  V 


y/a^n^sm,^  e  também' 

y^/;_  sm  ^  ^^  itiefma  forte  cíFeíÊuariamos  outras  quaet 
quer  operações  femdhantes. 

_  . A. 

reducçio  dos  radicaes  a^  hum  mefino  gráo «  e  a  das  fracções  ao  iiiel« 
lAo  denominador ;  e  por  unto  tudo  o  que  fica  dico  a  efle  refpeito  • 
fe  pôde  appiicar  aos  radicaes^  mudando  a  palavra  denominador  na 
d»  Expoente  do  Radical  ,  e  a  palavra  numorador  na  de  Expoente 
dl  grandeza  rachcal» 


^6  Elemeittos 

'295:  À  fomma ,  e  a  dimlauiçio  das  quantidades  nh 
ilicaes  ,  ei&(fluáo-fe  ligando'  as  addicôes  com  os  íeus 
íignacs  na  íomitia  ,  c  com  os  inveríòs  na  diminuição; 
praticando  depois  a  reducçao  das  quantidades  ícraelnan- 
tes:  por, exemplo  y/a  íbmmado  com  \/^,  daiá  V^  -H 
V/^,  e  diminuído  y^a  —\Jb  ;  mas  jV^  "^  ^V^  — 
5^V^>  dará  2V^  — 2V^>  e\/d  —  x\^d  —  {e  —2) 
V'^/;  5*  \Jab-^i\Ja  —  i\jbcy  como  \l ab—\l ay.\/b 
dará  v^  (5:v/Ã-t-2)—  3v'^r;  ou  também  V^  (jV^ 
^ — 3V^)  ^~  ^V^j  ^  íiff""  lios  mais  caíbs. 

296  Quando  algum  faftor  ,  ou  divilbr  dentro  do 
radical  tem  hum  expoente  maior  ,  que  o  do  mefmo  ra- 
dical ,  póde-fe  tirar  para  fóra  igualmente  em  fador ,  ou 
divifor  ,  dando-lhc  por  expoente  o  numero  de  vezes, 
que  o  feu  primeiro  expoente  contiver  o  do  Radical  \  c 
le  houver  refto  na  divisão ,  efte  ficará  íèndo  o  expoente 
da  quantidade  dentro  do  radical  :   por  exemplo 

\J Íl^-^L\/ a'  b^  y  porque  i/ ^'[^'  ^ 

c 

297  Inverfamente  lè  quizermos  paflTar  hum  &6í:or, 
ou  diviíbr  de  qualquer  radical  para  dentro  do  ractical, 
poderemos  fazello ,  dando-lhe  por  expoente  o  produílo 
do  expoente  j  que  tinha  fóra  do  radical  pelo,  do  mefmo 

radical  i  affim  —Va^  ^    —    \hílAl    — 

'  V  ~ — " 

y    -,—  Igualmente  -  y    ~^=y   -^^^^ 


m 
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ç    

ziiys^  :  ademonflrai^o  he  fácil,  vifta  a danumero pro* 
cedente  ;  póde-fe  com  tudo  facilitar  mais  huma ,  c  ou- 
tra^ reduzindo  primeiro  á  forma  exponencial  pdo  mo- 

dofegomtei/  — ^--.= j— = j = 

—  .^  6^6——  \ja%  b^  :  c  logo  a  invcrfa  ,   como 

I  m  f 

m m  m —  —       — 

a\/b  —\/a^b\  por  qu^to  ã\lb  —ab  *"  =a     .b  '" 

198    Sc  pertendermos  achar  a  quem  equivale  y^a'  ) , 

1 

veremos  que  WJ  )  =\a"')=:a'^  =a  T  ,  o  que  . 

lios  dá  {y}a^  J  —  S/a^'  ,  ou  =  V  /  ,  donde  fe  con- 
clue  ,  que  m  Para  elevar  qualquer  radical  a  huma^  po- 
t>  tencia,  deveremos ,  ou  multiplicar  o  expoente  daquan- 
9f  tidade  ,  ou  dividir  o  do  Radical,,  pelo  expoente  da 
ff  Potencia.  >f 

299  Logo  >5  Para  extrahir  qualquer  raiz  de  huma 
f>  quantidade  radical  ,  deveremos  ou  dividir  o  expoen- 
f>  te  da  quantidade  ,  ou  multiplicar  o  do  radical  pdo 

aVT^  t/T  \/  -^ 

f>  expoente  daraiz^f  alfimV  \ifi  =y  a  =v  #  «. 

300  Havendo  quantidades  fóra  do  radical,  devere- 
mos ou  paffallas  para  dentro ,  e  praticar  as  regras  pre- 
cedentes ,  ou  alias  praticar  com  dias  as  rejgras  eftabele- 
cidas  no  principio  defte  Capitulo,  a  refpeito  das  quan- 

^  Kk  ^- 


«4^       '  El  ê  m  £k  t  os 

tidades  náo  radicaes  :  allun  aSfby.  a  \/c  =  a"^  \lhc^ 

^oi  Reduzindo  os  radicaes  á  fórma  cxponenci^, 
poderemos  depois  igualmente  fomallos  ,  dimiimiUos^ 
mulciplicállos  y  divi(£llos^  elevallos  a  quaefquer  poten- 
cias 9  ou  cactrahar-^llies  quaeiquer  caizes  y  psaticando  o  meif^ 
mo  que  praticaríamos  íe  os  expoentes  foflem  inteiros  > 
o  que  he  aílas  evidente.. 

Formação  das  potencias  darcpianttãaães  polymmúas^ 

302    rpEndo  viíBo  como  as  quantidades  mono« 
JL  mias  podem  facilmente  elevar-fe  a  ouaeíV 

2uer  potencias  ,  paíTaremos  a  ver  o  mefmo  a  reipeito 
os  binómios^  e  mais  quantidades  polynomias;  para  o 
^ue  principiaremos  ,  achando  quacs  são  os  produâos 
iuccálivos  de  muitos  bkiomios  x^a^  x^ty  x-^c, 
x-^  dy  &c.  Qijo  pritneiro  termo  x  ^a  commum  a  to^ 
dos  os  binómios  y  o  que  faiemos  ícgundo  as  regras  oik 
dinarías  da  multiplicado^  pela  maneira  íèguinte^ 

X  +  6 


X*  ^ax^ab^ 
-^  bx 


mídtiplicandb  ^  prodwíb  por  x-^Cy  teremos^ 

ix^a)(^x^b)(x^c):::zx^  -¥  ax^^akx^abfiy 

j^  bx^  -t-  acx 
rt-  cx^  -h  bcx 

dtei  novo  ftodií^o  multiplicado  ^n  x^d,  dará 
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Ora  neítes  produdlos  facãmente  ie  ix)ta ,  r.^  aue  o  pi> 
nekD  temiD  kc  fempre  a  priíueiro  termo  do  Dínomío» 
leraotada  í  poccncia  cofreipofidcnte  ao  numero  dos  bí- 
iioimos^  de  íiroe  que  kfor  m  o  numero  dos  binómios» 
o  primeiro  termo  ícní  ;ií«:  2.°  que  Bostenuos  confeeutir 
V06  dos  mefiaos  produâos  ,  o  expoente  de  x  vai  de- 
nÚQuindo  fempre  huma  unidade  :  ^.^  <fMt  a  potencia 
m —  I  de  ;c  tem  por  còeflkientc  a  fomma  dos  fcffnn- 
dos  tennos  dos  binómios ,  dis  forte  que  íc  todos  fcmem 
iguaes  ^  oqisc  íuccederia  íepenendldkmoslúvanrar  qual- 
quer ddks  oomo  x-^a  á  potencia  m^  o  coeficiente  de 
x^ — >  feria  o  kginào  termo  a  repetido  tanta»  vezes, 
çiantas  ibífem  as  unidades  de  jk  >  011  iMki  :  4.^  que  o 
""coefficiente  àc  x^ — ^  hc  aíbmma  dos  produtos  diverí- 
íbs,  que  os  íegundos  termos  dos  binómios  podem  dar 
combuudos  eiurre  íi  a  doue  e  doss  ;;  e  Iom^o  fc  cftes  fe* 
findos  tennof  fofiem  igjuacs ,  o  dito  coemciente  íeria  o 
quadrado  de  hum  deites ,  reoetido  tantas  vezes  quantos 
deveífem  íèr  os  ditos  procàicèos^  ma»  íègundo  o  que  íi-^ 
ca  dito  Numero  266  y  m  de  letras  oocnbinadlas  duas  á 

duas  ,  devem  dar  m  •  ÍÍTII  decombinasõesdifícrentes: 

logo  o  terceiro  termo  àeÇx-i-a)^  deve  ler  ;ic*" — ^  míd- 
tiplicado  por  a^ ,  repetido  tanta»  vezes  quantas  forem 

as  unidades  de  «  .  ^Ç^-,  iftohe,  deveíífr  /»  .  -— -  •, 

a^  .  x^  —  ^:  5'.<'  que  o  coefBcientc  de  ;cw  —  J ,  hc  igual 
á  Ibmma  dos  proauftos  diverfos ,  que  os  fegundos  ter- 
mos dos  binómios  podem  dar  comoinados  três  a  três } 
:  Kka  € 


njo  Elementos 

e  por  tanto  íc  íuppuzermos  iguaes  os  ditos  íegundof 
termos  ,  fera  então  o  mefmo  coeficiente  igual  a  cubo 
de  hum  delles  y  oa  a*'  repetido  tantas  vezes  ,  quan- 
tos próduAos  difièrentes  m  de  letras  pôde  dar  ,  lenda 
eftas  combinadas  três  a  três i  elogp  (Numero 266 )  íê» 

cá  m  .  ^:=li,^Zl?  i^J  xr^—yyc  aíllm  por  diante  até 

o  ultimo  termo  ,  que  he  fempre  igual  ao  produAo  de 
todos  os  fegundos  tennoa  dos  binómios  y  de  modo ,  que 
lendo  eftes  iguaes  entre  íi^  teremos  que.  o  tal  produclo 
equivalerá  á  potencia  m  de  qualquer  delles  9  conclui* 
remos  pois  ,  que  (x-k-a)^  '=:^^  -^  mas^ — '  -+-  w  • 


m.- 


•+  a^ :.  onde  íramediatamentc  fe  delcobrc  hum  modo 
facil  para  levantar  aualquer  binómio  x-^a  2l  qualauer 
potencia  m  y  pois  a  viíu  da  &>Fmula  fe  condue  eviaen? 
temente ,  que  o  primeiro  termo  da  potencia  m  do  bi* 
nomio  x^a  h&  x^  y  e  que  cada  hum  dos  outros  ter* 

mos  fe  deriva  do  precedente  ,  multiplicandò-o  por  -^ 

até  ao  ultimo  ^  que  he  a^  ^  além  diílo  o  coeíficiente 
de  cada  hum  dos  termos  2.?  ,.  y  ,,&:c»  he  fempre  igual 
ao  coefBciente  do  termo  precedente  y  multiplicado  pelo 
quociente  y  que  cetfulta  dividindo  o  expoente  de  x  neíle 
mefmo  termo  y  pelo  numero  de  todos  os  termos  ,  que 
precedem  aqudle  de  que  fe  trata  :  aílim  y  teremos  em 
quanto  ás  potencias  dos  termos  dos  binómios 

%  em  quaúto  aos  coeíficientes' 
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m       m  — '  I  m       w  —  x      m— s 


I,  I.—  ,  I.    ,   .  — i— >  ^•T*  — i"^  "  ~J~> 

m       m — I      m — a      m  —  ^    r^ 

1  •  —    •    —   »    — —  ^  -  '  3  iXCf 


ffi— -r  ffi^im       2  J«  —  lífi- 


/ 

„.  ^ .  // 

/  a      >  a.  j.     '  a-  j,  / 

donde  uirindo  refúlra  rgualmente 


2 


m — I      m  —  a      »     ... 

■  /9>     V«?f""" 


a 


503     Se  foraios  fucceíUvamente  dellgnando  cada  huia 
dos  termos  l.°  ,2.®  ,  J"*  ^  4''  >  &c*  P^^l^^  letras  AyBy 

C,DyEy  &c.  tensmos  (jv  +  ^/^zii^c»»  -*-  m  ^h- 
.^-j-  -  -H  -P-  -+  -^  -,  &c.  donde  fc  de- 
duz y  que  ordenada  a  íède  »» ,.  ^— '^  .Sn£^  ^J^H?  ^ 

&c.  e  o  quebrado  ^  ,  faciTmente  fe  eleva  qualquer  bi- 
nómio x-i^a  Á  potencia  m  ;  pois  que  o  primeiro  ter- 
mo íèrá  xi^yQ  fegujido  fení  igual  ao  primeiro ,  multi- 
plicado pelo  primeiro  termo  da  ferie ,  e  pelo  quebrado 

— i  o  terceiro  lerá  igual  ao  ícgundo^  multiplicadope» 

Io  ícgundo  termo  da  ferie,  e  pelo  quebrado  —  i  o  quar- 
to feiá  igual  ao  terceiro  5  multiplicado  pdo  terceiro  ter- 
mo da  ferie,  e  pelo  quebrado  -^i  ealTun  por  diante  até 
o  «iltinia>  Se.*< 


^$1  E  L  S  M  E  M  T  o  S 

304  Sepajrando  o  fadlor  sfi»  da  expi%ísâo  que  deG- 
gaa  a  porencia  m  do  binómio  x-k-a  y  refultar-nos-ha 

; — •  ~ — •    T"+  &c.  4 — -  j  onde  também  facil* 

mente  íè  nota  ,  que  cada  termo  dos  que  eftâo  incluídos 
entre  os  parenthelis ,  pôde  fer  deduzido  do  feu  precedente, 
da  mcfma  forte  que  fica  dito  emoNuma-0  303  j  haven- 
do unicamente  a  differença  de  fer  i  o  primeiro  termo. 

305  Suppondo  agora  fucceflivamente  ;e=  i  ,  =  2, 
=  3  ,  =  4  >  —  5  &c.  tei  emos 

(x  -H  ay  rr  X*  -}-  Z43if  -h  4« 
{x^ay=x\  +  \ax^^ia^x    4.4? 
(x4-^>  nx*  4. 4^x^4.6^»  x«   4-44^x-t-if4 

(X  Hr  ^y  =X5  4-  54X*  -f.  lOita  x^  -H  lOiíí  X«  -1-  yif4  X  -t-4f 

(x-H4)<  zzx*  4-  <?iix5  4-  154*  x4  4-  loa^  x*  4.  1544  x«  4- 

306  Prefentemente  poderemos  com  toda  a  facilida- 
de levantar  a  qualquer  potencia  hum  binómio  propofto, 
e  por  iíTo  exerci tar-nos-hemos  ,  adiando  as  cxprefs6es 
que  equivalem  a  (2Jf  4- 4)5  ,(;c4-24)*  ,(;c^+4«)^  , 
e  C^—  4*  )♦  ,  o  que  nos  dará 

(2^4-4)'  =  32^5  ^^.i6x4^.  ã  4-  10.  8*'  .ií«  4- 
10. 4^?».^»  +  f. 2:v.4^  4-4« 
=  l^x^  4-  8oA7*  4  4-  %ox^  a'^  4-  40^:»  4'  4- 
loxa^  4-  4^ 
(a?h^24/  z=i  X*  4-4^'  •  24  4-(5;tf» .  44^  4-  4x.  84'  •. 
4-  tóa*^ 
=  ^*  -f-8^'  a -{- 2j^x^  a^  •{•  ^^xa^ -t- i6a* 
(x^  '\-a^y  zzx^'i  4-  3:^2-2  tf «•!  4-  3;v«-»  ^2.2^^2,1 
:=zx^ -h^x^  a^ -\^^x^  a^  ^a^ 

ttíàn^ 
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níando  nefte  aem^lo  da  formula  apontada  em  o  Nu« 
mero  304,  formaríamos  primeiro  a  (êiie 

ou  3>    I,        7. 

e  depois  teríamos 

z=  a;^  -h  3ií«  ;c4  H-  34^4  x«  +•  ii^ 

ritimamente  para  levantar  x—O^i  quarta  potencia^ 
clcripto  o'quebraà) ^ ;  formaríamos  a  ferie 


4      ^  ini    ^~^     4—? 

ou  45'f  >  4  >  4  i  ^  aimprindò  o  que  fi- 

ca dito  cín  o  citado  ( Numero  304 )  teremos 

2  *^     _•       ^       J  *  '  ^^    \ 

«■"i    •      ■  ■"  .  ■    ~T~  Am  T*    •      "^    •      T    ♦•     '  J 

5  «>  ^    2  }  4  ;«4   / 

(4^2  6ir4  4/16  a.8   v 

*  «2  ;)c>  3c4   / 

z=L  x^  — 4^^  :vJ  -H  6<24  X?  —  4ií^  X  -V  a^ 

507    Se  a  quantidade  que  deveíTe  fcr  levantada  á  po- 
tencia nk  foffeham  trinomio ,  coníiderando-a  como  hum 

bi. 


25:4  Elemekvos 

binómio  ,  cujo  iegundo  termo  fe  comp6e  de  duas  par^ 
tes  5  facilmente  alcançaremos  elevallo  á  potencia  propof- 
ta:  íèja,  por  exemplo,  pedido  que  íè  levante  á  poten* 
cia  5, o  trmomio  x-^h^c  y  coníiderando  t  +  c  como 
hum  monómio , .  teremos 

(x-hb-h^y  =x^  ^^x^(lf^c)'^  lo;c^  (h-hc)* 
-h  lox^  (if^cy  -hyx  (*-{-f/H-  (t-hcy  =  x^ 
-f-  ^ix^  4-  ^cx"*^  -H  ioa:'  (^^  -{- zlc  -h  c^  )  -\-  lox 

r'  -f-4Íf'  -H ^^  )  -H  *^  4- j*^  ^^-  10^'*  í'  4-  IO*'  r' 
+•  yír"*  -h  c^  =  a;^  4-  fí;^^  -h  "j^x^  -4-  loí^  x'  -+- 
aoírA:'  -h  lOí*^  A?'  -H  10^'  x^  -+-  30^^  r;ií*  -H  30^r^  ;tf* 
4-  lor'  x^  -h  jí^  a;  -H  20^».*  ^A?4-  30*^  r*  a:  4-  zo^í'' 
x-h^c^  A?4-  *^  4-5'**  r4-  loí^  c^  4-  lO*"*  r'  4-  ^tc^ 


4-r^ 


308  Vé-íè  bem  ,  quç  à  induftria  do  numero  prece- 
dente generalizada ,  oiR.Tece  hum  meio  muito  íimples  de 
levantar  qualquer  poiynomio  a  luima  potencia  dada  ;  c 
para  melhor  fe  entender  ,  faremos  applicação  delia  ao 
quadrinomio  x  -{-  i  -^  c  -^-.d,  levantado  ao  cubo,  o 
que  dará 

(^^-f^-<í)'^-(*^- «•-+-</)'  =  a;'  -h  ibx'-[-yx' 

-i~^dx*  -^^x  (é'  ~Y-2b(c-hd)-{-(c+-df)  -\-P 
-H3*'(f-h<í)H-3Í  (c-i-dy  -{-  (c-^dy  z=x^  -h 
^èx'  ■+-  yx^  -^  idx^  -H  3Jf  (^*  -h  2bc  -\-  ibd  -\-c* 
-H  2fi  -h  </'  )  -+-^'  -H  3^V  -t-  3*'  </  -t-  3^  (f*  -¥■  icd 
-l-rf'  )  -hf'  -H  3f'  </  -h  yJÍ^-^d^  =  a;'  4-  ^bx'  -í- 
3fA:'  -t-  3</;c'  -h  3^'  af  +•  ó^rj?  -H  6bdx-h  y'  x-h  6cdx 
4-  3/  a;  -H  *'  -h  3^'  <•  4-  3**  </-h  3ÍÍ-'  -h  ó^fi  -h 
3V'  4-  f '  4-  3<"'  </-h  yd'  4-  </'  .  Se 
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309  Se  por  qualquer  dos  meios  precedentes  levan- 
tarmos qualquer  polynomio  tf-h^-+-f-h</-H  &c.  ao 
quadrado ,  notaremos ,  que  (íí  -+-  ^  -H  f  4-  á  )"=<«*  -t- 

-hi/).-h*«  -H  %h  ic-^d)  -\-  (c-\-dy  =a*-^r  2« 
(^l,^c-\-d)  H-í«-h2^  (f-í-i)  -í-f»-í-2fi4-i«: 
ora  difpondo  efte  quadrado  do  modo  feguinte,  teremos 
em  geral  {a-^b^c-^d-\-  &x.y  =  a'  -\-b^  -^C  -H 
4'  6cc.^2a(b-hc-^d-i-&cc.)-{'2l>  (c-hd-h  &c.) 
-t-2f  (</-*- &c)  -í-  &c.,  o  que  nos  dá  hum  meio  pa- 
ra com  facilidade  fc  levantar  qualquer  polynomio  ao 
ãuadradoj  e  vem  a  fer:  formar  primeiro  os  quadrados 
e  todos  os  termos  do  polynomio  propofto,  que  feuni- 
rá6  com  o  fignal  -H,  e  depois  aggregar  a  efta  fomma, 
com  os  feus  refpeclivos  iignacs  ,  os  produftos  que  re- 
fultarem,  multiplicando  o  dobro  de  cada  termo  wpara- 
damente  pelos  termos  que  ficarem,  ou  fempre  á  lua  eC- 
querda,  ou  fempre  á  fua  direita. 

310  Proponhamo-nos  agora  dcfenvolver  a  «n)relMO 
(<ír4-^)— w;  para  ifto  deveremos  lembrar-nos  do  Nu- 
mero 148  ,  donde  concluiremos  ,  que  (ii-t-^)     *»  = 

— - — :  mas  acabamos  de  ver,  como  fe  pôde  levantar 

(•+*)'" 

a+-6  i  potencia  m,  logo  teremos 


dividindo  efièítivamente  1  por  i»«-h»»  ^""^  *-^-  "• 
íHm.  ^1»  -  a  ^*  ^.  &c.  ,  acharemos  para  o  quociente 
^— j»j  e  de  refto 

--J  AJ  ^  &c.  que  dividido  novamente  ,  dá  para  o 


%f;4  Elementos 

quociejtfe  •—  «.n— «*— 'i>;  e  de  refta 

que  dividida  ainda ,  ptoduzi  «-^"^  ' .  ii  — ^« —  *  í^  de 

quociente  i  e  de  reíto 

c  logo 

ora  claramente  fe  eonheçe  ,  que  ^  4-  í  levantado  á  jpo* 
tencia  —  m  pelos  niodQ3  fupraditos  ,  daria  efta  melina 
exprefsao  ^  logo  a  (brnuiia^  á^monítrada  para  quando  tu 
lie  inteiro  ,  e  poíitivo  y  íèrve  igualmente  para  quanda 
die  he  inteiro^  e  ncgativo.^ 

Extracção  dds  raizes  das  quantidades  pohjmmas^ 

311    "T  TIo-fe  (Numero  28i)^que:V*A-h*  deve 

fer  igud  a  (tf-l-í)  *"  i  por  tanto  fe  a  fimniila  bino^ 
miai  precedente  puder  fer  empregada  também  quando 

o  expoente  he  fraccionario  ,  affim  como  o  afhial  ^  >. 

quaíi  nos  não  dará  trabalho  a  extracção  da  raiz  pedida.^ 

Para  com  eSeito  vermos  verificada  eík  pfopciedade 
da  mcíma  fonmula »  notemos  antes ,  que  por  quae  gran* 
de  haja  de  fer  opolynomio  raiz  de  huma  Potencia  dada^ 
ifempre  o  poderemos  olhar  como.  InmL  íimplcs  binonúo  y. 
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<i\jo  primeiro  termo  reprefcnte  huma  parte  da  raiz  men- 
<nonada ,  e  b  feguado  o  reíb :  aífim  Querendo  a  raiz  m 
ào  binómio  a-^-b  y  príncipiaremos,  íuppondo  que  eíbt 
raiz  lie  hum  binómio  A-hS ,  onde  A  reprefenta  o  pri- 
meiro ,  os  primeiros  dous ,  os  primeiros  três ,  &c.  ter- 
mos  da  raiz  pedida  »  e  £  os  reftantes  :  e  para  aflignâr 
os  reípeélivos  valores  defte  A ,  e  defte  B  ,  tratarçmoí 
:^  dercubria*^  como  ke  poífivel,  paíiàr  da  exprcrsáo 


^^-m.ax"^^^  -hm/^^Lsil.a^  ^'-    -+.«. 


m  -»  t    ^^  ^m  —  a   ,_  ^  f»  —  t 

2 


para  a  «pre^o  cc-i-a  da  íua  raiz  m  correrpondentei 


Wl 


9 


c  ifto ,  porque  fuppofta ,  como  he  poíllvel , Ma-^b  da 
lo^ma  Jl  4-  i5  ,  a  qual  he  lèmelhante  á  fórma  ap  H-  ^r , 
deve  fuppòr-fe  ^  h^  ^,  ou  (^  4-  Bf  da  ftSrma  (a?  -h  df  > 
=  «^  -H  mdx'*'—^  -H  &€• ;  e  por  confequencia  fabere- 
mos  da  quantidade  aA-b  derivar  a  quantidade  A-^By 
apenas  loubennos  de  x^  -h  mao^*'^^  -4-  &c.  derivar 
x-ha^  pois  que  hum  e  outro  caio  ,  olhados  pelo  mo* 
"do  fbtx^ito  ^  fe  apreféntâo  realmente  idênticos. 

Ora  fe  bem  refleélirmos  fobre  a  formula 

veremos ,  que  muito  facilmente  fe  pôde  deduzir  delia  a 
fua  raiz  m,  (m  x-ha  i  e  com  effeiro  he  :v  ,  primeiro 
termo  da  raiz  ,  igual  á  raiz  m  do  primeiro  termo  x^ 
da  potência ,  a  quafíe  determina  ,  fegundo  diflemos  (  Nu- 
mero 276 ) :  calcukida  pois  aflim  eita  primeira  parle  da 
raiz ,  obteremos  a  fegunda  a ,  dividindo  ò  fegundo  ter* 
illo  ma:^~^  da  grandeza  dada  por  ww^"^'  }  ifto  he, 

LI  ii  acha- 


i^S  Elementos 

acharemos  o  fegundo  termo  da  raiz ,  dividindo  o  íegiii^ 
do  termo  da  potencia  pelo  produfto  de  m  ,  e  do  prir 
meiro  termo  achado  da  raiz^^ievantado  á  potencia  m  —  i« 
Se  os  teimos  da  raiz  forem  dous  realmente  ,  fatisfare- 
mos  aíErn  ao  feu  calailo;  e levantando  o  binómio,  que 
elles  formarem  á  potencia  m  y  refultará  a  grandeza  pro- 
poíla ,  o  que  lie  evidente  j  mas  fe  forem  três ,  então  lon- 
ge de  reíultar  a  grandeza  propofta ,  virá  outia  diflèrenr- 
te  ,  o  que  he  igualmente  claro ,  e  haverá  por  coníèquenr^ 
cia  hum  yç&d  :  mas.  efte  rcílo  pôde  fer  confíderado  co* 
mo  hum  novo  fegnndò  termo  da  grandeza  dada  ^  e  a 
lodo  do  binómio  achado  ,  como  hum  novo  primeiro 
termo  da  raiz  i  c  logo  fe  dividinnos  o  dito  refto  por  m 
vezes  efte  binómio  levantado  á  potencia  tn —  i  ,  tere- 
mos outro  termo  mais  para  a.raizj  e  continuando  omeí^ 
mo  proceder  ,  viremos  a  obter  ,,  ou  todos  os  termos,, 
quando  ella  for  aflignaveí,  íègundocfta  hypotheíè,  pe- 
ia qual  nos-  dirígimod  no  íèu  calculo  ;  eu  quantos^  qui-- 
zermos  ,  fe  dia  for  aífim  inaílignavel.  Efcufado  he  di^- 
zer ,  que  antes  de  tudo  deveremos  ordenar  os  termos  da 
Potencia  dada  relativamente  a  huma  ^  ou.  mais  das  fiias 
ktras. 

Percebido  bem  o  que  fica  dito  ,  náò  encontraremos 
diíEculdade  na  extrac<^o  de  qualquer  raiz,  e  por  tanta 

m 

fer-nos-ha  poflivel  determinar  já  o  valor  de  v/^^-?>i 

com  effeito  extrahindo  primeiro  a  raiz  m  áq  a  y  que; 

nefte  exemplo  reputamos  primeiro  tècmo  da  potencia  aar 
I 

dá  ,  teremos  ^  *"  — .  ao  primcirt)  termo  da  fua  raiz  m ; 
dividindo  agora  o  fegundo  termo  b  da  potencia  por 

Tna^  zzma      ^^  teremos  o  fegundo  termo  ^* 
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tf  «»      .  í  da  raiz  i  e  como  levantando  ^  "*  +  -^  ^ 

— -' 
tf  '"      .  ^  á  potencia  m^  vôm  íí4-^ 


«     ..    ^-i 


^  ^.  T. ^  J!í .tf—*  ^i'  -h&c.  que  podemos  fup- 


I 


*pôr = Mi  concluiremos ,  qne  ^  *"  -f-  ^ .  tf  ^       .  í  não 

he  araiz  exadla  de  a-\-6i  contemplando  porém  aquelle 
binómio  como  primeiro  termo  da  raiz ,  e  o  refto  que  fe 
encontpa  fubtrahindo  M  de  tf-H*  ,  como  fegundo  ter- 
mo da  potencia  dada,  iremos  determinar  o  novo  fegun- 


I 

m 


do  termo  da  raiz  ^dividindo  ^-f-  í —  Mzz:  ~ —  ^a — i ,. 

i«—  &c.  por  fnKa"^  •^^•a'^       .b)       j  ecomo 

a  divisão  dos  polynomios  fe  pratica ,  tomando  por  di- 
videndo total  o  primeiro  termo  do  polyn©mio  divifor , 
lèguc-lè  ,  que  o  tciceiro  teimo  da  raiz  deve  ler  igual 

1 f 

ao  quociente  de   2L_.  .  a-^  .  b^   dividido  por  m 


2-  ^—^  I  — — 

{a'"")       —ma        "' ,  o  que  dá -i^ 


.a       , 

m  2 


b^  y  fera  pois  efte  o  terceiro  termo  da  raiz  procui-ada ,  e 

2.  - 

fot  confeguinte  ferão  a-"" -h—*^' 


I 


%6o  Elbm£ktos 

•2 — .a  "*       .b^  os  |ííimeiros  três  termos  dâ  mefmâ 

raiz  i  aos  qiiaes  applicaremos  para  achar  o  quarto  ^  o 
«lefitíô  raciociaio  que  applicamos  aos  primeiros  dous 
para  achar  o  terceiro  ;  o  que ,  continuado  quanto  qui- 
zermos^  irá  dando  os  termos  todos  da  raiz  pedida. 
312  O  nuitterô  precedente  moftra  bem  omethodo, 
uc  fe  deve  feguir  na  extracção  de  qualquer  raiz ,  quan- 
antes  fe  tem  tido  o  cuidado  de  ordenar  o  polyno- 
mio  dado ,  relativamente  a  qualquer  das  fuás  letras ;  deí- 
Ic  fe  colligc  tambcm ,  aue  lendo  o  polynomio  tal  como 
a  ^iy  alua  raiz  fiSpóde  extrahir-fe  porapproximaçao, 
•e  que  eitt  tal  câfo  ícmpre  íè  achará  rcprefentada  por 
ÍKima  ferie  infiiuta ,  femelhante  á  que  fica  determinada 


z 


^-L.<r'»       .b-h^.^l—^a'"       .í«-|-&c 


m 

m 


a  qual  transformada  produz  a  feguinte 


m 

2 


^  .  ií-'  .  *'  -H  &c.  ) 

o  mefmo  que 

±,  1 ,  JL 

a      (H •~"+" —  •  •  -^— H •   — 


—  ^    .. 


Ora 
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313  Ora  he  fácil  de  notar^  que  a  aprefiáo  pece* 
dente  deve  íèr  intârameoie  igual  uque  fe  teria,  ebsvan- 

ào  a  -^  è  í  potencia  -^  peis  formula  do  binómio  ^  e 

por  tanto  y  eíla  formula  pôde  fervír ,  nao  íomente  para 
quando  o  expoente  da  potencia  he  hum  numero  inteiro 
poíitivo  >  ou  negativo  ,  mas  também  para  quando  elle 
for  hum  numero  quebrado ,  ou  fraccíonario ;  digo  tam* 
bem  fraccionario  ,  çoiç  qué  efte  fe  compõe  de  inteiro , 
c  de  quebrado  >  caiòs^mbos  ,  para  os  quaes  fica  de- 
moiíftrado  o  ufo  da  formula. 

314  Se  o  binómio  dado  foíTe  ii»»  -h  A  ,  a  fuM  raiz 
íàhiria  mais  íimples ,  e  igual  a 

findo  porém  é^  —  b  ^  teríamos 


yJa^  —  h^afi  — — •  1—^L...I1 — !.  ■^■'&cA 

315'  G>mo  tratamos  cfos  methodos  de  achar  as  raí- 
zes approximadas  das  quantidades ,  que  não  são  poten^ 
cias  perfeitas ,  raizes  que  denominajmos  Grandezas  fúr- 
ias ,  irracionaes ,  ou  incommènfuraiíeis  ,  por  iíTo  que 
llp  infinita  a  ferie,  que  as  exprime  y  íÁq  paílaiemos  adiaj- 
te  fem  failar  de  hum  engenhofo  methodo  de  approxi- 
mação  devido  a  Hallcv  ,  do  qual  nos  havemos  de  fer- 
yir  em  as  extracções  oas  raizes  das  quantidades  nume^»- 
Kicas.. 


ConCfte  eífe.  methodo  em  fuppôr  \/tf^^-t^yreprefcn- 
tada  per  a-^b  ,  donde  fe  fegue  logo   (^-hi)'»  r: 

éí^  ±:y  z=.a^  -^  nia!^'^  *  Ã -H  »  •  ^—-^ .  a*^~ ^  b^  j 

par 


i6i  Elementos 

parando  nefte  termo  y  que  inclue  i^ ;  ora  íègundo  os 
princípios  dados  (Numero  io8),  vifto  fcr 


4 

teremos  mií«  — » 4 -4-  «.  ^^" .al^'^^.b^  =:t^ 


e  Í«-H-J!£ -^*= i  — y 

OU         i.+.-2£..í= — ^^^^sr=7 

ora,  notando  que  (^-4-^)*  =aí«  -h  i^JC  4-  g'*  (Nu* 
-mero  305  ) ,  e  coribinando  x'^  +•  %qx  -+-  q^  com 

m*^  I 

facilmente  acharemos  ,  que  para  fazer  defta  ultima  ex« 
f  refsáo  hum  quadrado  perfeito ,  aflim  como  ^c»  h-  ojjc 
-H2« ,  hc  precifo  fuppor  ^^  em  lugar  de  ;c« ,  c 


jj^.^zzz^a;,  ou3niri  =  í> 


c  que  defta  forte  mefmo  lhe  feita  o  termo  ([^^  ou  4» 
dividido  por  ( 1»  —  i  )« i  mas ,  pois  temos 


2tf      y  -4-27 


**4-=;^.*= 


logo  teremos 
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ib  -<-=—)«  =     "*       ± £2 

e  por  coníèquencla 

donde  reiuita 


b- 2 \'\/ -i. -^ 22 

logo  teremos 


y/     ^"       u ^ 

aflim  conforme  tivermos  w  =  3,=:4>  =  ^i^ 
acharemos  tambcm 


&C.      &C. 


Mm  Jp- 


z64  Elbmevtos 

JppIScaf&s  das  num^rês  precedentes. 

316     T)  Roponha-íè  determuiar  a  raiz  quadrada  do 
JL  Polynomio  2^a^  c^  -H  30^*  hc  —  20^*^^ 
^-^j«  ^2  _  i^j^f -+.  4^«  r«  :  ordenados  ps  termos  rc- 
tan vãmente  á  letra  ^^^  como  fe  fegue 

•—  2Ctf^  ^«  loac  +  6tfA  —  2fc 

30^^  *í-H9tf=  6^  — 
2Qaic^  —  iiabc -h 4^^  í* 
—  30ig^  bc  —  9^ ^  ^^ 
—  20aòc^  —  12^^^-4-4^^  f* 

000 

fupporemos  que  a  raiz  be  hum  binómio  ;  e  vendo  que 
neíle  cafo  deve  o  quadrado  confiar  do  quadrado  do  pri-^ 
Oleiro  termo  da  raiz ,  de  dous  produâos  do  primeiro 
pelo  fegundo^  e  do  quadrado  do  fecundo  ,  imaginaro 
mos  ,  que  25^*  e^  he  o  quadrado  do  primeiro  termo } 
^flkn  para  obter  efte  termo ,  extrahircmos  a  raiz  quadra- 
da de  2ytf«  f^  (  Numero  276  )  ,  a  qual  evidentemente 
he  ^acy  que  efcrevcremos  no  lugar  da  raiz;  e  lei^ndo-a 
ao  quadrado  ,  tiraremos  efte  quadrado  de  todo  o  poly- 
nomio propofto  y  o  que  dará  de  refto  30^^  6c  -4-  ^a* 
h  —  loabc^  —  iiaèc  +  4^^  f » j  mas  efte  refto  deve 
conter  agora  os  dous  produdlos  do  primeiro  pelo  ie- 
gundo  termo  di  raiz ,  e  o  quadi-ado  do  íègundo  \  íiip- 
pondo  pois,  que  30^*  bc  inclua  os  dous  produtos  di- 
tos ,  que  devem  valer  o  mefmo  que  hum  fó  do  dobro 
do  primeiro  teimo  pelo  fegundo  y  teremos  ,  que  vifto 
ler  já  conhecido  o  primeiro  ^ac  y  dobcando-o  ,  e  efcre- 
vendo  o  dobro  loac  por  baixo  da  raiz  ^^  e  dividinda 
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toá*  bc  por  lo^  ,  o  quociente  ^ab  em  GOniequencia 
a  noíla  ioppoGçao ,  deve  fer  o  fegundo  termo  da  rab , 
por  iflb  o  eícreveremos  no  íèu  lugar ,  e  também  junto  ao 
loacy  ngoTã  multiplicando  100c  por  3^,  teremos  ^01^ 
òc  ,  que  deve  repreícntar  os  dous  produâos  referidos ; 
e  multiplicando  ^aè  poríimelino,  teremos  ^a^  i^  ,  que 
coníequentemente  reprefenta  o  quadrado  dolègundo  ter- 
mo da  raiz  :  logo  íc  efta  fofle  eraâamente  a  raiz  do 
poiynomio  dado  ,  dereria  o  refto  30^*  h-^-^a^  b^  — 
2oabc^  —  izabc  •+-  4^^  c^  fer  igual  a  30^2  ^^  ^  j^^a  ^a  ^ 
mas  ellc  he  maior  ^  logo  a  raiz  também  conterá  mais 
termos  ,  e  por  tanto  fubtrahircmos  primeiro  para  ter  o 
rcfto  -^loabc^  — 11^^-1-4^*  c^  i  coníidcrando  agora 
$ac  +  -^ab  como  liuiu  io  ,  e  primeiro  termo  da  raiz  ^ 
concluiremos ,  que  no  refto  precedente  deveráô  eftar  in- 
yolvidos  os  dous  prodnftos  defte  termo  pelo  fegundo , 
e  o  quadrado  do  íegimdo  >  dividindo  pois  pelo  dobro 
do  primeiro  termo  achado  Joac-\r  6aby  teremos  o  quo- 
ciente —  zbc  j  que  lerá  o  fegundo  termo  procurado ; 
eícrevendo-o  pois  na  raiz  ,  e  junto  aô  divifor  loac  4- 
^ab  ,  multiplicaremos  loac  -+-  6ab--  ibc  pelo  meíino 
zbcy  ora  multiplicando  lotf^-h  6ab  y  dobro  do  primei- 
ro termo  da  raiz  por  —  zbc  fegundo  termo ,  teremos  os 
dous  produftos  do  primeiro  ftôlo  fegundo  ;  e  nmltipli» 
cando  —  zbc  por—  ibc ,  teremos  o  quadrado  defte  fegun- 
do ;  ifto  he  5  teremos  quanto  deve  conter-lc  em  o  refto 
-^loabc^  —  iiabc  +-4^2^^,  para  que  a  raiz  jac  -K 
^ab —  2ÒC  feja  exatílamente  ú  rai25  quadrada  do  poly- 
nomio  propofto  ;  e  como  feita  a  multiplicarão ,  e  (ík>- 
traccáo  nada  refta  ,  concluiremos ,  que  efiãflivam^te 
f;af  '^^^b  —  zbc  he  a  raiz  procurada. 

Aífim  também  notarOTios  ,  que  ^a^  4-  b^  -h  4^ ^ 
b^  —$a^  h  ^l^a^  b--^  j^ab^  he  jufl&míiente  o  quadrar 
do  de  3^*  —  íi  -i-  %ab. 

Ainoa  que  a  pretedentê  oMiíeíra  de  eztrahii*  a  raiz 
Mm  ii  qua- 
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quadrada  defini  hum  pouco  do  merhodo  geral  /dada  em 
o  Numero  3x19  para  a  extracção  da  raiz  de  qualquer 
gráo ;  facilmente  fe  conhece  a  tcnuidade  da  differença » 
a  qual  fomente  coníilte  no  modo  de  provar  a  raiz  acna- 
da  y  formando  o  que  refta  para  o  quadrado  total  dcUa, 
em  luj^ar  de  fonnar  o  meímo  "quadrado  y  como  fizerar 
mos  te  foíTemes  íèguindo  o  dito  methodo :  efta  differeiv- 
$a  porém  /  que  nao  altera  a  exacto  y  fegundo  vimos , 
tem  por  objcdlo  a  maior  commodidade,  c  brevidade  da 
operação ,  e  como  tal  he  que  a  fazemos  conhecer. 

317  FaíTaremos  agora  a  dar  hum  methodo  mais  bre- 
ve para  a  extracto  das  raizes  aibicas  :  para  iíTo  fujv 
ponhamos  prinieiro,  que  íè  queira  extrahir  a  raiz  cubi- 
ca do  polynomio  ai  -H  ^a^  í-^^ah  4-^f 

tf?  -H  3^*  ^-H  ^ah^  -hÍJ  [tf-H^ 


^ 3^ 


vemos  evidentemente ,  que  eíía  raiz  deve  fer  tf  -h  í ;  mas 
para  proceder  ao  feu  calculo  com  o  methodo  devido , 
ordenaremos  o  cubo  relativamente  a  letra  a  ,  e  depois 
extrahindo  a  raiz  cubica  de  tf)  ,  primeira  parte  do  cur 
bo  y  acharemos  que  efta  raiz ,  ou  tf  he  a.  primeira  parte 
da  raiz ,  e  como  tal*  a  eícreveremos  no  íèu  lugar ,  paP 
fando-lbe  por  baixo  bama  rifca  horizontal  ;  fóvando  a 
raÍ2  achada  ao  cubo  y  teremos  tf)  ,  que  diminuido  do 
cubo  dado  ,  nos  moftca  o  refto  3tf^  b  -H  lab^  -f-  ^) , 
onde  íe  contém  asoutfas  tre»  partes  do  cubo,  aíãber, 
o  xti^lo  do  produ(ílo  do  quadrado  do  primeiro  termo 
da  raiz  pelo  íègundo  y  o  triplo  do  quadrado  do  íeguo- 
do  pdb  primeiro  ^  e  o  cubo  do  fegunda  :  ora  ^a}  b^ 

h& 
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he  o  termo  do  cubo,  onde  k  acha  o  tiiplo  do  quadra- 
do de  ^  ,  que  achamos  íer  o  primeiro  termo  da  raiz : 
eícrevendo  pois .3^  por  baixo  da  raiz,  multiplicaremos 
^a  por  a  para  ter  3 ^^ ,  triplo  do  quadrado  de  a  ;  e 
dividindo  3^*  ^  por  ^a^ ,  o  quociente  -h  i  denotará  o 
lègundo  termo  procurado  ,  que  eícnDveremo»  junto  ao 
primeiro:  depois  para  verificar  poderíamos  elevar  a-hb 
ao  cubo  >  e  vendo  que  dava  a  quantidade  propofta  ,  con^ 
cluiriamos,  que  efta  he  hum  cubo  perfeito,  ea  fua  raiz 
a-hiy  mas  attendendo  a  que  já  deíla  quantidade  tira- 
mos o  cubo  da  primeira  parte  da  raiz ,  notaremos ,  que 
tanto  vale  fazer  todas  as  quatro  partes  de  que  o  cudo 
deve  conítar,  e  lubtrahillas  da  quantidade  dada,  como 
fazer  as  ultimas  três  partes ,  a  ver  fe  dao  o  refto  ^a^  b 
•+•  7;ab^  •+■  h  ,  onde  ellas  fe  contém  ,  e  onde  fomente 
devem  fer  contidas  ,  para  que  o  dado  feja  hum  cubo  y 
por  tanto  procederemos  facilmente  á  formado  deitas 
Ires  partes ,  multiplicando  o  341 ,  que  eílá  por  baixo  da 
rifca ,  pelo  termo  b  ,  efcrevendo  o  produao  ^ab  junto 
a  3^^  ,  e  junto  a  efte  produílo  o  quadrado  b^  do  meC- 
mo  termo  b  ,  o  todo  ^a^  4-  '^ab  -f-  b^  multiplicado 
por  b  dará  3^2  y  ^  ^ab^  4-  b^  ,  que  são  juftamente 
as  três  partes  ultimas  do  cubo  ;  e  aíllm  vendo  que  o 
refto  mencionado  hc  igual  a  eftas  trcs  partes  ,  condlii- 
lemos,  que  o  dado  he  igual  ás  quatro,  e  por  tanto  fór- 
ma  hum  cubo  perfeito ,  cujja  raiz  he  ^  4-  í. 

318  Proponha-fe  agora  achar  a  raiz  de  a^  -H  %b^  -^ 
a^  b^  -4-  6a^  b'^  —  3^3  í'  4-  viab^  —  xia^  b^  j^  ^a} 
Í4—  izab^  +-^4?'  b^ 
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^  %a}  b*  ^  itá^  b^  ^  iiéíb^  fj4 

*—  s^  b 


—  4» 


—  ^4'  *« 
4-  ^4'  *♦  —  124»  *4  —  I24Í>^ 

—  4»  ÍF<  4-  64»  A^ 

-♦-  :J4J  í^»  —  idl  b^  -4-  4»  *^ 

64«t«-H"4fr*-J-8í^^ 

^6a^b^ 

—6a^  b*  H- 124»  b^  —  Í4» *^  —  iiab^  J^Màb^  —  Sí»^ 


Achados  os  dous  primeiros  termos  da  raiz  a  —  4Í *  da 
mefina  forte  que  acima  ,  continuaremos  para  achar  o 
terceiro  pc^  hum  modo  femelhante  ao  que  empregamos 
relativamente  ao  primeiro ,  para  achar  o  fegundo  ,  ef- 
crevendo  o  triplo  za  —  t4Í»  da  raiz  achada  j  roultipli- 
cando-o  depois  pela  mclma  raiz;  e dividindo  oíègundo 
refto  porefte  íegundo  divifor :  immediatamentc,  achado 
o  quociente  ^b'^ ,  multiplicaremos  34  —  34^  por  2Í*  , 
e  o  produclo  fommado  com  (  lí»  )»  íè  juntará  ao  divi- 
for ;  o  todo  multiplicado  pelo  mefmo  2h  dará  hum 
Srodudo ,  que  por  fer  igual  ao  dito  fq^ndo  reíto ,  nos 
eixa  na  certeza  de  fer  a  raiz  procurada  igtial  a  4  —  4^* 
-H  ^b^ . 

Note-fe,  que  o  divifor  342  —  6a^  b-  ■+-  34^  b^  ,  va- 
le tanto  como  o  produdo  34*  —  34^  ^«  -h  4*  Í4  ,  dupli- 
cando-lhe  o  fegundo  tei:mo,  e  triplicando  o  terceiro;  ou 
o  que  he  o  meímo ,  fommando-o  com  o  feu  íegundo  ter* 
mo^  e  com  o  dobro  do  tcrceirof 


A^ 
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AppUca^ão  d  extracção  das  raízes  das  quantidades 
numéricas. 

"Da  extracção  da  raiz  quadrada. 

319  T  7  Imos  já  qnaes  erao  os  quadrados  dos  nu* 

V  tneros  dígitos,  e  recocnmendámos  o  mui- 
to que  Importava  eftarmos  bem  prefentes  nelles ;  agora 
principiaremos  a  uotar  mais  propriamente  a  íua  prc* 
cisão. 

320  Como  100  he  o  quadrado  de  lo,  c  aomefmo 
tempo  o  menor  numero  de  três  letras  y  íègue-íc  y  que  os 
números  de  duas  letras ,  e  por  tanto  menores  que  100 , 
Jido  de  ter  afua  raiz  menor  ^uc  lo :  logo ,  ou  sao  qua<- 
drados  perfeitos ,  e  a  fua  raiz  hum  numero  digito  j  ou 
imperfeitos ,  e  numero  digito  a  raiz  do  maior  quadrado 
contido  nelles :  alltm  temos  \/49  =r  7  ^  raiz  inteira  mais 
próxima  de  83 11:9 :  iica  pois  extremamente  fácil  deter- 
minar a  parte  inteira  da  raiz  quadrada  de  hum  nume- 
ro y  que  não  contém  mais  de  duas  letras. 

321  O  raciocínio  precedente  faz  ao  meímo  tempo 
ver  y  que  os  números  compoílos  de  mais  de  duas  letias 
tem  a  fua  raiz  compofta  de  mais  de  buma  :  ora  por 
quanto  grande  deva  fer  efta  raiz  ,  fempre  a  podemos 
coníiderar  como  hum  aggregado  de  dezenas  y  e  unida*- 
des  ,  por  exemplo  o  numero  3728  pôde  conílderar-fe 
como  o  aggregado  de  372  dezenas  mais  8  unidades ;  e 
fucceíllvamente  372  como  37  dezenas  mais  2  unidades  y 
37  como  3  dezenas  e  7  unidades  ;  e  aílim  os  outros 
números  :  ora  fe  depois  difto  coníideramos  as  dezenas^ 
como  primeiro  termo  da  raiz  procurada ,  e  as  unidades 
como  fegundo  y  claro  íica  á  viíta  do  oue  temos  dito  y 
que  o  quadrado  de  qualquer  nmnero  aeve  conftar  do 
Guadr^io  das  íiias  dezenas  y  mais  dous  produAos  das 
oezcnas  pdas  unidades  >  mais  o  quadrado  das  unidades*. 

Por 


a/o  Elementos 

Por  exemplo :  o  quadrado  de  37  deverá  fer  igual  ao 
quadrado  dç  3  dezenas  4-  mais  2  produâos  das  3  de- 
zenas peias  7  unidades  +  o  quadrado  das  7  unidades } 
ífto  he  ,  igual  a  30^  -h  2  X  30  X  7  -H  7'  =  900  -i- 
4204-49  =  1369,  e  comeSbito  multiplicando  37  por 
37,  adiaremos  os  mçfmos  1369. 

312  Ora  como  ò  quadrado  de  i  he  i ;  e  o  de  10 
100;  o  de  lOD  he  iodoo}  o  de  1000  loooooo,  &c. 
ficará  fempre  fácil  conhecer  as  letras  de  que  deve  con(r 
tar  a  raiz  de  hum  quadrado  propoílo  ,  porque  eftas 
ferao  fempre  tantas  ,  quantas  as  claífes  de  duas  letras , 
em  que  o  mcfmo  quadrado  puder  fer  dividido ;  contan- 
do  também  como  claíTc  de  duas  letras ,  a  ultima  quan- 
do efta  confte  fò  de  huma :  aíEm  a  raiz  de  1369  deve 
conter  dous  algarifmos,  e  quatro  a  de  1.^78967. 

323  Querendo  paflar  do  quadrado  1^69  para  a  fua 
raiz  ,  notemos  que  elta  deve  íèr  compoíta  de  dezenas , 
e  unidades  ,  e  que  por  tanto  deve  1369  conter  o  qua- 
drado deftas  dezenas ,  dous  produâos  delias  pelas  unida- 
des,  e  o  quadrado  das  uniaadcs ;  mas  como  o  quadra* 
do  de  I  dezena,  ou  10,  he  100,  ou  huma  centena ^  o 
quadrado  de  qualquer  numero  de  dezenas  produzirá  tam- 
bém centenas  ,  e  logo  não  pôde  achar-fc  nas  ultimas 
duas  letras  á  direita  do  quadrado  total ;  ícparando  pois 
eftas  duas  letras ,  iremos  procurar  qual  he  o  maior  qua- 
drado 

9^ 

4  ^-9 
67 

o  00 

que  iê  contém  em  13  ;  e  vendo  íbr  9 ,  eícreveremos  a 

fua 
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iiia  laiz  3  no  lugar  da  raiz  ;  depois  diminumdo  9  de 
13  >  teremos  de  refto  4  y  junto  ao  qual  efcrcvendo  69, 
fiiiá  hum  total  de  46^  ^  onde  devem  eftar  incluídas  as 
mrtes  itftantes  da  nuz  y  quero  dizer  ,  os  dous  produ- 
cios  das  dezenas  pelas  uniaades ,  e  o  quadrado  das  uni- 
dades >  ora  dcftas  duas  partes  ,  rifto  que  dezenas  por 
unidades  devem  dar  dezenas  ,  a  primeira  deve  moinar 
dezenas  ^  e  logo  não  pôde  eftar  incluída  na  ultima  letr^i 
9  ,  por  tanto  íeparaiía-hemos  ,  c  confidcraremos  o  46 
como  igual  aos  ditos  dous  produélos  das  dezenas ,  que 
já  conhecemos  pelas  unidades  ,  que  nâo  conhecemos ; 
ou  o  que  he  o  mefmo  igual  a  hum  produdlo  do  dobro 
das  dezenas  conhecidas  pelas  ditas  unidades  vão  conhe* 
cidas  :  mas  qualquer  produto  dividido  por  hum  dos 
ikâoncs ,  deve  dar  no  quociente  o  outro ;  logo  dividin- 
do 46  pelo  dobno  das  3  dezenas  achadas  ,  ou  6 ,  que 
para  efte  fim  eícrevcremos  por  baixo  do  mefmo  46 ,  te- 
remos no  quociente  7  ,  que  deve  reprefentar  ás  unida- 
des da  raiz  ;  pondo  pois  7  á  direita  do  3  ,  c  do  6 , 
diremos  que  a  raiz  de  1369  y  ou  do  maior  quadrado 
que  elle  contém ,  he  37 :  para  o  vmficar ,  multiplicare- 
mos 67  por  7 ,  notando  primeiro  que  7  x  7  dá  7^  ,  ou 
o  quadrado  das  unidades  ;  fegando ,  que  6  X  7  =  2  X 
3*^  X  7  3  ifto  he ,  igual  aos  dous  pix>duélos  das  dezenas 
peias  unidades  >  logo  67  X  7  ,  d:i  jufta  mente  o  que  de- 
ve conter  469,  para  que  1369  feja  quadrado  perfeito; 
c  coitK)  67  X7  ^=^  4<Í9  j  concluiremos  comctfeito ,  qite 
V'1369  =  37. 

324  -Se  foífe  67  X  7  >  4<59  j  conheceríamos  que 
a  letra  achada  7  era  maior  do  que  devia  ler ,  por  tan- 
to dimimiindo-lhe  lircccífi vãmente  himi ,  viríamos  a  obter 
as  verdadeiras  unidades  da  raiz. 

325*  Ainda  qiie  nunca  fuccederá  ter  na  rarz  unida- 
des menores  do  que  as  verdadeiras  ,  porque  nas  claíTes 
correlpondentes  ao  46 ,  não  fomente  fe  incluem  os  dous 

Nn  pro- 
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produdos  das  dezenas  pelas  unidades  i  mas  também  at 
dezenas  que  reíultao  do  quadrado  das  unidades  ,  íerá 
jcom  tudo  bom  conhecer  quando  a  letra  achada  he  me* 
nor  do  que  a  verdadeira ,  o  que  deveremos  concluir  lo- 
go que  o  rcfto  da  diminuição  for  maior  ,  que  o  dobro 
da  raiz  mais  huma  unidade  :  íunda-fe  eíta  pratica »  em 
que  fendo  a'^  o  quadrado  àt  a  ^  a'^  -^  ^a  '\'  i  ,  he  o 
quadrado  de  íí  -h  i  ,.  e  por  tauto  he  tf*  4-  24íH- 1  — 

#*  —  24  -*-   I^ 

'  326  Afllm  como  de  nao  ficar  Fedo  ,  concluímos , 
que  13 19  era  quadrado  perfeito^  aílim  ficando  deveria- 
mes  concluir  ^  que  o  não  era ,  e  que  a  raiz  achada  per- 
tencia ao  maior  quadrado  incluído  cm  o  numero  pro- 
pofto ;  por  quanto  a  deftc  numero  feria  cm  tal  caio  hunx 
numero  furdo ,  irracional ,  ou  incommcnfuravel  ,^  a  cujo> 
valor  nos  poderíamos  aproximar  ,  quanto  quizcflemos, 
pela  noíFa  numeração  decimal  ,  como  brevemente  vere- 
mos ,  mas  niuica  obtello  inteiramente  pela  mcfma  nu-^ 
merado. 

327  Como  alguns  caraílercs  nos 'podem  indicar 
quando  hum  numero  não  h^quadrado  perfeito^  evitan-^ 
ao-nos  aífim  o  trabalho  de  lhe  e^trahir  a  raiz  na  ten- 
ção de  a  obtermos  exada  ,  paíTaremos  a  moíbar  eftes. 
caraéleres,  e  as  fuás  caufas. 

i.o  Sendo  o  quadrado  o  produfto  de  dous  faélores- 
iguaes  ,  nunca  poderá  acabar  em  numero  impar  de  ci- 
fras >  logo  o  numero  que  aíIim  acabar  não  íèri.  quadi^-^ 
do. 

2.^    Sc  findar  em  algarifmos-  fignificativos  y  o  ultimo 
deverá  reprefentar  as  unidades ,  que  fc.  contém  no  quar- 
drado  daa  unidades  da  raiz  :  ora  não  ha  quadrado  de 
numero  digito ,  que  finalize  em  2 ,  3  ,  7 ,  8  ,  logo  todo. 
o.  numero  que  aílim  finalizar^  não  poderá  fer  quadrado. 

3.®    Se  referimos  a  raiz  ao  numero  9  ,  vemos  que 
dlla  deverá  fer  de  huma  das  formas  ^»>  9»-hi.í  9»-t-, 
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^^9»-*-35  9»+-4  j  9»-«-y  5  9>5^4-6,  9^-1-7  >  9» 
+  8  >  ora  levando  eftas  exprefsóes  ao  quadrado  ^  e  ti** 
rando  depois  os  noves ,  teremos  os  reftos ,  o ,  1,4,71 
logo  todo  o  numero ,  que  tirados  os  noves  ,  der  i^ftos 
diverfos  dos  precedentes,  não  pôde  fer  quadrado. 

328     PaíTemos  agora  a  determinar  a  raiz  quadrada 
de  142884  i  e  notando  que  deve  incluir  3  caraâeres 


14. 28. 8 
9 

4  1 

378 

<2.2 

67 

J98. 

7  4 

[ 

fepararemos  as  primeiras  duas  letras  84  ,  para  bufcar 
nas  reftantes  o  quadrado  das  dezenas  :  confiderando  ago- 
ra eftas  dezenas  como  hum  novo  aggregado  de  unida- 
des ,  e  dezenas  ,  fepararemos  os  outros  dous  caraflcres 
a8  ,  para  no  refto  defcubrir  o  quadrado  das  novas  de- 
zenas i  e  vendo  que  o  maior  quadrado  incluído  em  1 4 
he  9,  diminuillo-ncmos  de.  14  ,  efcre vendo  3  no  lugar 
da  raiz ,  e  por  baixo  delle  o  refto  5' ,  para  junto  do  qual 
baxaremos  a  clafle  28  i  onde  fepararemos  a  ultima  le- 
tra 8  ,  dividindo  o  refto  5^2  pelo  dobro  das  2  dezenas 
achadas ,  o  que  dará  no  quociente  7 ;  e  logo  íerão  7  as 
unidades  da  raiz  ;  verificando  como  aílima  ,  vir-nos-ha 
o  refto  5-9  ,  que  junto  á  ultima  claíTc  84  ,  dará  ^984 : 
confíderando  agora  37  como  hum  todo  de  dezenas,  de- 
terminaremos igualmente  as  novas  unidades  da  raiz,  fe-. 
parando  em  $'984  a  ultima  letra  4 ,  e  dividindo  o  refto 
5^8  por  74 ,  dobro  de  37  ;  achado  o  quociente  8  ,  e 

Nn  ii  ve- 
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verificado  ,  veremos  que  o  rcfto  he  o  , .  e  logo  378  zz 
V142884. 

329  Se  pencndeíTeinos  achar  a  raiz  de  7,  que  râo 
he  (Quadrado  perfeito  ,  veríamos  que  efta  em  números 
inteiros  nao  pôde  fer  maior  que  2  :  poderíamos  com 
tudo  approximalla  até  a  cafa  da  dizima ,  oue  bem  qui- 
zeíTcmos ;  advertindo  y  que  tendo  o  produá:o  de  quaeí^ 
quer  fadlorcs  decimaes  tantas  caías  de  dizima ,  quantas 
ha  em  ambos  os  fadlores  ,  e  fendo  o  quadrado  o  pro- 
dufto  de  dous  fadlores  iguaes ,  deve  o  quadrado  conter 
tantos  pares  de  cafas  de  dizima  ,  quantas  são  as  cafas 
decimaes  de  cada  faílor  :  e  por  tanto  querendo  a  raiz 
até  ás  millefimas ,  deve  o  quadrado  ter  6  caías  de  dizi- 
ma 3  mas  o  quadrado  1^0  pôde  mudar  de  valor  >  logo 
para  fatisfazer  a  ambas  as  condições  ,  efcrevcilo-hemos 
da  maneira  feguinte 

^yOOfiOyOQ     \     264$: 
'4  ' 


30,0 
46 

240,0 
524 

3040,0 

y28y 

Í97S 

e  ticando^lhe  depois  a  mz  como  k  fbíTe  inteiro,  acha>^ 
remos  2645*  *  ^  '^^  ^  ^^  numero  propofto  approxima*- 
da  até  is  milleíimas ,  ferá2,645'. 

330    O  numero  precedente  deixa  igualmente  ver, 
que  tendo  de  extrahir  a  raiz  quadrada  a  qualqupr  quanp- 
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tidade  decimal  ,  deYeremos  primeiro  fazer  ,  que  o  feu 
numero  decaías  deciínacsfcjapar^  augmcntando-llic  pa- 
ra efte  fim  huma  cifra ,  quamlo  for  neceflario ;  ou  mais  y 
fe  o  gráo  de  approxima(^o  exigido  a  refpeiro  da  raia 
aíEm  o  fizer  precifo. 

O  mefmo  numero  deixa  evidente ,  como  fe  deve  ex* 
trahir  a  raiz  das  quantidades  inteiras  acompanhadas  de 
decimaes  :  e  por  tanto  veremos  ,  que  a  raiz  de  137 , 
56437,  he  11,728. 

1-3 ^í^- 43- 70  I  117^8 


3-7 
2  I 

1 6  5r.6 
227 

674.J 
234^ 

20597-0 

18386 

331  Tendo  deextrahir  a  raiz  a  aualquer  quebrado ,. 
vimos  já  (  Numero  278  )  ,  que  a  deveríamos  eftrahir 
ao  numerador ,  e  ao  denominador  :  quando  ambos  fo- 
rem quebrados  perfeitos  ,  he  fácil  dfcduar  a  extrac- 

jaoiaílim  y^i-zz:  — ,  y^íl=~,  &c,,  mas  não  o 

fendo  ^  veremos,  fe  hum  delles  o  he ;  extrahiremos  então 
a  raiz  defte,  indicando  a  outra,  ou  extrahindo-a  appro- 
ximada  até  huma  detemainada  cafa  de  dizima  ^  aílim 
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3^2  Pódc  porém  acontecei* ,  que  nem  hum ,  nem  ou- 
tro rejâo  quadrados  perfeitos ,  ou  que  o  não  Icja  aquel- 
le ,  que  nos  defejariamos ,  attcndenao  ás  circumftaucias , 
o  que  ordinariamente  acontece  a  refpeito  do  denomina- 
dor i  então  multiplicando  ambos  os  termos  por  aquelle 
que  pertendemos  fazer  quadrado  perfeito  ,  conícguire- 
mos  reduzir-nos  ao  cafo  precedente  ,  fem  alterar  o  va- 
lor do  quebrado  ,  e  fazendo  além  diílo  quadrado  per- 
feito,, o  termo  que  nós  queremos  tenha  ella  proprieda-. 

ae  :^m  v/f=  v^fi  ^=^  =  v'f= 

333  Podeiiamos  também  extrahír  a  raiz  quadrada 
de  hum  quebrado,  reduzindo-o  primeiro. a  forma  deci- 
mal ,  tendo  o  cuidado  de  levar  o  quociente  ao  ponto  de 
nelle  haver  o  dobro  das  cafas  decimacs  requeridas  na 
raiz  y  e  extmhindo  depois  efta  raiz ,  como  aífima  fe  dif- 

lè:  aílim  \/—  approximada  até  as  centefimás  milefi- 

mas,  fei-á  igual  a  ^0^714^^7141,  que  acharemos,  co- 
mo fe  vê  no  feguinte 


EX- 
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EXEMPLO, 
o,  71, 42.85'.  71.4a  i  o,  8  4  5: 1 5^ 

74-i 
164 


8  6  8.C 

'    ^^^^ 

%  607.1 
1690  I 

9  I  7  o  4.2 
I  69  025' 

719^7 

334  Servindb-nos  das  formulas  annunciadas  (Na- 
mero  314)  >  poderíamos  também  extrahir  facilmente  a 
raiz  approximada  de  qualquer  quadrado  imperfeito ,  co- 
nhecendo primeiro  a  do  quadrado  mais  próximo  :  por 
exemplo ,  querendo  a  y/^g ,  faremos  99  =  100  —  l  = 
10^  —  I  i  e  teremos 

\[iã=,\J'í^  — 1=  (10^  —  1)"^  =  10  (i  — •;  . 
=  ^0  (i  — £— ld;7  — 7Í^^  — &c.)  =  io— o,. 

Oy  —  o,  0001-25  —  o,  000000625'  —  &C.  =1  IO  —  o, 

050125625  &c-  Tz,  9^949874375  approximada  até  ás- 

bimiiionefimas.  

Semelhantemente  íèquizeíTemos  y  loi  teríamos  \/^^< 
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f 

mm 

=  \/wõTi=^Tor+t  rr(io«  +  i)''  =  IO  (i-H 
f 

000000625'  —  &c.  -=  IO  5  049875'62y  &c. 

Extracção  da  Raiz  Cubica. 

33^  T)  Ara  levar  hum  numero  ao  cubo  ,  vimos  já 
JL  que  era  precifo  muItiplicaUo  pelo  leu  qua- 
drado ;  notámos  igualmente  quaes  erao  os  cubos  dos  nú- 
meros dígitos  ,  e  notaremos  agora ,  que  tendo-os  bem 
prefentcs ,  fera  facil  dizer  inftantancamcnte  a  raiz  cubica 
de  qualquer  numero ,  que  náo  confte  de  mais  de  três  le- 
tras ,  ou  do  maior  cubo  contido  no  dito  numero  ,  pois 
que  efte  numero  deverá  fer  fempre  hum  numero  digito, 

vido  que  o  cubo  de  10  he  1000  j  aílim  V729  =  9 , 

336  Se  em  quanto  aos  cubos  raciocinamos  por  hum 
modo  íèmelhante  aò  do  Numero  327,  veremos  que  não 
podem  ícr  cubos  perfeitos 

i.<>  Todos  os  números  primos,  excepto  i. 

i*^'  Todos  os  que  finalizarem  em  numero  par  de  cl- 

3.<>  Todos  os  que  tirados  os  noves  não  derem  dercf- 
to  o ,  I ,  ou  8, 

337  Contlhuando  nos  cubos  ,  aíHm  como  fizemos 
AOS  quadrados ,  a  coAfiderar  ã  ília  raiz  ,  femprê  como 
compofta  de  dezenas  ,  e  unidades  ,  concluiremos  ,  que 
fôiido  a^  -+-  34*  í  -H  3^*'  4-  ^'  rs:  (#-♦-*)•  >  o  cubo 
deve  fempre  conítar  de  quatro  partes }  a  faber  :-  o  qua- 
dra- 
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drado  das  dezenas  da  raiz  ,  3  produâos  do  quadrado 
deftas  dezcaas  pelas  unidades ,  3  do  quadrado  das  uni* 
dades  peias  dezenas,  e  o  cubo  das  unidades:  aífim  371 
=  30?  4-  3  X  30*  X  7  -4-  3  X  3  X  7^  -H  7?  =  27000 
-4-  18900  -i-  4410  -H  343  =  50653  :  e  com  dflfeito 
37X37X37  =  50653. 

338  Se  dividimos  qualquer  cubo  em  claílès  de  três 
letias ,  e  contamos  a  ultima  como  clafle ,  ainda  quando 
não  confte  de  três  letras }  tantas  claíTes  contaremos ,  tan- 
tas letras  dc^fvÁ  ter  a  raiz  cubica  do  numero  propofto, 
Yifto  que  i^  =  I,  loJ  =  1000,  looí  =  loooooo, 

&c«  logo  a  V50Í5?  ^^^^  ^^  ^u^s  l^^r^s ' 

50.653  í  37 
27  9 


^  3  6.5  3 
27 

49 
3379 


para  deícubrir  a  das  dezenas  notaremos  ,  que  o  cubo 
deflas  deve  formar  milhares  ,  e  logo  não  eftá  contido 
nas  três  letras  ultimas  da  direita  ;  por  ifto  as  feparare- 
mos  ,  c  vendo  que  27  he  o  maior  cubo ,  que  le  cono- 
tem em  50  ,  efcrevcremos  a  fua  raiz  3  no  lugar  deter- 
minado para  ella  j  e  diminuindo  27  de  60 ,  teremos  de 
rcfto  23  ,  que  junto  a  653  ,  faz  23653  ,  onde  devem 
eftar  incluídas  as  partes  reftantes  do  aibo :  entre  eftas  o 
triplo  do  quadrado  das  dezenas  pelas  unidades  deve  mof- 
trar  centenas  ,  e  logo  nao  fe  acha  nas  duas  ultimas  le- 
tras de  23653  'y  por  tanto  fcparallas-hcmos  ^  e  pondo  o 

Oo       *  tri- 
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triplo  da  raiz  achada  por  baixo  da  mefma  raiz ,  mutti* 
plicaremos  efte  triplo  9  pela  raiz  3 ,  o  (]uc  dará  z'j  trir 
pio  do  quadrado  das  dezenas  3  ;  aíTim  dividindo  por 
elie  o  muTiero  236,  que  feconfidera  íer  igual  a  três  ve- 
zes o  quadrado  das  dezenas  peias  unidades ,  o  quocien- 
te 7  moílrará  as  unidades  da  raiz :  para  verificar  levaríamos 
37  ao  cubo,  e  achando  5'o6^3,  concluiriamos,  que  eí^ 

fedli vãmente  37  zzvyoójí  . 

Podemos  também  concluir  a  vcriíica<^o  ^  íbrmando 
as  três  panes  do  cubo,  gue  23653  deve  conter,  e ven- 
do íe  cilas  o  igualao  perfeitamente ;  para  ifto  notemos  , 
oue  27  he  o  triplo  do  quadrado  das  dezenas  =  ao  ^^ 
aa  noíTa  formula  j  multiplicando  agora  o  triplo  9  por 
7,  teremos  63  =  3^/^,  ifto  he,  igual  ao  triplo  das  de- 
zenas pelas  unidades  i  e  como  efte  produdlo  deve  moC- 
trar  dezenas  ,  efcrevello-hemos  por  baixo  de  27  huma 
cafa  para  a  direita  ;  depois  efcreveremos  por  baixo  49 
zz  7^  :=  ao  quadrado  das  unidades  ,  pondo-o  também 
outra  cafa  mais  para  a  direita ,  porque  deve  reprelèntar 
unidades  i  fommando  açora  tudo,  teremos  ^^'^'j^zz.ia'^ 
4-  '^ab  -4-  b^  :  ora  lè  multiplicamos  'xa'^  -H  3^^  -h  b"^  por 
í,  temos  3^7^  b-^  ^ak^  -t-^?  i  ifto  lie,  temos  juftamente 
as  três  partes  reftantcs  do  cubo ;  logo  para  ellas  ficarem 
formadas ,  baftará  multiplicar  3379  por  7  j  ecomo  mul- 
tiplicando, c  diminuinao  de  23653 ,  temos  de  refto  ci- 
fra, concluiremos  igualmente,  que  ^50653  =  37. 
339  Sejapropoftoachararaiz  cubica  de  13742893294 
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^93 


5  7-4» 
12 

189 

'389 

57^8.93 
1587 

^079 

160779 

93SS6/i'94 
162867 

3497y 

16321675' 

'1947919 

vendo  que  as  letras  da  raiz  devem  fer  quatro  ,  iremos 
raciocinando  por  hum  modo  análogo  ao  do  Numero  3381 
e  concluiremos  ,  que  o  numero  deve  íèr  dividido  cm 
claíTes  de  rres  letras  da  direita  para  a  cíquerda ;  depois , 
achada  a  primeira  letra  2  9  diminuído  o  feu  cubo  8  de 
13^  junta  ao  refto  ^  aclaíTc  immcdiata  742^  fcparadas 
as  duas  ultimas  letras  42  ,  efcrito  por  baixo  do  2  da 
raiz  o  leu  triplo  6 ,  e  por  baixo  de  çy  o  produfto  deP- 
te  6  pelo  meímo  2 ,  dividido  em  fim  57  por  12 ,  e  acha* 
do  o  quociente  3  ,  procederemos  a  verificar  efte  3  por 
hum  modo  ,  que  fó  difFere  do  precedente  em  íèr  mais 
breve ;  confifte  em  efcrever  o  3  junto  ao  2 ,  e  junto  ao 
6  y  depois  multiplicando  63  pelo  mefino  3 ,  acharemos 
i8y  y  que  inclue  o  triplo  das  dezenas  pelas  unidades,  e 

Oo  ii  o 
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o  quadrado  das  unidades ,  ( ifto  he  que  correfponde  aos 
deus  63 ,  6  49  do  exemplo  precedente)  íbininando  pois 
iz  centenas  cotni89,  afomma  1389  correfpondcrá  ao 
3379  do  dito  exemplo ;  e  logo  multiplicando-a  peia  le- 
tra achada  3 ,  teremos  formado  as  três  partes ,  que  de- 
vião  conter-lè  em  5742  y  por  tanto  diminuindo  ao  mef^ 
mo  tempo ,  acharemos  o  refto  ^7^  ,  junto  do  qual  eP 
crevcremos  a  claffe  immediata  893  ,  fcparando-lhe  as 
duas  ultimas  letras ,  vifto  que  devemos  agora  confiderar 
os  23  da  raiz  como  dezenas  ,  c  que  vamos  determi- 
nar as  unidades  :  bc  claro  ,  que  para  efte  fim  devere- 
mos dividir  5758  por  3X23*,  ora  3  X  23^  =  3  (20* 
-f-2X2oX3-+-3*);  mas  189  zz 63x3  =  ^X20  xj 

-H  3%  e  1389  =  3  X  20»  H-  3X  20  X  SH-3''  »  ^^^ 
go  1389  H-  189  =  3  (202  4-2X20X3)-H2X  3^  J 
logo.  fe  a  1389  -h  189  ^  juntamos  3*  ,  ou  o  quadra- 
do da  ultima  letra  achada,  o  rcfultado  I5'87  fera  jufla- 
mente  o  divifor  de  5758  j  dividindo  pois  ,  acharemos 
3  para  o  quociente  ,  que  verificaremos  por  hum  moda 
análogo  ao  precedente  ,  efcrevendo  por  baixo  de  63  o 
numero  69  r=3X23,eá  direita  a  leira  achada  2 ; 
multiplicando  depois  693  por  3  ,  e  efcrevendo  o  promi* 
ílo  2079  P^^  baixo  de  1587  ,  com  quem  o  Ibmmare- 
mos  ;  e  depois  multiplicando  a  fomma  160779  P^^* 
mefma  letra  achada  3 ,  com  o  cuidado  de  ir  diminuin- 
do oproduílo  dafua  parte  coirefpondcnte  cm  575893  1 
para  junto  do  refto  93556  baxaremos  a  elaíTe  immedia- 
ta 294,  e  dividiremos  935562  por  162867  zz  160775^ 
-+-  2079  "^  3^  •  achado  o  quociente  5  y  verificallo-he- 
mos  ;  e  venâo  que  vem  o  refto  11 9470 19  ,  concluire- 
mos ,  que  a  raiz  do  maior  cubo  comido  em  o  numera 
propofto,  he  2335, 

340  Querendo  approximar  efta  raiz ,  por  cada  calíc 
de  dizima  que  nella  pertendeflemos  ,  deveríamos  juntatr 
txe^  cifras  ao  numero  dado  ^  vifto  que  o  cubo ,  produ- 

da 
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{to  de  ties  faftorcs  iguaes ,  deve  ter  o  triplo  das  letras 
decimaes ,  que  cada  Hum  dellcs  tem  i  depois  de  juntas 
continuaríamos  a  operarão  da  mefma  forte 

34975^ 


1632167J 


II  9479  19000  I  2  3??>7^ 

i6i$667$  70057 
490399  700713 

1636 15789 9 


4948137070,00 
1636648347 

2  102  I  39 

I 636669368  39 
00381 289648  3 

com  efieito  approximando-a  até  as  centeílmas^^  achaiía- 

y 

mos  Vi 374^^93^94  =  ^115^71- 

341  Querendo  continuar  a  approximaçao ,  poderia» 
mos  feguir  cfte  meimo  caminho  ,  ou  aliás  ufar  da  for-^ 
mula  de  Halley,  notada  em  o  Numero  315, 


ora  nefte  cafo  av  -Hj^n:  13742893294;  ^  =  2335^73  j 
y=  13741893294-  2335>73'  =3812,896483  i  a« 

poc 


»84  ^Elsmektos 


7<-7t »» 


por  tanto  ^=  I3635k>8,  65-8225- ;  -^=3 

o,;44.3.',  logo  '/T^=y^'^^^^Í9^:^^^nS 
=  1167,86^23 

!•  36.  39.  09,  20.  23.  y6  [  1167,86^2^ 

I 


3.6 

2  I 


15  3-9 

226 

I  8  3  0.9 

2020  2.0 

X52362-3 

I  22227^.6 
^33$'7^f 
5' 441  310.0 

7  6  9  8  4  9  6  0.0 

^33573043 

69130471 


donde  fe  conclue  a  raiz  procurada  zr  1 167, 865*  4- 1167, 
865-23  &c.  =  2335:,  73023  &c. 

342    Refledlindo  outra  vez  em  íèr  oaibo  hum  pro- 
duelo  de  três  faftores  iguaes ,  veremos ,  que  dado  hum 


que 

nU' 
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niunero  decimal  y  ou  acompanhado  de  dizima ,  para  lhe 
Jèr  exrrahida  afua  raiz  cubica,  deveremos  primeiro  fa- 
zer y  Gue  o  numero  das  fuás  cafas  decimaes  feja  multí- 
plice de  3  ,  procedendo  depois  á  extracção  da  raiz  pe^ 
dida  ;  c  quando  eita  fe  quizer  approximada  até  huma 
certa  cafa ,  então  deverá  no  cubo  haver  fomente  o  triplo 
das  cafas  decimaes  ,  que  fe  querem  na  raiz  ,  de  modo 
que  ou  cortaremos  o  exceíFo  ^  ou  fuppriremos  a  falta 
com  cifras. 

343  Para  extrahir  a  raiz  cubica  dccjualqucrfracçEk), 
poderemos  convenella  primeiro  em  dizima  ,  e  depois 
lazer  uíb  do  numero  precedente.  Querendo  porém  extra- 
hir-lhe  a  raiz ,  fem  a  paííar  primeiro  a  forma  decimal , 
claro  he ,  que  a  deveremos  extrahir  ao  numerador  ^  e  ao 
denominador  da  fracção ;  o  que  feiá  bem  facil  quando 
ambos  forem  cubos  perfeitos :  quando  porém  o  não  fo- 
rem 5  reduziremos  hum  a  aue  o  feja ,  multiplicando  am- 
bos os  termos  do  quebrado  pelo  quadrado  do  tal  ter- 
mo i  e  depois  extrahircmos  a  raiz  exadla  do  termo ,  que 
he  cubo  perfeito ,  e  a  raiz  approximada  ao  imperfeito. 

Obfervando  as  inllmcções  precedentes ,  he  tacil  achar 

344  Se  o  termo  que  pertendeífcmos  fazer  cubo  per- 
feito ,  foíTe  quadrado  ,  bailaria  multijilicai*  ambos  pela 
fua  raiz  quadrada ,  e  teríamos  confeguido  o  que  perien- 
diamos,  por  exemplo 

\V1L  —  aVIlHi^  ^/l^—  14 
V   121  —    V  lai.ii  ~    y    ll^  ~  11 

345  Poderemos  também  extrahir  a  raiz  cubica  ap- 
proximada de  qualquer  numero ,  conhecendo  a  do  cubo 
mais  próximo  ,  e.  empregando  as  formulas  do  Nume- 
ro 314  ,  feja  por  exemplo  pedida  a  Vs^ ,  e  teremos 

V 


}8^  Elembnyos 

I  f f t 

y559  =  Víooo—i  =  Vio»— I  =(io'  — i)T  = 

I 

io(i  — -j- *- 


/2700000o  -+-  9000  +  í  +  &c.  \« 

—  &c.  zr:  IO  —  í : }  =  ] 

^  I 100000000  ' 


^^''''^''''^  =  IO  —  0,00333444 &c.  =  9i99666<<<  &c. 

iioooooooo 

346  A'  viíla  do  que  fica  dito  na  extracção  das  raí- 
zes quadradas ,  *e  cubicas  das  quantidades  numcrícas  ,  fa- 
cilmente poderemos  concluir  como  nos  devemos  haver 
com  a  extracção  das  raizcs  de  grdos  fuperiores  :  neftas 
extracções  feri  todavia  melhor  conhecer  a  da  potencia 
perfeita  do  meímo  gráo  ,  e  que  feja  mais  próxima  ao 
numero  dado ,  empregando  para  efte  fim  os  lo^arithmos  ^ 
e  acabando  depois  a  approximaçao ,  ou  pela  rormula  bi- 
nomial do  Numero  314  ,  ou  pelas  de  Hallcy  Numero 
315:  ;  c  por  tanto  paflTaremos  agora  em  filencio  efte  ar- 
tigo ,  reíervando  a  fua  fatisfaçlo  plena  para  quando  tia- 
tarmos  do  ufo  dos  logarithmos. 

Das  razões. 

347  AA  Uando  comparamos  quaefquer  duas  quan- 
\V  tidades  ,  a  fim  de  faber  a  fua  diflerença , 

^^ou  o  feu  auociente,  o  refultado  chama-fe 
razão  :  no  primeiro  caio  diz-fe  Razão  aritbmetica ,  e 
íc  deíigna  íèparando  as  quantidades  por  meio  de  hum 

pon- 
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ponto  i  no  lègundo  Razão  geométrica ,  ou  fimplesmen- 
fc  Razão  ,  c  fc  dcfígna  ícparando  as  quantidades  por 
meio  de  dous  pontos  i  aílim  a.  b  indica  a  razão  arithr 
metica  ,  que  ha  entre  ^  c  ^  ,  e  equivale  a  a —  b\  a.b 

inculca  a  razão  geométrica  entre  a^b^  c  equivale  a  -j  } 

de  modo  que  a.b-na  — b\  a'  bzzj  . 

348  As  quantidades  que  k  comparão  em  qualquer 
dos  íèntidos  referidos ,  chamão-fe  termos  da  razão :  a 
primeira  mais  particularmente  fe  denomina  antecedente , 
e  a  legunda  confequente. 

349  He  claro ,  que  os  termos  de  qualquer  razão  de- 
vem ler  liomogeneos ;  pois  que  não  pôde  haver  compa- 
ração fenão  entre  quantidades  da  mefma  efpecie. 

35'o    Em  muitas  razões,  os  antecedentes,  ou  confe- 

3upntes  entre  íi  chamão-íc  termos  homólogos ;  os  antece- 
entes  de  humas  com  os  confequenies  de  outras  ,  ter-- 
mos  heterogéneos. 

35'!  Na  avaliação  da  razão  arithmetica  ,  fubenten- 
deremos  femprc  ,  que  a  menor  quantidade  íc  tira  da 
maior,  de  modo  que  aexprefsâo  a.b  equivale  realmen- 
te a  /?^/»  ^ ;  na  geométrica  fempre  entenderemos ,  que  o 
antecedente  íe  divide  pelo  confequente  ,  de  modo  que 

fempre  aibzz-^  . 

35*2  A  diíFerença  dos  termos  na  razão  arithmetica, 
e  o  quociente  na  geométrica ,  fe  dcnominão  Expoentes  da 
Razão :  de  modo  que  em  6. 4  o  expoente  he  2  ,  e  em 
12:40  expoente  he  3  i  mas  em  4 :  12  o  expoente  fe- 

^^  7  • 

3  5' 3  Se  o  antecedente  he  igual  ao  confequente  ,  a 
razão  fe  chama  de  igualdade  j  fe  maior ,  ou  menor ,  de 
defigualdade  ^  diilinguindo-fc  o  primeiro  calo  comac^e- 

Pp  no- 
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iitniúnaçao  de  m^hr  à^ipuiiiãàe  \  e  o  f^gondo  com  a 
de  tntwor  defiguaidaie» 

*  354  Quando  o  expoente  p(id^&rde%nado  por imm 
aQai(3X>  mreiffo,  ou  ÍFaccioraiio,  a  lazão  fe  diz  ILuàh 
nali  c  Irracional  -j  quando  não  ba  numero  que  asiã2r 
mente  poíTa  dcfignar  o  feii  expoente, 

35" 5*     Vifto  que  a.i^ca^iúo  .exprefsões  idênti- 
cas 5  e  que  a^  iy  c  a'ÚZc^  i  lízc  sÍo  iguaes  entre  fi , 

concluiremos  ,  que  a.i  y  ç  ad!Zc.b'áZc  também ferâo 
iguaes  5  e  por  confequencia  ^y  que  qualquer  razão  aritb- 
9y  metica  nao  muda  de  valor ,  quando  a  ambos  os  termos 
99  fe  augmenta ,  ou  diminue  huma  meíma  quantidade ',  » 
cora  eífcito  6. 4=  7. 5  =  5.  3. 

356    Vendo  também  ,  que  aÚTc^  è:;:zM^  b-^Cy 

concluiremos ,  que  ^  it  r.*  z=  ^ .  í  -4-  r ;  ou  que  em  huma 
razão  arithmetica  ««  ie  faz  igual  mudança  ,  quando  ao 
99  íèu  antecedente  fe  augmenta ,  ou  diminue  huma  quan* 
9>  tidade  y  e  quando  clk  quantidade  lie  íubtrahida  ,  ou 
99  augmentada  ao  feu  coniequcnte  y  99  aflim  na  razão  6.  $ 
leremos  6  +  2.5  =  6.  j  —  2 ,6  —  2. 5*  =  6.  5  -h  a. 

357    Semelhantemente  conx)  tf;^=j,e'^=:^  = 

T^>  fegue-fe,  que  a:b  =  ac:bc=^  :  -^  ,  donde  fe  in- 

fere ,  que  >>  huma  nzão  geométrica  fica  fem  mudança , 
99  -quando  arnbos  os  ícus  termos  íè  multiplicâo  y  ou  di- 
99  videm  por  huma  mefma  quantidade :  «  aflim  6:/^zz 
24: 12=2:  I. 

3j8    -Como^-^-y-j^-j-^^.  ,   teremos   também 
aciAzzai-  ^e-  :bz=ua:bc  ,  donde  fe  conclue  ,  que 


1^ 


fe 
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ff  ib  maltiplicaraios  y  oa  dÍTÍdinnos  o  antoccdenic  de 
9»  huma  razão  geometrkra  por  qualquer  grandeza ,  fato- 
f9  mos  nefta  fazao  huma  mudança  igual  áque  teria  lu- 
99  gar,  &  dividiíTemos ,  ou  multiplicafleitios  o  leu  coti- 
f»  lequente  peia  mofina  grandeza  :  aífím  na  razão  36 : 
39  12  temos  18:  12=1:36:  24,  c  72:  I2r=:i6:6.  >> 

35*0  Dos  números  347  ,  e  35'7  fe  conclue  o  como 
quaeíauer  razões  geométricas  podem  fer  reduzidas  a  ter 
o  meuno  antecedente  ,  ou  o  mefmo  confcquente  ,  íèm 
que  osíèus  valores  refpeélivos  fiquem  alterados  com  efta 
reducçâo :  pois  he  bem  claro ,  que  tudo  fe  reduz  a  fazer  ^ 
que  muitas  fracções  tenhâo  iguaes  numeradores  ^  ou 

iguaes  denominadores,  vifto  que  em  gerai  aibzz  í^  i 

por  tanto  nada  mais  faremos  do  que  praticar  com  os 
termos  das  razoes  as  mefmas  operações ,  que  nas  reduc- 
ções  dos  quebrados  aos  mefmos  numeradores  ,  ou  de* 
Dominadores ,  trocando  a  palavra  numerador  em  antece- 
dente 5  e  a  de  denominador  em  confequente :  aífim  ,  3  : 
jT ,  4 :  7  , 1 :  1 1  >  reduzidas  a  terem  o  mefmo  anteceden- 
te ,  darão  3X4X1:^X4X1,4X3X1:7X3X1, 
1X3X4: 11X3X4  ,  ou  12:20,  12:  21,  12:  132 i 
reduzidas  porém  ao  mefmo  confequente  ,  daiao  231 : 
385,220:38^  ,35':385'. 

360  He  claro  também  o  como  duas,  ou  mais  razões 
podem  fer  reduzidas  a  terem  o  coníequente  de  liuma 
Igual  ao  antecedente  da  outra  :  aífim  3  :  5, 4 :  7  ièrao  o 
mefmo  que  3X4:  5' X4, 64X5  : 7X5,  ou  12:20,  e 
20 :  35  ;  onde  também  o  confequente  da  primeira  be  imial 
ao  antecedente  da  íègunda  :  iè  quizeflcmos  a  igualdade 
inverfa ,  teriamos  21  :  35* ,  e  11 :  21. 

361  Sobre  as  razões  arítiimeticas  podemos  praticar 
transformações  femelhante^  ,  mudando  nos  precedente* 
números  as  multiplicações  em  íbmmas :  afiim  3.5*  ,4*7  » 
i.ii  ,  reduzidas  a  terem  o  mefino  antecedente,  darão 

Pp  ii  8. 
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8.  IO  ,  8*  II  ,  8.  i8  ;  c  ao  mcíino  confequcnte  daião  . 
21.23,20.23, 13-23. 

De  mais ,  fe  nas  razoes  3.5:,  4. 7  queremos  que  o 
antecedente  da  primeira  feja  jgual  ao  coiflequente  da  fe- 
gunda,  teremos  10. 12,  ey.io  i  e  querendo  a  iguala- 
do inverfa^  refultará  7,  9 ,9, 12. 

362  Em  confequencia  das  idéas  que  já  temos  da  ra- 
zão, tanto  aritlimetica ,  como  geométrica ,  concluiremos 
finalmente  ,  que  para  converter  quaefqucr  ddlas  em  ra- 
zões de  igualdade  ,  quando  o  nao  são  ,  deveremos  na 
aritlmietica  ajuntar  ao  termo  menor  a  diíFercnça  dosdous , 
ou  o  expoente ;  e  na  geométrica  multiplicar  o  confequen- 
te  ,  ou  (Numero  358)  dividir  o  aniccedentc  pelo  ex- 
poente da  razão. 

263  S^  a.iy  c.dj  g.b,  &c.  defignáo  varias  razôes 
arithmeticas ,  fommando  os  léus  lemíios  homólogos ,  te* 
remos  huma  nova  razão  a-hc-^g-^ôcc.b-h  a-h  h  -H 
&c.  cujo  expoente  he  igual  á  fomma  dos  expoentes  dos 
primei)*os ;  porque  he  o  expoente  da  ultima  igual  z  a-k- 
4f  -H^  -h  &C..  —  b  —  d —  h  —  &c. :  ora  os  expoentes  das 
primeiras  são  a  —  by  c —  d^  g  —  hy  &c.  fica  pois  evi- 
dente a  verdade  da  referida  allerção. 

364  Logo  fe  os  primeiros  expoentes  forem  iguaes^ 
o  ultimo  equivalerá  a  hum  delles  ^  multiplicado  pêlo  nu- 
mero das  razões  primitivas.. 

365  Se  das  razões  arithmeticas  ^7.  ^ ,  ^.^  £bnnamo8 
huma  terceira,  diminuindo  os  termos  homólogos-,  lere* 
mos  a  —c.b —  rf,  cujo  expoente  he  igual  á  diiferença 
dos  dous  primeiros:  pois  queeftcssão  a  — b^  cc  —  d, 
e  logo  a  lua  differença  igual  sl  a—  b  — c-^-d^  o  mef- 
mo  que  (a—c)  —(b-^  d).. 

366  Confiderando  as  razões  geométricas  a:b  ^c :  d^ 
g:by8íc.  fc  deftas  formarmos  huma  nova  razão,  mul- 
tiplicando entre  fi  os  termos  homólogos ,  teremos  a  ra* 
2ao^Xí"X^X&c.:^X^Xi&X&c.,  que  arelpcito  das^ 

pi- 
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priineiras  íè  chama  compojla  ;  c  as  primeiras  conipth 
fientes  a  refpeito  delia  :   ora  he  claro ,  que  o  expoente 

1  da  razão  compofta ,  equivale  ao  produ- 

^  X  ^  X  ^  X  fite. ' 

cio  dos  expoentes  -j  ,  "j  >  "f  5  &c.  das  raz6es  compo* 

nentes :  logo  quando  eftes  forem  iguaes ,  o  expoente  da 
fua  compofta  valerá  o  mefmo  que  hum  dos  expoentes 
das  componentes  ,  levantado  á  potencia  defígnada  pelo 
numero  das  mefmas  razões  componentes :  aflim  o  expoen- 
te da  razão  compofta  de  duas  iguaes ,  a  que  por  iíto  íc 
chama  duplicada  ,  iic  igual  ao  quadrado  dos  expoentes 
das  componentes,  o\x  fubdupUcadas  \  o  expoente  da  ra- 
zão compofta  de  três  iguaes,  a  que  fe  chama  triplica' 
da ,  he  igual  ao  cubo  dos  expoentes  das  fuás  componen- 
tes, o\i  JubtripUcadas  r  e  aílim  por  diante. 

367  Supponlião-fe  as  componentes  acbdy  cd:  ag , 

Bb  :gk  ^  o  expoente  da  razão  compofta  fera  ^ — '. —  — 

°  -*-  W.  ng,  gk 

'        ,  ifto  he  igual  ao  que  fe  teria ,  compondo  as  ra- 

zoes  c:  i  y^-g  ybigky  logo  fe  entre  os  termos  hetero- 
géneos das  razões  componentes  ha  diviforcommum,  po^ 
deremos  dividillos  por  efte  divifor  commum  ,  fcm  que 
per  ifto  fique  alterada  a  razão  compofta  ,  antes  fim  re- 
duzida ahunia  exprefsão  mais  fimples:  para  eftc  mefmo 
eflfeiíonao  deve  efqueccr  também  dividir  os  termos  de 
cada  razão  componente  pelo  fcu  máximo  commum  di- 
vifor, quando  o  tcnhão. 

368  Das  duas  razões  aibyCid  poderemos  tambenv 

formar  húma  terceira  7  •'  -3  ,  dividindo  os  fcus  termos 
homólogos  ,  e  nefta  o  expoente  lerá  igual  ao  quociente 

âos  expoentes:  das.  primeiras^j  pois  que  he  ""^  — '"7^» 


N9tá.  A  multiplica^  dos  termos  homólogos  das 
móes  geométricas  ,  equivale  á  divisão  dos  termos  he- 
terogéneos ^  e  reciprocamente  a  multiplicação  deftes  i 
divisão  daquelles  (Numero  214,  e  359)» 

Das  Propor f  Ses  Jrithmeticas. 

3^9     A    Igtialdade  de  duas  razoes  arithmeticas  fór^ 

Jl\  ma  o  que  fe  chama  huma  proporção  arith- 

metica  ;  ddte  modo  k  a—  b^  ec  — d  são iguaes ,a cr- 

prefsâo  a  —bzzc —  1/  lèdix  huma  proporção  arithme- 

tica ,  que  ordinariamente  k  eícreve  a.bxc* d. 

370  Vifto  pois  que  a.b:c.  d^  ta  *-  b-=.c  —//são 
exprefsòes  iguaes ,  e  que  íèndo  a  —  bzz.c —  d^  h&a  —  b 
-\-b-\-d=c—  d  -^  b  -\-  d  y  oií  a  -^  dzizb  -h  c  yconchi- 
remos  ,  que  99  em  qualquer  proporção  arithmetica  ,  a 
99  fomma  dos  extremos  he  igual  á  lomma  dos  meios.  >» 

371  Reciprocamente  j>  íè quatro  quantidades  a^by 
99  Cy  d  forem  taes,  que  a-hduzb-^Cy  diremos,  que 
»  eíTas  quatro  quantidades  eftão  em  proporção  arithme- 
>f  tica  M  porque  fendo  a-^dzz.b-hCy  te-emos  a-hd 
—  b—  d:=zb-\-c—  b — //,  ou  a  —  b  =  c—dy  o  que 
equivale  sí  a*b:c*  d* 

271  A  proporção  pôde  ter  os feus meios  iguaes,  ou 
(Numero  361 )  reduzirem-íè  a  que  o  fcjão  :  neftc  caio 
chama-fe  continua  ,  c  fc  efcreve  defta  forte  ^i.  a.b.d  ^ 
de  modo  qUe  o  íignal  4-  indica  ,  que  o  termo  médio  b 
deve  fazer  as  vezes  de  confequcnte  da  primeira  razão  ^ 
e  antecedente  da  fegunda ;  ou  de  primeiro  confequente , 
e  fegundo  antecedente  :  mas  em  tal  cafo  teremos  ( Nu* 
mero  370  )  ^  -t-  dz:z  2^ ,  logo  »  na  proporcáo  arithme- 
>9  tica  continua  a  fomma  dos  extremos^  equivale  ao  do* 
>f  bro  do  meio.  >> 

373     Da  equação  a-^dzzzby  fe  tira  a  =  2b  — rf^ 

d 
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d=z  ib  —  ãy  i  =  ~r^ '  ^^8^  '^  ^-^  "''^  proporção  ari- 

99  thmetica  continua  qualquer  dos  extremos  ,  hc  igual 
99  ao  dobro  do  meio  ,  loenos  o  outro  extremo,   a.""  O 
99  meio  arithmetico  eotre  aufieíquer  duas  quantidades  ^ 
19  hc  igual  a  femi-fomjna  cid^  n^cfmas  quantidades.  » 
Aímii  na  proporção  continua  *r  3.7.  jc,  temos  x:=z 

2X7—  3  =  11, e em  4-3.:^.  ii^temosxzz-i  (3-hii) 

=  7- 

374    Da  equação  a  -H  íi=:^ H-f  (Numero  370  )  ti- 

ra-le^tf  —  ^-Hí  —  ^j  e^iiÃ-Hf  — a,  logo»emhuma 

99  proporção  arithmetica  poderemos  achar  qualquer  dos 

»  extremos  conhecidos  os  meios  ,  e  o  outro  extremo  ^ 

>9  e  para  iílo  nada  mais  precifaremos  ,  do  que  fazer  a 

1»  fomma  dos  meios ,  e  lubtrahir-lhe  o  extremo  conhcr 

M  eido  :  >>  aífim  na  proporçío  j;.  4 :  7. 10 ,  teremos  x  •= 

44-7—  io=::i ,  e  na  1.4:7.  ;v  ,  leremos  x  =  4-^-7 

—  I  =  10. 

-  375  ^^  mefma  equação  ^^-d^i-i-Cj  fe  tira  ^  = 
a-^d  —  Cy  e  czua-^rd^by  logo  wqmhuma propor^ 
»  ^o  arithmetica  poderemos  achar  qualquer  dos  meios, 
>9  conhecidos  os  extremos ,  e  o  outro  meio ,  fazendo  a 
9>  fomma  dos  extremos  dados  ,  e  fubtrahindo  delia  o 
>9  meio  conliecido  »  aílim  na  propor(^o  1.4  :  x  io> 
teremos  a?zz  i  -h  10  —4  =  7  ,  c  em  i.  :v :  7.  lo  ,  tere- 
mos jc  zi  I  -H 10  —  7=4- 

376  Como  quaefquer  quatro  quantidades  (Nume- 
ro 371 )  eftão  em  proporção  arithmetica  ,  íèmpre  que 
as  íommas  dos  extremos ,  e  meios  fejâo  iguaes ;  fe^ue-lc^ 
que  em  qualquer  proporção  poderemos  fazer  as  Ibguin- 
tos  mudanças  2  lem  aitorar  a  proporcionalidade  \  a  íaber : 
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i«        a    .    b    : 

c     .    d 

a*         a    .    c    : 

b    .    </ 

3»         b    .    a    : 

</    .    f 

4*          b    .    d    : 

tf     .     c 

J«          c     .    d    : 

a    .    b 

6«         c    ,    a    : 

d    .    b 

7»          d    .    c    : 

b    .    a 

8*         d    .    h    X 

c    .    a 

a-\-  e    .    ^    '. 

c  -\-  e  .  d 

<?—  ^    .    ^    : 

c  —   e  .  d 

rf   .  *   -H  /  .  : 

c    .     d^f 

tf   .   *   -/    : 

c    .     d—f 

±e   .  b  ±f    : 

c  ±   e . d±f 

-+-Í  .  b   J^  f    : 

c  ±    e  .  dZfif    . 

pois  que  de  todos  os  modos  a  íbmma  dos  extremos  ía- 
Iiirá  igual  a  dos  meios  ,  vifto  íer  a  primeira  a  -k-  d:=z 
b-i-c. 

Ora  a  íeçunda  proporção  íè  diz  refultar  da  primei- 
ra alternando  :  coníiíle  pois  o  alternar  em  mudar  os 
meios ,  e  confervar  os  extremos- 

A  terceira  refulta  da  primeira  invertendo  ,  ifto  he, 
paíTando  os  aarecedentes  paraconfecjuêntes  da  mefma  ra- 
zão, e  reciprocamente. 

Aquaria  refulta  da  primeira  intervendoy  ealternan-^ 
do\  ou  da  terceira  alternando. 

A  quinta  refulta  da  primeira  alternando  ,  e  inver-^ 
tendo  \  oa  da  fegunda  invertendo. 

A  fexta  refulta  da  primeira  tran/pondo ,  ifto  he ,  mu- 
dando a  íegunda  razão  para  o  lugar  da  primeira ,  e  re- 
ciprocamente. 

A  fctima  refulta  da  primeira  tranfpondoy  einverten* 
^;  ou  da  fexta  invertendo. 

A  oitava  refulta  da  primeira  tranfpondo^  i.nerten^ 
doy  e  alternando  y  ou  da  fetima  alternando. 

Das 
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Das  proporções  immcdiatas ,  fegue-fe ,  que  a  propor- 
ção íè  conferva  rodas  as  vezes ,  que  aos  termos  homó- 
logos fc  augmenta  ,  ou  dimiauc  huma  mefma  quanti- 
dade. 

378  Pois  que  huma  razão  arithmetica  não  muda  de 
valor,  quando  a  ambos  osfeus  termos  fe  augmenta,  ou 
diminue  a  mefma  quantidade ,  feguc-fe ,  que  fendo  a.  b : 

c. dy  teremos  também  a'^e:bÍÍZe:c :hg - ditgy ifto 
he  »  que  a  propor(^o  arithmetica  lècoâlerva ,  quando 
yy  aos  termos  de  qualquer,  ou  de  cada  huma  das  razoes 
f9  fc  augmenta ,  ou  diminue  a  mefma  quantidade.  >9 

379  Dos  números  35*6  ,  c  362  fegue-fe  também, 
que  as  razoes  de  huma  propor^  arithmetica  ficao  igual- 
mente alteradas,  quando  aos  antecedentes  fe  augmenta, 
ou  diminue  huma  quantidade,  e quando  aos  confequen- 
tes  fe  diminue ,  ou  íe  augmenta  a  mefma  quantidade. 

380  Ordenadas  quaefquer  proponjões  aritbmeticas 
da  maneira  feguinte 


a 

.    k 

c 

• 

d 

e 

•   f 

g 

• 

h 

i 

.    k 

l 

• 

m 

OS  termos  que  ficao  em  huma  columna  íè  dizem  corref- 
pendentes  j  ora  fendo  na  primeira  a-hdrzib-^Cy  na  fe- 
cunda ^4-i&=/-H^,  na  terceira  i-hm  =/4-fe  ,  &c. 
he  claro  que  temos  também  (^  -i-  á)  -H  (^  -H  ã  )  4-  (  /  -H 
m)  -H&c.  =(Ã-Hf)-h(^-h/)  -h  (/-hfe)-i-&c., 
logo  he  ^-H^-h/-H&c.Ã-i-/-l-ife-H&c:^-Hg^-4-/ 
-H  &c .  d-hb-^-  m  -H  &c ;  donde  fe  conclue  «  que  as 
39  íbmmas  dos  termos  correfpondentcs  de  quaefquer  pro- 
^f  porções  aritbmeticas  ,  também  eítao  em  proporção 
>»  arithmetica  99  a  eíle  modo  de  íòmmar  chacna-íe  fomr 
tnar  ordenadamente  os  termos  de  quaefquer  proporções. 
381    Semelhan^mente  k  a.b.c.d^e,  e.f\g.b  ,  te- 

Qa  '^ 
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znè-^-c,  e  e')rb-=if-\-g^  teremos  a-hd—  e  -  bz=L 
i^c-f-g,  ou  {a-^c)-^  (.d^b)  zz  (b-f)  -H 
(c  —  g),  elogo  a  "C.b—fic  — g.a —  b:  donde  fie 
conclue  >9  que  a  diffènença  dos  termos  corre^ondcntes 
99  de  quaefquer  duas  proporções  arithmeticas  ,  tambcm 
9»  íicáo  cm  proporão  aritbmetica :  »  ailim  tendo  24- 
20:  18. 14,  e  12.  6: 10.45  teremos  também  24—  I2* 
20-6:  18 —  10-14—  4,  ou  12. 14:  8. 10. 

382  Coníldcradas  as  duas  proporções  a.bic.d,  a». 
w:c»fí.  y  cujos  antecedentes  sao  iguaes ,  pôde  delias  de* 
rívar*íè  a  feguinte  ni.bt  n.di  por  quanto  a  primeira  dá 
4Sf —  bzzc—  d,eãkgandãa —  mzzc-Uy,  oraíe^i  — b 
=zc —  d^a  —  b  —€-hbzzc  —  </—  fH-^,ou^ —  czz 
b —  d  ,  mas  também  por  ler  a  —  m=:c  —  n  ,  temos 
a—  czztn —  n  ,  lo^o  b  — dzz7n—  n^  ou  b.d\  m.  u 
defta  proporção ,  tranlpondo  ^  e  alteinando  >  refulta  m.  b : 
».  d,  como  fe  queria. 

Igualmente  demonftrariamos  invertendo  qualquer  das 
proporções  dadas ,  por  exemplo ,  a  fegunda  i  o  que  daria 
pt.am.c^  depois  íòmmando  ordenadamente  com  a  pri- 
meira, teríamos  m'-hd.a'\-b:n'^c.c-\-  d,  mas  m-ha. 
a-hbzzm.by  Qn-^-c.c-^rd-zzn.dy  logom^b:  n.d. 

383  Coníiderando  potém  as  duas  proporções  a.bx. 
c.  dy  m.  b:c.n  y  concluiremos ,  que  he  também  a*m:n.d'y 

forque  da  primeira  tira-fe  b-^czza-]- d^cda fegunda 
-hc  —  m-^Hylogoa-hdzzm-^-nyt^NumQro^yiy 
a.  min.  d. 

384    Se  as  duas  proporções  foflcm  como  as  feguin-^ 
Us  a.b:  c^dy  e  ii.b :  m.  n ,  então  teríamos  evidentemen- 
te c.d:m.n\  porque  da prindeira  refuíta  a—  b  =  c  —d^ 
^da  fegunda  a-^bzzzm-^n  ^  logo  c-^dzzm— n  y,o\k 
'€*d:m.n^ 


Déu 
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Das  Propor çSes  Geométricas. 

38^  Tr\  Uas  razoes  Geométricas  iguaes  formão  o 
liJ  que  fe  chama  huma  Proporção  Geométri- 
ca >  aí&m  í^  aib^Q  c:d  úo  iguaes ,  efta igualdade fbr- 
mari  huma  proporção  Geométrica  ,  que  defignaremos 
delle  modo  a:b::c:dj  e  que  enunciaremos ,  dizendo , 
a  he  para  ^,  como  c  para  d:  vé-íèpois,  queasexprcf- 

s6cs  a:b::cidy  e  ^zzi-j  y  s3o  realmente  idênticas. 

^Z6  Cada  proporão  Geométrica  vem  por  tanto  a 
coníiar  de  quatro  termos ,  que  fucceífivamente  íè  dcnomi- 
não  primeiro  antecedente  y  primeiro  confequente  ^  fig^^ 
do  antecedente  ,  efegundo  confequente  :  o  primeiro  ,  e 
quarto  juntos  chamâo-fe  extremos  \  o  fegundo  ^  c  ter- 
ceiro meios* 

387  Na  equação  j  =:  ^  ,  multiplicando  ambos  os 

membros  por  hdy  teremos  ^  =  ^,  OMad-nbc y  logo 

^9  em  toda  a  proporão  Geométrica  a\b\\c\d  o  pro- 
%%  duelo  dos  extremos  he  igual  aoproduéto  dos  meios.  f> 

388  Da  cquaçlo  ad  r:  bc  ,  tira-fe  a  -zz  -^  ^  ^  ã 

—  - ;  logo  »  dados  os  meios ,  e  hum  dos  extremos  de 

99  qualquer  proporção  geométrica ,  toemos  o  outro  ex- 
99  tremo ,  dividindo  o  produâo  dos  meios  pelo  extremo 
99  ccmhecido  99  aífiin  napropoic^  3  : 4: :  12  :;v,  tere- 
mos *=A^=  16,  c  na  ^:6: :  1:2  9  teremos  x  zz 

389  Da  mefina  equa^o  refulta  y  =  ^  ,  ou  r  = 

Qa  ii  éid 
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-j  j  e  por  hum  modo  Icmelhante  ^  =  7  J  logo  >>  dadof 

*'  os  extremos ,  e  qualquei*  dos  meios  de  huma  propor- 
í>  ção  geométrica  y  viremos  no  conhecimento  do  outro 
»>  meio ,  dividindo  o  produílò  dos  extremos  dados  pe- 
a>  lo  meio  conhecido :  yy  alllm  nas  proporções  2  :  ^ : : 
4:12,  e  1 :  4 :  :^ :  20 ,  acharemos  ^czr  6 ,^  =  5. 

390  Podem  também  fer  iguaes  os  meios  de  huma 
proporão  geométrica ,  então  elta  fe  chama  continua ,  c 
lè  elcreve  alfim  -rf  a\b:d^  oíignal  -rf  faz  ver,  que  o 
termo  b  he  ao  mefmo  tempo  primeiro  confequcnte  ,  e 
icgundo  antecedente;  mas neíle cafo teremos  aYsdrzibX, 
b=.b^  ^  logo  yy  em  toda  a  proporção  geométrica  coa- 
>9  tinua,  o  produâo  dos  extremos  equivale  ao  quadra* 
M  do  do  meio.  yy 

391  Da  equação  ad:=zb^  tira-íe  primeiro  j  =  -j— 

ou  tf  zz  i— ,  fegundo  ^  ir  -j-  ou  dz=.  -i—  ,  terceiro 

Vb^  '==-\/ãi^  oubzz.  \Jâd'j  logo  >5  cm  toda  a  propor- 
yy  ção  geométrica  continua  o  conhecimento  de  quae^ 
yy  quer  dous  termos  ,  nos  dará  fempre  o  terceiro :  >>  por- 
que >>  primeiro ,  e  fegundo ,  conhecido  o  meio ,  e  qual- 
í>  Guor  dos  extremos,  acharemos  o  outro  extremo  divi- 
>>  dindo  o  quadrado  do  meio  peio  extremo  dado  >f  ter^ 
cetro  »  dados  os  dous  extremos  ,  acharemos  o  feu  meio 
>>  proporcional  geométrico  extrahindo  a  rai»  quadrada  do 
V  produto  dos  mefmos  extremos.  99  AíTim  níis  proporções 
TT^-  6: 12,  ~  10:  20.\y,Tr4:  2s:  165  acharemos  u 

V^4  =  8. 

^92    Supponhamos  agora  ,  que  quatro  quantidades 
éyh^Cid  sao  taes  ^  que  temos  adzz.bc ^  teremos  tam* 

bem. 
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bem  ^  zi:£,  ou  j  zz-j  ,  ou  a\b:  :c:d  ;  logo  «  fe 

j>  quatro  quantidades  forem  tacs ,  que  o  produfto  das 
9'  extremas  feja  igual  ao  das  medias,  eílas  quatro  quan* 
»  tidades  cftarâo  em  proporção  geométrica.  » 

393  Podemos  pois  em  huma  proporão  geométrica 
fazer,  que  os  termos  mudem  de  lugar,  como  nasaritli- 
meticas  (  Numero  376  ) ,  e  por  tanto  da  proporção  3 : 
4 : :  6  :  8  refultará 


3     : 

4    '■ 

:     6     : 

:     8 

3 

:     6     : 

■     4 

:     8 

4 

:     3     : 

:     8 

:     6 

A-     • 

8     : 

•     3     = 

.     6 

6     : 
6     : 

8     : 
3     ' 

4 

4 

8 

;     6     : 

■    4    : 

3 

8 

•    4    : 

:     6 

:     3 

3^94  Igualmente  poderemos  em  toda  a  proporção 
geométrica  multiplicar ,  ou  dividir  os  termos  homólogos 
por  huma  mefma  quantidade  ^  lèni  que  por  ifto  fe  alte- 
re a  proporção ,  pois  he  evidente,  que  lendo  a:6i:c'; 
d,  também 


am 

:    h 

cm 

:    d 

a 
m 

:     b 

•  - 

:    d 

a 

:     btt  : 

C 

:    dft 

a 

n 

C 

d 

am 

:     in  . 

cm 

:    d» 

»n  : 

€ 

m 

:    d/t 

m    . 

e 
m 

4 

&c. 


por 
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por  quanto  de  fer  a:h::c:dy  refulta  ad=,hc y  ora  (è 
adzzbcy  também  am.d.  ou  amdz=.bcm^  também^  rz 

r;  ,  também  adn  —  ícn.  z  =  ^ yãmdnzzibncmy^  = 

^>  ^=  is  >  *^^-  e logo  (Numero  392)  todas^as quan- 
tidades ditas  eítao  cm  proporção. 

39^  Em  toda  a  proporção  geométrica  a:b::c:dy 
teremos  a  ±^  b :  i  y  ou  a  : :  c  j;id :  d  ^  ou  ri  quero  dizer, 
de  toda  a  proporção  geomecrica  a:b::c:d  podem de- 
rivar-iè  as  quatro  ícguintcs 

a  '\-  b  :  b  ::  c  -^  d  :  d 
a  -h  b  :  4  ::  c  -^  d  :  c 
a  —  b  :  b  ::  c  —  d  :  d 
a  —  b  :  a  ::  c  -^  d  :  c 

das  quacs  a  primeira  (ediz  refulrar  da  primitiva  a:b:*. 
c:dy  par  compofiçâo  direSía  da  razão ,  a  fegunda por 
tompoficão  iwverja  da  ra&3o ,  a  terceira  por  divisão  di^ 
reSta  áa  razão  \  e  a  quarta  pw  divisão  itrverfa  da  ra^ 

Ê^O. 

Para  o  demonílrar,  note-lè  !.<>  que  i^j-^  =  7  -H  i , 
e  ^^^^=3  ■+-  I  >  mas  viíta  fer  a:b::c:d  he  7  = 

•5  ,  logo  tombem  j-f-izi-j-í-iou  -"]"^ .— il^JÍ ,  ou 

if-t-í  :í:  :c-\-d\d. 

2.®  A  prc^orc^o  a:b::c:d  y  invertida  dá  b:a:: 
d:cy  e  deita,  por  compoíi<^o  direda  da  razáo,  tira-íè 
a-i-biaiic-hdic. 

^   tf  —  ^  a  r—  ã  e  « 

3.»  -,—  =:y  —  i,-^=-3-i,masj  = 

c 
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7,  logo  j-  izr-3-i  ,  ou  -^— =  -^— ,  ourf-- 

i:b::c  -  d:d. 

4.0  A  proporção  a:b::cid invertida  dá  è:a::d: 
c  y  donde  por  divisão  dircdla  dâ  razão  íahe  ^  —  a'^a:: 
£  —d:c^  ou  a^b:a\\d'-'  c:c. 

396  As  demonftraçôes  dadas  em  os  números  prece- 
dentes fazem  concluir  cambem,  que  fendo  aib::c:d, 
teremos 

a-^-mb  :  b  : :  c-^md  :  d 

a-^mb  :  a  '.:  c-\rmd  :  c 

a  —  mb  :  b  ::  ^  —  md  :  d 

a  —mb  :  a  II  c—  pid  :  c 

J97  Logo  99  em  toda  a  proporção  geométrica  a 
j>  lòmma  ,  ou  diflferença  dos  antecedentes  he  para  a  fom- 
^9  ma>  ou  diilbrença  dos  coníèouentes  ,  como  qualquer 
>9  dos  antecedentes  he  para  o  ieu  coníèquente»  yy 

Seja  a  proporção  a:b:ic:d  ^  e  teremos  a:^ c : b 
itld:\a'<^b::c'.d'y  por  quanto  fe  alternarmos,  vem  a : 
f::b:d,  donde  por  compoíição  ,  ,e  divisão  da  razão 
concluiremos  a±:c:c::b±d:  d  ^  c  alternando  nova- 
mente, refulta  a-±:c'*b±:d::c:d  ,  que  he  quanto  le 
pertendia  moftrar.  AÍIim  da  proporção  8:41:6:3  re»* 
lultão  8±6:4±3::8:4::6:3,  oui4:7::8  :4» 

398  Segue-fe  que  »  cm  qualquer  numero  de  razões 
jf  iguaes  ,  a  fomma  de  quaefquer  antecedentes  he  para 
»  a  fomma  dos  feus  confequentes  refpedlivos  ,  coma 
»f  qualquer  antecedente  he  pam  o  feu  confequente;. 

Seja  a:bz=ic:dz=:e :fz=:g  : h , &c.  ora  pelo numei a 
precedente  temos  a-^-  e :  b  '\-d::  c :  d  ^  mas  eidzue.fy 
logo  também  a-^cb-^dwe.f'^  fazendo  agora  nova- 
mente nefta  proporão  o  mefmo  ufo  do  numero  ^x^oe^ 
dentc^  teremos  4-hc-htf:Ã-há-H/::er:/,  mas  e.f 


301  Elementos 

zzg.by  logo  ^-4-r-4-^:^-H^/+-/::^:i&,  e  íH-í+- 
e  4-£ :  ^  -H ^ 4-/ H-  i& : : g :  A ,  &c. 

Dada  pois  a  ferie  das  razões  igUaes  i :  2  : :  3  : 6 : : 
5^ :  10: :  4:8,  teremos  i  +-3-4-5:4-4:  2  4-6 -H  10 -H 
«  :  :  1 :  2 : :  3  :  6  &c. 

399  Amefma  mudança  que  fe  pratica  em  o  expoen- 
te de  qualquer  das  razoes ,  aue  formão  huma  proporção 
geométrica ,  quando  fe  dividem ,  ou  multiplicao  os  fcus 
antecedentes  por  hun^a  quantidade ,'  fe  faz  também  quan- 
do lè  multiplicao,  ou  dividem  os  confequentes  peia  meC- 

ma  quantidade,  pois  he  claro ,  que  am:by  ta:  ^  tem 
ambos  por  expoente  ^  i  e  ^  :  ^ ,  com  a :  bm  tem  por 

expoente  j;;^. 

400  Se  os  quatro  termos  de  huma  proporção  geo- 
métrica fe  dividem  ordenadamente  pelos  quatro  termos 
de  outra  proporçlo  geométrica  ,  os  quocientes  eítarao 
em  proporção. 

Seja  a : b : :  c: d ^m :  n : : p : q y  e  teremos  £  :  -j  : : 
-  :  -  ;  porque  de  a:b::c:d  refulta  adzzbc ,  e  dcm: 
n::p:q  ,  refulta  mq-np,t  logo  ^  =  jj, >  o^  S  X 

d  _i  ^  c  a  ^    h  ^  ^   c        d 

f         n  ^  p  ^        m       n        p        ^ 

401.  Se  OS  termos  de  varias  proporções  forem  mul- 
tiplicados ordenadamente  huns  pelos  outros  ,  as  quatro 
quantidades  refuitantes  formarão  huma  proporção. 

Sejáo  a:b::c:d  y  m.niipiq  ^t  :u:  :  x:z  y  &c. 
varias  proporções  dadas ,  multiplicando-as  ordenadamen- 
te ,  teremos  amt :  bnu : :  cpx :  aqz  ;  para  o  demonftrar 
bailará  fazer  ver,  que  deve  fer  amty.dqzzubnuYsCpXy 

pa- 
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para  iflb note-fe ,  que  ad—  bc ^mq—np ^tzz=:ux ^  logo 
adyc.mqy,tz  =  bcy.npy.uxy  ou  admqtz  —  bcnpux. 

402  As  proporções ,  cujos  termos  forem  multiplicados 
ordenadamente,  podem  feriguaes  entre fij  nefte  cafo  os 
produftos  ferão  potencias  femelhantes  dos  ditos  termos : 
mas  elles  devem  formar  proporção  i  logo  «  fc  quatro 
yy  quantidades  são  proporcionaes  ,  os  léus  Quadrados , 
99  cubos ,  e  mais  potencias  íèmelhantes  ,  íèrao  também 
«  proporcionaes.  >> 

403  Logo  também  »  le  quatro  quantidades  forem 
yy  proporcionaes ,  as  raizes  femelhantes  dos  feus  termos 
>>  lèmo  proporcionaes.  yy 

Allim  fendo  a\b\\c\dy  terepios  4í«  :  í«  : :  r"  :  rf«  , 

n  n  n  n 

c  \^a:  \/b::  y/c:  \ d. 

404  Confiderando  agora  as proporçóes  a\b\\c\dy 
mib::n:d  y  tiraremos  da  primeira  adz=:hc  y  e  da  fe- 

gunda  wrf=Ã;/,logo^=Í^,e£=J  ^  o\x  a  :  m  m 

c\n  \  por  tanto  de  quaefquer  duas  proporções  ,  como 
3:4::6:8,5:4::  10:8,  pôde  fempre  refultar  huma 
terceira  3  :  j  : :  6  :  10. 

405  Se  as  proporções  forem  como  aibwcidy  e 
ni:b::c:ny  então  da  primeira  refulta  ad—bcy  e  da  fe- 
gunda  bczumn  \  logo  ad—mny  c  a:m::n:d  i  alfim 
de  quaefquer  proporções ,  taes  como  as  feguintes  1:4:: 
7  :  z8 ,  2  : 4 : :  7  :  14  ,  podemos  fempre  extrahir  huma 
terceira  da  forma  feguinte  i  :  2  : :  14 :  28  ,  cujos  médios 
fejão  os  extremos  da  fegunda ,  c  extremos ,  os  extremos 
da  primeira ,  ou  viceverfa. 

406  Se  as  proporções  foífem  aífim  4 :  i : :  28  :  7 , 
4 : 2 : :  14 :  7  i  ifto  he,  fe  em  lugar  dos  médios  iguaes , 
tiveífem  os  extremos  ,  poderíamos  igualmente  deduzir 
huma  terceira  propor<áo  femclhante  á  precedente  i  poi- 

Rr  que 
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qi)e  inrertendo-as  refultariâo  m  duas  i :  4 : :  7 :  28 ,  a : 
4 : :  7 :  14 ,  de  que  alli  fc  trata* 

407  Vimos  ( Numero  395 )  ,  que  fendo  a:t::c: 
dy  Jie  também  a-^-bih.ic-^didy  e  s  —  bik:\c  — 
rf:á,  logo  (Numero  404)  fera  também  a-^bia  —i:i 
c-i^dic  — d  i  donde  ie  condue  ,  que  yj  em  qualc^uer 
>f  proporão  geométrica  ,  a  fomma  dos  dous  primeiros 
9f  termos  be  para  a  ina  differeoça  y  como  a  iòiruna  doa 
>»  dous  últimos  para  a  fua  difFerença  yy  aíEm  na  propor* 
^o  3  :  z  : :  24 :  8  9  teremos  3  -i- 1  •  3  —  i :  24  4-  8  :  24  — 
8^  ou  4:2: :  32:  i6« 

408  Em  o  numero  397  concluio-lè ,  que  lendo  a  ^ 
i::c:dy  he  também  if  +  ^r :  h-^d:  :c:dyca  —  c:è— 
d::c:dy  mas  duas  razões iguaes  a huma terceira  devem 
fer  iguaes  entre  fi ,  logo  a-^c:  ^-f-  d:.a—c:b  —  d^  e 
por  tanto  >»  cm  quaiquer  proporção  geométrica ,  a  fomr 
M  roa  dos  termos  homólogos  eím  na  mefma  razão  que 
yp  a  íiia  diãèrcnga  ;  ou  a  fotrima  dos  antecedentes  be  para 
yy  a  dos  confequentes ,  como  a  diíFerença  dos  antecedeu- 
99  tes  para  a  diflferença  dos  confequentes.  » 

Combinando  entre  íi  os  números  precedentes  5  feria 
fácil  deduzir  mais  propriedades  das  proporções  geome-i 
tricas  y  mas  porque  as  precedentes  suo  as  priocipaes ,  de 
que  mais  deveremos  uíar,  e  que  involvem  todas  as  ref- 
tantes ,  paflaremos  a  tratar  de  vários  uíbs ,  que  as  mcP> 
mas  propordes  tem  na  íbluçâo  dasqueftões  mercantis^ 
ou  íbciaes» 

UfêS  das  propcrçSes. 

409  "px  A  propriedade  enunciada  em  o  Numero 
JL^  388  naíceo  a  chamada  regra  de  três  y  ou 
de  ouro,  pelo  muito  ftcqueme  ufo  que  delia  fe  foz :  eft» 
regra  íempre  íe  reduz  a  determinar  o  quano  termo  de 
hum^  pfc^poF^  y  onde  os  três  primeiros  são  conheci* 
dos. 

Vi- 
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410  Vimos  já  (  Numei-o  349  ) ,  que  ôs  termos  de 
huma  razão  devem  fer  homogéneos :  logo  o  quarto  ter- 
mo, procurado  na  re^ra  de  três  ,  deve  ler  homogéneo 
com  o  terceiro  ;  e  o  legundo  com  o  primeiro,  quando 
todos  o  não  íèjâo  entre  íi ;  e  como  a  íègunda  razão  hc 
igual  i  primeira  ,  fegue-fe  também,  que  o  dito  quarto 
termo  deve  depender  do  terceiro ,  affim  como  o  fegundo 
do  primeiro i  venho  a  dizer,  que  em  toda  a  proporção 
geométrica  defte  modo  coníiderada ,  podem  o  fegundo , 
c  quarto  termos  ferem  fuppoftos  efl^itos ,  e  o  primeiro , 
e  terceiro  caufas  que  os  produzirão  i  ou  também  os  dous 
primeiros  caufas ,  e  os  íegundos  tíSeitos }  he  claro ,  que 
os  cfFcitos  devem  fer  fempre  proporcionaes  ás  caufas* 

411  A  regra  de  trcs  divide-íe  em  íimples  ,  e  cooi- 
pofta  ;  he  íimples  quando  a  queftão  fó  involve  auatro 
quantidades  ,  huma  das  quaes  he  a  pedida ,  ou  deíco* 
nhecida  ;  he  compoíla  quando  contém  mais  de  quatro 
quantidades.  Veremos  que  a  regra  compofta  fempre  fc 
reduz  á  íimples ,  e  por  tanto  fatiaremos  deíla  com  mais 
eípecialidade. 

412  A  regra  de  três  íimples  divide-fe  emdireclia,  e 
invería :  he  dirc^la  quando  cada  caufa  com  o  feu  eíFeito 
devem  occupar  lugares  homólogos  ,  e  inverfa  no  cafo 
contrario.  No  ufo  ordinário  coftuma  dizer-fe,  que  a  re- 
gra he  dire<íla ,  quando  o  mais  dá  mais ,  e  o  menos  me- 
nos ;  inveríà ,  quando  o  mais  dá  menos ,  e  o  menos  mais : 
os  exemplos  feguintes  acabarão  de  nos  aclarar  eftes  co- 
nhecimentos. 

EXEMPLO    I. 

Hum  certo  numero  de  homens  trabalhando  20"^  fez 
400  Braças  de  Obra  ;  íe  continuar  a  trabalhar  81^  da 
mefma  íorte ,  quantas  braçis  fará  i 


Rr  ii  Sê- 
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So/ufão. 

He  claix)  ,  que  as  braças  pedidas  devem  ter  para 
400^  i  a  inerma  razão  que  81^  tiver  com  20^  ,  porque 
íendo  o  trabalho  uniforme ,  como  fe  fuppóe  no  enuncian- 
do daoucftao^  deve  ofeu  refultado  creícer,  ou  diminuir 
na  meíma  razão,  que  o  tempo  empregado  nelle,  elogo 
teremos^  chamando  x  as  bradas  pedidas 

20^  :  81^  : :  400^  :  x^  =.  1620^ 

e  logo  os  mefmos  homens  trabalhando  81''  deverão  fa- 
zer 1620^  da  obra  enunciada. 

Nefta  proporão  vê-fe ,  que  o  termo  20^  pode  repu- 
tar-fc  caula,  da  qual  depende  o  effeito  400^  ,  c  1620 
omcfmo  arefpeito  de  Si''  >  mas  então  cada  caufa  com 
o  íè»  cíFeito  occupâo  lugares  homólogos  ,  logo  a  regra 
he  direfta, 

Vê-lè  também  ,  que  affim  como  8 1  >►  20'' ,  aífim 
também  x^  deve  íèr  >►  400^ ,  logo  o  mais  dá  mais  a 
regra  he  direíla. 

EXEMPLO    IL 

Suppondo  ^ue  171  peças  de  6400  vale  1280  rixda- 
lers  deAmfterdao,  5 130  peças  a  quantos  rixdalers  cqui- 
valcráõ.? 

Raciocinando  por  hum  modo  femdhante  ao  do  ex- 
emplo primeiro  ,  veremos  que  a  regra  hc  direéla ,  e  a 
proporção  que  revolve  a  queítío 

1980  X  51J0 
171 :513o::  1280, :v=  =  384oa 

e  aíBm  por  j  130  peças  deverei  receber  38400  rixdaleis 
coirentes,.  EX-^ 
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EXEMPLO    III. 

Vi  que  para  fazerem  joo^  de  obra  em  20^  erao  pre- 
cifos  16*  :  feeu  emprehendei  completar  outra  tanta  obra 
emy'' ,  quantos  homens  deverei  pôr-lhe,  fuppondoque 
todos  trabalhem  por  igual? 

Solução. 

O  numero  de  homens  pedido  deve  depender  do  nu- 
mero de  dias ,  em  o  qual  a  obra  tem  de  íicar  acabada  > 
e  deve  íèr  tanto  maior  que  16*  ,  quanto  ^^  ,  em  que 
pertendo  completar  a  obra ,  he  menor  que  zo^  antes  cm- 

£  recados  na  mcfma  obra  pelos  ditos  16^  \  logo  a  regra 
e  luTiples  ,  e  a  proporção  que  a  refolve  ,  y'  :  20^  :: 
16*  :  x^  =64*  ,  repolta. 

He  porém  efe  notar ,  que  20*^  e  16*  ,  que  k  podem 
reputar  caufa,  ou  eíFcito  hum  do  outro,  occupão  agora 
lugares  heterogéneos ,  alfim  como  $^  c  64*  ,  e  por  iíTo 
a  regra  neftc  cafo  le  diz  inverfa.  Notando  também ,  que 
5^  <;2o^  ,  exige  hum  numero  :v*  >  16^  ,  diríamos  o 
menos  dá  mais  ,  a  regra  hc  inverfa  ,  e  as  quantidades 
dependentes  huma  da  outra ,  devem  occupar  o  lugar  de 
meios  ^  ou  de  extremos. 

EXEMPLO    ly.^ 

Se  yoo^  de  obra  forao  feitas  por  jo*  cm  24'' ,  quaní* 
tos  homens  no  mefmo  tempo  farão  1500^  ? 

Solução. 

A  regra  he  fimples ,  e  dircíla  a  proporão  que  a  reí^ 
íqIvc 

JCX)^  :.  1500^  ::  50^  :  s^ 

c  logo  ferao  neccíTarios  150^  r 

ÉX- 
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EXEMPLO    V. 

Huma  embarcação  com  ^60^  de  equipagem^  tem 
dous  anateis  debifcoito  para  dar  diariamente  a  cada  ho- 
mem por  efpaço  de  20'  i*  fe  a  viagem  houver  de  chegar 
a  24^  ,  quanto  fe  deverá  dai*  por  dia ,  para  que  o  oif- 
coito  chegue  ao  fim  delia. 

Solução. 

Efta  regra  he  fímples ,  e  inverfa :  e  a  proporção 

24'  :  20^  : :  2'*:  x^^  =  l'*  lo*«  ^  . 

EXEMPLO    VL 

Huma  embarcação  pôde  dar  a  cada  homem  da  fua 
guarnição  2'^  de  biícoito  por  dia  ^  mettem*lhe  no  mai* 
mais  6cfi  ,  a  guarnição  era  de  300 ,  quanto  hade  agora 
dar  a  cada  hum :  fuppondo  a  viagem  de  igual  duração. 

SoJufão. 

He  claro  ,  que  a  ração  diária  do  biícoito  deve  íèr 
tanto  menor  que  2^*  ,  quanto  a  nova  guarnição  360* 
he  maior  que  a  primeira  300^  ;  logo  a  regra  he  inverlk , 
e  refolve-fe  por  meio  da  proporção  360  :  300  : :  2'*: 

0^*  y  e  logo  xz=:  i'*  10"»  -j  . 

Da  regira  de  três  compojla. 

EXEMPLO    l. 

Em  huma  embarcação  ha  2'^  de  biícoito  para  cada 
homem  da  fua  guarnição,  que  he  de  35-0  homens ,  e  pa- 
ra 24  dias  de  viagem  i  feno  mar  Ihemetterem  mais  15a 

ho- 
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homens  ,  e  a  mandarem  fcguir  outra  viagem,^ na  (jiial 
deve  empregar  21^  ,  quanto  poderá  dar  derajâo  diária 
a  cada  homem? 

Solução* 

35ro  homens  em  2^^  devem  gaíbr  omefmo  que  24 
X350*  em  i''  j  ora  mettendo  mais  150*  ,  teremos  yoo*  , 
que  devendo  navegar  21^  ,  gaftaráé  tanto  como  21  X 
yoo*  cm  i^  ;  logo  a  gneífâo  reduzrfe  a  perguntar  ,  fe 
podemos  dar  2'^  de  bilcoito  a  24  X  350*  ,  quanto  dare- 
mos a  21  Xyoo*  ?  A  regra  he  iaverfa ,  e  a  proporção 
21  Xjoo*  :  24X  350^'  : :  ^^  :Xy  nw&ra  que  podcicmoí 

dar  i'*  9*«  -^  . 

Poderiamos  também  refolver  a  queílao  pelo  modo 
íèguinte : 

i.o  Vifto  que  a  viagem  deve  durar  menos  dias,  po- 
derei dar  mais  bifcoitoi  clogo  a  regra  he  invcrfa  ,^  e  at- 
tendcndo  fó  a  eíla  caufa  y  deveria  fazer  a  proporjáo  fe- 
guinte  21^  :  24^*  : :  2'^  :  x. 

2.«  Vifto  que  tenho  mais  homen*  quefoftcntar,  de- 
vo dar  tanto  menos  a  cada  homem  quantos  suais  dle» 
^o :  logo  a  regra  hc  também  inverfa  por  efta  caufa ,  e 
attendendo  aella  fomente,  teríamos  yoo*  :  350^  1:2^: 
X  y  por  tanto  attendendo  a  ambas  as  couíàs  no  meímo 
tempo,  rcfultará 

500 :  350 
compondo  teremos 

21x500*  :  24X350*  :t2^^:x 

c  logo  X  —  1^  5>*'*  -j  • 
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E  X  E  M  P  LO    11. 

Huma  peça  de  panno  ,  que  tem  de  comprimento 
1200^  ,  e  de  largura  6^  4^  ,  levou  2®  delãj  outra  pe- 
ça de  igual  tecido,  mas  que  tenha  6^  de  largo,  eacxx) 
de  comprimento ,  quanta  lã  deve  levar  ? 

Solução. 

Attendendo  fomente  ao  comprimento  das  Peças ,  te- 
ríamos 1200^  :  2000^  ::2®  :  x;  attendendo á largura , 
teríamos  6^  4P  :  6^  : :  2®  :  a;  ,  logo  attendendo  a  am- 
bas as  circumllancias ,  refultará 

1200^  :  2000 


6  -:  :  6  ::  2®  :  X 


2 


c  compondo ,  teremos  7800  :  120(^0  : :  2®  :  a;,  e  logo 


Ar  =  3®'  2'*  7- 


n  non 


•  Não  continuamos  com  eftes  exemplos ,  por  nos  pa- 
recer a  gucítío  affás  difcutida ,  e  porque  mellior  relblve- 
remos  eftes ,  e  outros  com  o  foccoiTo  da  Álgebra ,  como 
adiante  *vcremos. 

Da  regra  de  juros. 

413  A  Regra  de  juros  enCna  a  conhecer  ou  quan- 
x\  to  deve  vencer  hum  capital  propofto ,  da- 
do o  que  100  vence  cada  annoj  ou  a  como  por  100  fe 
deve  pór  a  juro  qualquer  capital,  para  que  em  hum  da- 
do numero  de  annos  tenha  rendido  huma  quantia  deter- 
minada. 


EX- 
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EXEMPLO    I. 

Suppondo  que  100  cada  anno  rende  5- ,  quanto  em 
iQ^n  yn  lenderaõ  1200  moedas  ? 

Solução. 

Sc  100  vence  j  em  hum  anno ,  em  lo^'*  e  3^  ven- 
ceii  o  quarto  termo  defta  proporção  i»  :  10*  y^i\  ^\x 

zn^i  -i  feito ifto, continuaremos,  dizendo:  feiooem 
jqoh  jm  vence  51  -^  ,  iioo^^vcnceráô  o  quarto  termo  da 

proporção  icxd  :  1200: :  J*!  •;;  '  ^  >  donde  lè  tira  x  = 

615 i  e  logo  concluiremos,  que  1200  moedas  poftas  a 
juro  dey  por  100,  no  fim  de  lo*'»  y^  tem  vencido  6iy 
moedas. 

EXEMPLOU. 

A  quanto  por  100  fe  deve  pôr  ajuro  o  capital  1200*", 
para  que  em  10*''  y^  chegue  a  iSij'"? 

Solução^ 

Vifto  que  1200  moedas  em  10*'^  y^  devem  chegar  a 
iSijr  moedas,  100  nefte  mefmo  tempo  chegaráõ  ao  que 
nioílrar  a  proporção 

1200  :  1815'  ::  100  :  x^ 

ifto  he  ,  chegaráó  a  lyi  moedas,  e  ^  \  agora  diremos  ^ 

100  cm  io*«  3*"  chega  a  i<i  4  »  ou  rende  ji  «^  ílo- 
gq  em  x  anno  rendeiá  o  quarto  termo  da  proporção 

S«  IO 
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cachando  x^z^  Goncluiremos >  que  para  de  1200  moe- 
das fazermos  i8iy  cm  10^  3*",  Jie  precifo  polias  a  juro 
de  $  por  loo* 

414  A  efta  regra  de  jiiros  pôde  íèr  reduzida  a  dos 
defconros^  abatimentos,  leguros,  &c.  e  em  geral  todas 
aquellas ,  em  que  fe  trata  &  faber  quanto  k  deverá  re- 
ceoer ,  ou  pagar  por  huma  certa  quantia ,  fuppondo  co- 
nhecido o  que  íedeve  receber,  ou  pagar  por  outra  quan- 
tia determinada. 

EXEMPLO    L 

Pedindo  empreitadas  20'*  a  hum  ufurario  porefpaço 
de  dous  anno$>  eíle  para  as  entregar  quer  logo  defcon- 
tar  10  pOT  100 ,  que  pcrtcnde  levar  de  premio  cada  an- 
no  y  fazendo  paílar  hum  cfcrito  da  divida  do  todo :  quan- 
to deverei  receber  ? 

Pois  que  o  íim  do  ufurario  he ,  que  cada  100  em  hum 
anno  fe  llic  transforme  em  iio;  eeíles  no  no  fegundo 
anno  Ihechegariâo  a  122  >  he  claro,  que  o  mais  que  eí- 
le pôde  pertender ,  he  dar  huma  quantia  tal ,  que  cm  2 
annos  ehegaíTe  a  20  moedas  ,  fuppondo  que  100  aefte 
fliefmo  tempo  chega  a  lar  j  logo  a  queftao  reduz-fe  a 
calcular  o  quarto  termo  da  proporção 

121  :  100  ;;  20  :  âc 
donde  fe  tira  a?=  ^~  ~  16  moedas  mais  2538  reis ,^ 
c  í^  de  I  real. 

121 

415'  Efte  modo  de  defcontar  he  oqire  a  razão  per* 
itiade  para  todos  os  cálculos  de  defcontos ,  rebates ,  &c. ; 
efemclhantemente  devem  fer  determinados  os  juros  ven« 


DE  Arithmetica  Universal.      31J 

cdos  por  quaeíquer  quantias  eni  quaefquer  porções  do 
anuo ,  luppofto  dado  o  que  vencem  no  anno  inteiío :  por 
exemplo,  240-"  a  rjzão  de  f  por  roo  vencem  12"'  no 
fim  de  hum  anno,  quanto  vcnceráó  no  fim  dehummez? 
Parece  que  devemos  rcfponder  a  duodécima  paite  de  1 2"» , 
ou  i*;  todavia  lie  de  advertir,  que  dar  doze  moedas  no 
fim  de  hum  anno,  e  dar  as  mefmas  12'''  huma  a  huma 
no  fim  de  cada  mez  do  anno ,  são  coufas  aíTás  diveifas ; 
porque  as  12'"  no  primeiro  caio  são  tiradas  dogyro  do 
nicu  negocio  no  fim  de  hum  anno  ,  e  no  fegundo  vão 
íèndo  tiradas  antes  daquclla  época ,  deixando  aífim  me* 
nos  lucro  ao  devedor,  por  ter  o  dinheiro  menos  tempo 
na  fiia  mão  i  em  fim  ,  dar  no  fim  de  hum  mez  4800  reis , 
que  devião  íer  dados  no  fim  de  hum  anno ,  hc  realmen* 
te  dar  4800  reis  mais  o  juro  que  elles  podem  vencer  nos 
onze  mezes  reftantes :  ora  na  queftâo  prcfente  a  diíFeren- 
ja  he  digna  de  dcíprezo ;  mas  á  medida  que  forem  maio- 
res o  Capital ,  e  o  numero  das  partes  iguaes ,  em  que  fe 
dividir  o  anno  ,  aflim  creícerá  eíla  diíFerença ,  de  mo- 
do que  vem  a  fazer-fe  digna  de  toda  a  attenção  do 
commerciante  a  folução  do  Teguinte  problema. 

Suppondo  que  i  em  hum  anno  vence /,  determinar 


quanto  vence  em  — ^— ,  ou  /  de  tempo. 

Rcprefentando  eíle  vencimento  por  x ,  note-fe ,  que  no 
fim  do  primeiro  / ,  i  chega  a  ler  i-H  ^ ;  cfte  1-4-  a:  no  fim 
do  legundo  /  deve  render  o  quarto  termo  da  proporção,  i : 
x::  i-^x:yyO\i(i-hx)Xy  quejurito  aocapital  i-f-^ 
dá(H-:v)-*-(i  -^x)x=(i'^x)(i+x)  =  (i'^xy'i 
difcorrendo  da  mefma  forte  acharemos ,  que  no  fim  do  ter- 
ceiro intervallo  /  teremos  ( i  -*-  :c)?  ;  e  aífim  por  dian- 
te ,  de  modo  que  no  fim  de  i  anno  ,  ou  ií  de  interval- 
los  /  ,  deverá  ter  fubido  a  ( i-h at )»  i  mas  fegundo  o 
ajude  I  rende  /  em  i  anno ,  logo  i  no  fim  de  hum  an- 
nodeveeftar  em  i-HÍ,  e portanto  (i-t-^v)»^  =  i-f-i: 

Ssii  Io* 
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logo  VCi-^^)"  =Vi-*-^*  >  OU  I  4-  ^=vn-/,  e 

I,-h;C— I=V/l  -H/—  I,   OUJC  =  — I+-Vl-*"^- 

]por  tanto  nocafo  aílima  confiderado,  teremos  x=~i 

rhy  i-\-^=  —  i'^i^  004074  =  0 ,  004074=  ao 

juro  de  i  cm  hum  mez  j  logo  240^  no  mefmo  tem- 
po devem  render  240^»  X  o ,  004074  =  o'" ,  97776  = 
4693  y  248  reis,  ifto  emlu^ar  de 4800  reis>  que  tcriâo 
vencido  fegundo  o  eftilo  orainario. 

416  A  pezar  do  quanto  facilmente  íè  pôde  conhe- 
cer o  erro  das  outras  maneiras  de  defcontar ,  e  de  dedu- 
zir ,  ou  de  calcular  os  juros ,  acabaremos  de  fentir  per- 
feitamente efte  erro  ,  combinando  os  refultados  do  fe- 
guintc 

EXEMPLO    IIL 

Quanto  devo  empreftar  a  razão  de  5:  por  100 ,  para 
no  fim  de  20  annos  receber  30  moedas  ,  abatendo  ao 
temoo  do  çmprcílimo  todo  o  juro  corrcfpondente  aos 
meímos  20  annos  ? 

Soháção  I.* 

100  no  fim  de  20  annos ,  vencendo  o  juro  da  forma 
dita  em  os  precedentes  números ,  e  exemplo ,  e  que  or- 
dinariamente fe  enuncia  aíCm ,  vencendo  juro  compofto  > 

chega  a  100  X  (  7~  )  5  logo  como  pertendo  faber  quan- 
ta hei  de  empreftar ,  para  que  no  fim  do  mefmo  tempo 
Tcnha  a  receber  30  moedas  >  farei  a  proporção 

^^y    :  30  ::  100  :  x 
donde  fe  tira  x  ziz  ^o  (^)^  zz  11^  q  1472  reis^ 
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Solução  2.* 

Abatendo  a  juro  íimples  ,  fegundo  o  penfar  de  ai- 
/runs  ,  deveria  o  abatimento  eíFectuar-íè  dilcorrendo.  aP* 
fimi  de  100  hei  de  abater  5  por  hum  anno,  logo  por  20 
annos  devo  abater  5'  X  20 ,  e  por  tanto  direi  icx) :  30 ; : 
100  -20X5':^;  mas  100  -  20X5=0, logo  xz=iq: 
donde  fe  feguiria ,  que  por  quão  grande  houveíTe  de  fer 
qualquer  capitai  ,  que  eu  deveíTe  receber  no  fim  de  20 
annos,  nada  devia  dar  fedefcontaíTe  o  juro  por  efte  mo- 
do :  contradic(^o ,  ou  abfurdo  manifcfto  ,  e  que  mais  fc 
fará  ver ,  fuppondo  o  numero  de  annos  >  20  j  ou  > 

— ,  ou  em  geral  >  -  • 

Solução  3.» 

Outros  abatem  a  juro  fimples ,  mas  por  diverfa  ma- 
neira :  dizem  pois ,  100  no  fim  de  20  annos  vence  ou* 
tros  roo ,  e  logo  eftá  em  200  i  affim  o  capital  que  eu 
dou  agora,  deve  cftar  para  30,  que  hei  de  receber  como 
100:  200  >  o  que  dá 

200  :  100  : :  ^o  :  x 

donde  fetira  Armjrj  porém  claro  he,  que  efteempreC- 
timo  fica  vantajofo  ao  devedor  ,  ou  mutuado  ;  porque 
nao  dando  os  juros  no  fim  dos  léus  annos  reípedivos , 
cites  devem  formar-Ihe  nos  annos  íeguintes  huma  efpccie 
de  accrelcimo  ao  capital  primário  ^  com  o  que  receberá 
lucros ,  que  aliás  não  teria ,  fem  por  iílo  reiultar  maior 
proveito  ao  mutuante ;  o  que  juftamente  deícontado  pro- 
duz a  primeira  folujão  11"*  1472/* 

Solução  4.* 

Outros  em  fim  defcontão  a  juro  compoíto ,  mas  ra- 
ciocinão  aiTim^  de  loo  deve  em  i  anno  deícontar-íè  5  ;. 

lo- 
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logo  nefta  época  cftará  loo  reduzido  a  loo  —  y  ;  eftcs 
100-5'  continuâo  a  gyrar  fegundo  anno  ,  e  por  tanto 
defcontando  outra  vez  na  mefma  razão  ,   direi  100: 

100  -  5  •  •  100  —5  :     '°^,^  ^  ^    ■=  ao  cftadó  dos  100 

no  fim  do  fegundo  anno ;  {èmelhántemcnte  acharíamos » 

que  no  fim  do  terceiro  íè  reduziria  a  ^J21^LlJ  ,  eem 
^  (100) 2 

geral  ,  que  no  fim  do  numero  f$  de  annos  eítaria  em 

^  — ^^^   i  logo  para  ter  100  no  fim  do  numero  n  de 
100 

(  100  ^  ^    \n 

annos  ,  deve  agora  emprcítar-le  ^  — ^^ri  ^   ,  e  por  tan- 

100 

to  para  ter  30  moedas ,  empreftar-fo-ha  o  quarto  termo 

da  proporção 

(  100  -  y  \»f 

100 :  30 : :  ^  — ;, «  /    :  x 
100 

o  que  dá  30* X  ('-^—-^Y  =  10*  ,   75-705  —  10* 

3633'"^;  efte  cmpreftimo  hc  menos  do  que  o  primeiro  a 
favor  do  mutuado,  e  por  tanto  lefivo,  pois  não  he  jufto 
abater  mais  do  que  o  juro ,  e  rejuro  ;  c  com  eíFeito  lè 
eu  dou  95"  emH>  principio  do  anno,  delcontando  o  juro 
de  loo  neíFc  anno  ,  eu  delconto  logo  o  juro  de  huma 
porjí^o  maior  do  que  o  emprcftimo  ,  ê  tanto  não  devo 
fazer. 

Aos  quatro  modos  precedentes  de  fazer  os  defcon- 
tos ,  e  calcular  os  juros  vencidos ,  ou  a  vencer ,  dão  por 
fua  ordem  os  fcgumtes  nomes. 

I.®  Defconto  a  juro  compofto  com  o  juro  por  fora, 
e  efte  he  jufto. 

2.^  Defconto  a  juro  fimples  com  o  juro  por  dentro, 
€  efte  he  o  mais  injufto. 

3.^  Defconto  a  juro  fimples  com  o  juro  porfóra,  e 
efte  iie  o  que  mais  le  pratica. 

Dcf- 
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4.^  Deíconto  a  juro  compofto  com  o  juro  por  den- 
tro i  nem  jufto  y  nem  ordinariamente  praticado. 

PaíTemos  pois  novamente  aos  exemplos  defta  re^ 
de  juros,  que  lefol  veremos  pelo  3.®  ,  e  i.«  modo,  afiro 
de  completar  por  ora  efta  parte  do  Compendio. 

EXEMPLO    IV. 

Supponhamos  que  íè  pede  qual  he  o  capital  ,  que 
com  o  feu  juro  de  6  por  100  em  10  annos  impprta  em 
8000  moeaas? 

Solução. 

100  vence  j^  em  i  anno,  e  logo  60  cm  10  annos  j 
pelo  que  160  ne  fomma  do  capital  100  com  o  feu  juro 
de  6  por  100  em  10  annos ;  logo  para  achar  qual  ne  o 
capital ,  que  vencendo  o  mefmo  juro ,  e  fommado  com 
elle ,  importa  8000  moedas ,  diremos 

•     160  :  8000  ::  100  :  x 

donde  lè  tira  x  =  5000  moedas..  ' 

EXEMPLO    V. 

1000  moedas  poftas  a  juro ,  e  |uro  de  juro,  em  lo 
annos  a  quanto  chcgaráó ,  lendo  o  juro  de  5  por  200  i 

Solução* 
100  vence  5^  em  o  fim  do  primeiro  anno  ,  e  entãa 
chega  a  105  j  ou  '-—^  :  cftes  105  a  5  por  100  ven- 
cem no  fegundo  anno  ^^  =^>  ^^^  j"^^^  ^  ^05  fax 
^^—3,  ou  i2£:ll-.  j  e  tal  hc  o  capital  com  que  entramos 


a«« 


no 
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no  terceiro  anno  ,  cm  cujo  fim  taá  pela  mefma  razão 
fubido  a    -^°'^'    j  c  aífim  por  diante  ,  de  maneira  que 

no  fim  de  lo  annos  eftará  em  ■"'''•"      :  arara  fabcndo 

«o  »®  ° 

aquapto  chega  loo  no  fim  dos  lo  annos,  Êiciimcnte  íè 
cohclue  a  quanto  chega  looo ,  formando  a  proporão 

ICO  :  J!!:2I —  :;  icx)o  :  m 

20 

/.    ,  iooo.2f  '®  I667oí8o97820iooo 

tirar-fe-ha  x  — = = 

20  '^  10240000000000 

1667088,0978201  .  ,  ,    «16,0978201   -  , 

=  1628  moedas,  mais dchuma 

X024  1024 

moeda,  ou  - — —-^ — ^  de  hum  real  5  o  mcfmo  que  1628 

moedas ,  mais  4294'"' ,  2035*  3 1 7 1 875'. 

Introducção  áfolução  de  outras  queflSes^  que  podem 
fer  propojias  fobre  as  quantidades. 
» 

417  /^  Utras  regras  mais  como  a  de  companhia 
V^  liga ,  &c.  são  lealmente  empregadas  na 

re(blu(^o  das  queftòes  mercantis ;  nós  brevemente  as  de- 
duziremos da  folução  gerai  das  equações ,  da  qual  falia- 
remos  primeiro  pelo  muito  que  facilita  o  defcubrimento 
das.  quantidades  incógnitas. 

418  Na  Arithmetica  ,  e  Álgebra  tudo  fe  dirige  a 
coníeguir  o  dita  defcubrimento  pelo  modo  mais  claro , 
e  breve  j  por  exemplo ,  na  diminuição  trata-le  de  conhe- 
cer hum  numero  igual  á  dii&icnça  dè  dotis  números  da- 
dos í  na  extracção  da  raiz  Quadrada  quer-íè  defcubrir 
hum  numero ,  que  multiplicado  por  fi  mefmo  produza  o 
numero  propoflto ,  e  aífim  por  diante  9  mas  a  linguagem 
algébrica  extremamente  concifa  ^  approximando  as  idéas 

•     o 
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Q  mais  que  he  poíEvel,  facilita  as  comparações  quanto 
ler  pôde  j  e  por  tanto  he  a  mais  própria  para  o  defco- 
brimento  referido. 

419  O  manejo  das  equações ,  ciijos  princípios  fon- 
damentaes  são  tão  claros ,  como  já  vimos  cm  os  Núme- 
ros 107,  e  108  ,  onde  forão  enunciados ,  junto  á  dita 
concisão  da  linguagem  algébrica ,  sao  os  meios  que  em- 
pregaremos na  íblução  de  todas  as  queftôes ,  que  nos  fo- 
rem propoftas. 

420  He  certo  ,  que  fem  dous  números  não  fc  pô- 
de determinar  o  terceiro  igual  á  fua  ditfercnça  i  fem  o 
quadrado  não  fe  determina  a  raiz  quadrada  i  &c.  e  por 
tanto ,  para  determinarmos  quacfquer  quantidades  incó- 
gnitas ,  precifamos  primeiro  dejTcobrir  no  enunciado  da 
queftao  propofta  as  relações  que  devem  ter  com  as  co- 
nhecidas ,  que  nella  fe  involvem  :  efta  deícoberta  não 
admitte  regra  que  a  dirija :  o  talento ,  c  ufo  são  os  dous 

guias  ,  que  melhor  nos  podem  levar  a  hum  fim  lème- 
lante. 

421  Achadas  porém  as  diverfas  relações  exiften- 
tes  entre  as  quantidades  incógnitas  ,  e  as  conhecidas  , 
poderemos  facilmente  exprimir  cada  relação  diverfa 
por  huma  equação  j  e  ifto  feguindo  a  regra  ,  que  va- 
mos dar  ,  cuja  applicação  aos  exemplos  ^  de  que  ao 
depois  fallaremos,  a  fará  mais  clara,  c praticável:  con- 
fifte  em  reprefentar  cada  huma  das  quantidades  incógni- 
tas por  huma  letra  dò  alfabeto ,  ( o  ufo  tem  confagrado 
as  ultimas  letras  do  alfabeto  para  a  repreíènta^o  das  in- 
cógnitas) e  cada  huma  das  conhecidas  por  outra  ,  de- 
pois fervir-nos  dos  íignaes  algebraicos  ,  e  fazermos  as 
mefmas  operações ,  que  fanamos  ,  fe  conliecidas  as  in- 
cógnitas, pertendeífemos  verificallas. 

422  Reprefentada  affim  cada  relação  diverfa  por 
huma  equação  ,  tudo  ficará  reduzido  a  faber  refolver  a 
equação  ^  ou  equaçõea  >y  Refolver  huma  equação  he 

•  Tt  M  tranf- 
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>f  trapsibrmar  os  íeus  membros  de  tal  modo  ,  qne  em 
>9  hum  delles  fique  fò  a  quantidade  incógnita  ^  cnooiH 
>9  tro  as  conhecidas  99  porque  deíle  modo  ficando  a  in-» 
cognita  igual  a  quantidades  conhecidas  ^  ella  mefma  he 
conhecida. 

423  Vemos  pois,  que  asfoluçóes  das  queftòes  vem 
por  fim  a  reduzir-fe  ás  refoluçóes  das  equaçSes :  he  por 
tanto  eíte  o  objedo  que  mais  particularmente  deve  ^  o 
vai  fer  tratado  nos  parágrafos  feguintes. 

424  Ainda  que ,  fegundo  ji  difiemos ,  os  princípios 
fundamentaes  da  refolu^o  das  equaçòes  fido  enuncia 
dos  em  os  Números  107,  e  108 ,  com  tudo,  agora  he 
que  mais  propriamente  vamos  tratar  da  mefma  refoliw 
çâo  :  he  claro  ,  que  efta  deve  fer  mais  facii  á  medida 
que  fbr  menor  o  numero  das  incógnitas  y  de  forte  que  o 
caio  dehumafó  incógnita,  deve  por  efta  razão  feraquel- 
le  por  onde  principiemos:  ora  brevemente  veremos ,  que 
a  aiíficuldade  creíce  também  á  medida  do  grão  daequa* 
çío  i  e  logo  fera  jiifto ,  que  também  principiemos  pelo 
menor. 

425^    Para  Ifto  notaremos  ,  que  os  Algébricos  divi- 
dem as  equações  em  vários  gráos  5  chamando  do  pri^* 
meiro  aquella  onde  nenhum  termo  da  equação  involve  a 
incógnita  multiplicada  por  fi  mefmo  ,  ou  por  outra  ii>* 
cognita  'y  do  fegundo »  aquella  onde  nao  ha  termo  que 
involva  de  defcouhecido  ,  mais  do  que  o  quadrado  de 
huma  incógnita ,  ou  o  produtf^fco  fimples  defta  incógnita 
por  outra  9  do  terceiro  aquella  onde  nâo  ha  termo,  que 
mvolva  de  deíconhecido  mais  do  que  o  cubo  de  huma 
incógnita ,  ou  o  produélo  do  leu  quadrado  por  outra  ín-» 
cognita  fimples ,  ou  o  produifto  fimples  de  trcs  incogni* 
tas,  eaífimpordianterdeftemodo  4:v:í=r,i^^  ^èyzizc^ 
ax-^  ky  ^  z:rzcx  — jf  &c.  são  equações  do  priíDcira 
gráoi  ax^zzCyãx^  -^bx-rzc ^  ax'^  -hiy-hxzzCyax^ 
-h 6xy-l-j^  zzd^xy-^x—c  ,  ião  equajôes  do  fegiia- 

da 
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do  gráo  ;  axí  -hjí  z;:r,  x^y=dyXyss  4-  si  =íí,  do 
terceiro,  &c.  Principiaremoi  pois  pela  reíbliK^o  dag 
equações  do  primeiro  gráo  a  huma  ló  incógnita. 

Refoliifãa  das  iquaçSis  do  priwieirâ  gr  do  a  burns 
Jó  incógnita. 

416  /^S  quatro  prinçipios  doNumçro  107  bat 
V^  tão  para  confeçuir  a  refolução  de  todas  as 
equações  defte  género :  para  iíTo  fupponhamos 

i.o  Qiie  a  equação  a  refolver  feja  X'\-a=.b  y  ora 
fe  x-{-a=:ò  dinúnuindo  #  de  ambos  os  membros,  ièrá 
x-i-a—  azui  —ay  ou  xzzè  —s  ;  mas  nefta  uliima 
equação  x  eftá  fó  em  hum  membro  ,  e  as  quantidades 
conhecidas  no  oucio ,  logo  he  conhecido ,  e  temos  refol- 
vido  a  equação  x-^-azrzt:  combinando  porém  as  duas 
cquaíjdes  x-^a=.b  ,  x-izb  —  a  diremos  »  que  huma 
99  quantidade  como  a ,  que  eftá  em  hum  membro  com 
yy  Q  íighal  +  pôde  paflar  para  o  outro  membro  com  o 
yy  íígnal  —  •  » 

^J^  Que  a  equação  a  reíbivcr  feja  x—  a=.h.y  onde 
a  incógnita  eítá  embaraçada  com  a  quantidade  conheci^ 
da  a  por  meio  do  fígnal  —  y  augmentaremos  a  ambos 
os  membros  a  quantidade  a  ,  e  teremos  x—  a-^-azz 
l-ha^Oiíxzizt-^-ay  equação  refolvida  :  comparando 
também  as  equações  x  —  a:=:by  xzzb-i^a  y  concluire- 
mos 9>  que  huma  quantidade  como  — a  ,  que  eftá  cm 
>9  hum  membro  com  o  íignal  —  pôde  paífar  pára  oou* 
9%  rro  membro  com  o  íignal  *-H  •  yy 

1."^  Que  aequa^o  aiieiblver  ièja  nxrzb,  emâo  no- 
tando que  ax  he  hum  prodaâo  ,  e  que  para  ficar  o  x 
fó  no  primeiro  membro ,  deve  efte  prodaâo  ax  fer  di- 
vidido pelo  faftor  a ;  dividiremos  hum  ,  e  outro  mem- 
bro pelo  mefmo  a,  para  não  alterainios  a  igualdade;  e 

Ttu  St^ 
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ficará  —  =-  ,  ou  ;c  =  -j  ,  equação refolvida :  compa- 
rando agora  ás  duas  equações  axzzby  ^  xz=.  -^  y  con- 
cluiremos 9»  que  quando  huma  quantidade  como  0  he 
>y  factor  em  hum  dos  membros  de  qualquer  equação ,  pó- 
»>  de  paílar-fc  a  divifor  do  outro.  « 

4.«>  Se  a  equação  a  reíblver  fbíTe  ^  =^31  então  mul- 
tiplicando ambos  os  membros  por  a^  teiemos-^rr^^, 
oví  xziLaby  equação  refolvida :  comparando  femelhante- 
mente  as  equações  ^  =  ^ ,  x-=zaby  tiraremos  huma  con- 

fequencia  inverfa  da  precedente  ^  a  faber  yy  a  quantidar 
>f  de  que  divide  qualquer  membro  de  huma  equa(^a,. 
%y  pôde  paffar-fe  a  fadlor  do  outro  membro,  yr 

427  Pôde  a  equcição  involver  dous ,  ou  mais  ,  dos  ca- 
los precedentemente  notados  \  então  empregando  fuccef- 
fivamcnte  os  meios  correípondentes  a  anniquilação  de  ca- 
da hum  ddles  ,  ficará  confcguida  a  refolução  completa 
da  equação  propofta. 

Pertenda-fe^  por  exemplo,  refolvcr  a  equação  '-y-i- 

c —  dznfy  paflando  primeiío  d  para  o  fegundo  mem» 

bro,  teremos  Y^-hczzd-hfy  agora  paflando  c  fica  y 

znd-hf—  c  j  paflando  o  divifor  b  do  primeiro  mem- 
bro para faftor  do íègundo ,  teremos  axzzLbi^d-^f—  ^r) 
znbd-y-bf  ^bc  \  ultimamente  paflando  o  faítor  a  do 
primeiro  membro ,  para  divifor  do  fegundo  obteremos  a 

equação  x  =  ^"^"^V"^^^ >  que  reíbiverá  a  queftão. 

428  Até  agora  íuppuzemos  que  a  incógnita  exiítia 
cm  hum  íò  dos  termos  da  equação  >  a  não  íèr  afllm ,. 

pria* 
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principiaremos  fempre  por  paíTar  os  termos  rodos ,  on- 
de ella  exilte ,  para  hum  dos  membros ,  e  os  conhecidos 
para  o  outro  ;  depois  daremos  por  divifor  ao  membro 
conhecido  a  fomma  dos  coefficientes  de  x  no  outro  mem- 
bro, e  teremos  reíblvido. 

Proponha-fe  ,  por  exemplo  ,  a  foluçâo  da  e^uacao 
ax  —  bx-^cznd^  -^ex  ,  paílando  ex  para  o  primeira 
membro,  e  c  para  o  fegundo  ,  teremos  ax  — hx-^ex 
zzd^  — Cy  e notando  que  ax  —  bx'\rex:=:{a'-b'{'e) 
X,  teremos  {a—  b'he)x'=:d^  -r,  dondeíetira  xz:: 

^_~  ^   y  que  hc  o  que  fe  pertendia. 

429  Pôde  a  equa<áo  conter  termos  em  forma  de  fi'nc- 
ção  ;  nefte  cafo  para  maior  facilidade  reduzcm-fe  todos 
os  termos  ao  melino  denominador ,  c  depois  fupprime-fe 
o  dcnomiiwdor  commum ,  com  o  que  ficaremos  reduzi- 
dos a  algum  dos  números  precedentes  :  ora  nefta  fuppref- 
sao  de  denominador  commum  não  alteramos  a  igualda- 
de, pois  que  alteramos  igualmente  todos  os  termos  ,  e 
logo  ambcs  os  membros  da  equação  (  Numero  108  ) . 

Por  exemplo  >  qucira-fe  rcfolver  a  equação  y-  -h  fzz 
y-  -H  ~- ;  reduzindo  tudo  ao  denominador  le ,  teremos 

^  4-  ^  —  ^  H-  —-  i  fupprimindo  agora  he^  que  he  o 

mefmo  que  multiplicar  ambos  os  membros  por  be^  rc* 
fultará  aex  -h  ceb  z=l  bdx  -h/  j  donde  fe  tira  aex  —  bdx 

zz/  -bUytx:=.^^=^''l. . 

•^  '  ae  ^  Pd 

430  Taes  são  os  princípios  facillimos ,  qne  nos  con- 
duzem á  Iblução  de  todos  os  Problemas  do  primeiro 
gráo ,  onde  lia  huma  fó  incógnita :  antes  porém  que  tra- 
temos detta  folu(^o  ,  notaremos  novamente  >>  que  affim 
como  de  toda  a  proporção  a\bi\c\d  ^  k  tira  huma 

equa- 


oqua^o  ád^h  )  aílim  também  dç  qualquer  equai^o 
como  mn'::^pqy  fepóde  tirar  a  proporção  m:p::q\n\ 

e  aífim  também  das  equações  como  m  zz^^ít  tirão 

igualmente  proporções y  como  m-fi-q:»- 

^çiiêfio  dt  varias  Probkma^  d$  frimeiro  grão. 

'Da  Regra  4e  Companhia. 

431  /^  Uando  vários  companheiros  íè  unem  em 
\^  fociedade  ,  contribuindo  cada  hum  com 
hum  tanto,  para  fer  empregado  em  algum 
negocio  ,  fica  evidente,  que  os  ganhos,  ou  perdas  da- 
quella  negociação  devem  pertencer  a  todos ,  e  íèrem  por 
clles  diftribuidos  proporcionalmente  ás  fuás  entradas ,  e 
iao  tempo,  durante  o  qual  cxiftírao  em  íbciedade;  a  re- 
gra -de  companhia  tem  por  objeâo  eflfeéluar  a  dita  dif- 
tribuiçáo. 

43»  Divide-fe  porém  arçgra  de  companhia  cm  duas 
partes ,  das  quaes  a  primeiía  tem  por  obje(ílo  cffeCluar 
á  diftribuiçao  quando  os  companheiros  exiftírão  igual 
tempo  em  fociedade  j  c  a  fegunda  quando  o  tempo  hc 
diverlb :  por  ifto  á  primeira ,  e  mais  fácil  chamâo  Re- 

fra  de  Companhia  íimples ,  ou  fem  Tempo  >  e  4  íegun* 
a  Regra  de  Companhia  compofta ,  ou  com  tempo :  tra- 
tareinas  em  primeiro  lugar  daquqlla,  e  depois  dafegun- 

P  R  O  B  L  E  M  A    I. 

Tr^  negociantes  ajuntanio-íe  em  íbciedade  9  e  con- 
correrão para  hum  negocio  ,  o  prin^eiro  CQíga  100^ » o 
feguado  com  1^0 1  e  o  terceiío  com  15Q  i  ginhárão  74 
)Tioeda«í  quamo  <^ftas  pertence  a  cadii  Ititm? 
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Solução. 

Seja  X  o  que  pertence  ao  primeiro,  logo  fcgundo  o 
principio  da  regra  de  companhia  (Numero  431)  teime- 
mos 100 :  120 : :  a;  :  o  que  pertence  ao  fegundo,  que  fera 

""**  »  e  100 :  150 :ixi  .0 que  perteface  ao  terceiro,  que 


100 


fera  -p^i  mas  fendo  certo,  que  ô  primeiro  tem  x^  o 


100 

\90X  .  "^        IJO» 


fegundo  ^^^  ,  o  terceiro  '^^— ,  todos  ttçs  teráo  x  -h 


ttOX  ,         ICO  .IP 

_   —  -^  -^ — 

100  100 


y  ora  clles  todos  lucrarão  74  moedas,  lo- 
go a;  -i-  ^^^  -+-  — ^  =  74 :  reduzindo  ao  denomina- 


100 


dor  commum  icx)  ,  e  ífapprimindo-o  logo  para  maior 
fimpiicidadcj  teremos  icoaph- 120;^?+  150:^=7400, 

ou  370  a;  =  7400  y  donde  ^  =  -^^  =  20 :  logo  ao  pri- 
meiro pertencem  20  moedas,  e  por confequencia  aoiè- 
gundo  24,  e  ao  terceiro  30* 

Solução  geral. 

Se  rcpreíèntamos  por  a^b^c^  as  três  entradas;  por 
g ,  o  ganno  total  ;  c  por  x  a  paite  pertencente  ao  pri- 
meiro ,  teremos  igualmente,  é:i::x:  o  pertencente  ao 

fegundozz  — j  a  :  c  ::  x:  o  pertencente  ao  terceiro  = 
7^ i  e  logo  X  -h^  -^  ~  =gj  ou  ax-^íx-^cx  zz: 


0gy  ou  (tf  4-^-H^)  ^=àgy  donde  fetira  a-hi-i-ci 
g''ia:xi  mas  a  parte  do  fegundo  he  -p  ,  chamando* 

lhe  pois  j,  teremos  jr  =  í;^  =  i  X;:;^^ 


3X6  E  t-  E  M  E  N  T  .0"S 

e  logo  a-^b  -^cigwb.yy  chamando  agora  z  a  parte 
pertencente  ao  terceiro ,  teremos  ;z  =  ^  n  ^  x  i^zfjTc 

Das  ires  proporções  precedentes  conclue-íe  cm  ge- 
fal  »♦  que  para  dividir  hum  ganho  ,  ou  perda  propor- 
99  çionalmente  a  ceitas  entradas  ;  ou  mais  geralmente 
9)  para  dividir  hum  numero  em  partes  proporcionais  a 
99  outros  números  dados  i  deveremos  fazer  tantas  pro- 
99  porções  ,  quantas  forem  as  partes  em  que  fe  houver 

99  de  dividir  o  numero  propoílo  ;  neftas  fervirá  de  pri- 
»  meiro  termo  a  fomma  das  entradas ;  de  fegundo  o  ga- 
>5  nho,  ou  perda,  ou  em  geral  a  quantidade  que  fequer 
yy  diftribuir  J  e  de  terceiro  a  entradía ,  ou  numero  correC- 
í>  pondente  á  porção  que  pertendemos  determinar.  » 
Por  tanto ,  fe  agora  quizeíTemos  calcular  a  perda ,  que  de 

100  moedas  de  perda  total  pertencia  a  cada  hum  de 
dous  íbcios ,  que  tinhâo  entrado  para  hum  negocio  ,  o 
primeiro  com  looo  moedas,  e  o  fegundo  com  750;  di- 
rramos  1000  -h  7$o ,  ou  17JO  :  I03 : :  1000 :  a  parte  do 
primeiro  =  ^  >    'í7$o:  100: :  7^0:  a  paite  do  fegundo 

zny  i  e  acharíamos  ;v = 57*  -r  jj'  =  42*  -  . 

PROBLEMA    II. 

Três  focios  entrarão  para  hum  negocio ,  o  primeiro 
com  100  moedas  por  eípaço  de  dous  annos,  o  fegundo 
com  I5'0  por  hum  anno  e  oito  mezes,  e  o  terceiro  com 
240  por  hum  anno  fomente  :  ganharão  207  moedas  í 
quanto  pertence  a  cada  hum  ? 

Solução. 

« 

A  folução  defie.  problema  com  facilidade  ie  reduz  á 

do 
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do  precedente,  raciocinando  da  maneira  feguinte  :  100 
xnoedas  por  efpaço  de  2  annos ,  ou  24  mezes ,  devem  pro- 
duzir o  mefmo  que  24  X  100  moedas  em  i  mcz;  15*0 
em  20  mezes ,  o  mefmo  que  20  X 150  moedas  em  i  mez ; 
240  moedas  em  12  mezes,  o  mefmo  que  12X240  em 
I  mez  j  logo  tudo  lè  reduz  a  faber  quanto  de  207  moe- 
das de  lucro  total  pertence  ás  entradas  2400  ,  3000 » 
2880,  em  tempos  iguaes:  o  que  íeconlègue,  como  no 
problema  precedente,  por  meio  da$  tics  proporções  íc- 
guintes. 

8280  :  207  : :  2400  :  x  —  60* 
8280  :  207  : :  3000  :  y  zz  7^* 
8280  :  207  : :  2880  ;  z  =  72* 

55  Vè-fe  pois  claramente ,  que  nas  Regras  de  Com- 
y>  panhia  compoftas ,  contando  o  tempo  das  entradas  em 
»  unidades  da  mefma  cfpecie  ,  e  multiplicando  depois 
»  cada  entrada  pelo  numero  correfponclente  delias  uni- 
»  dades ,  ficaremos  reduzidos  á  regra  de  companhia  funr 
9y  pies,  ou  fem  tempo.  ^> 

Das  annuidades  y  ou  reversões  direStaSy  e  Jimplices» 

433     y^Hamaremos  aífim  aquellas  queftôes,  onde 
V^fe  trata  de  pôr  hum  certo  capital  a  hum 
juro. determinado  ,  devendo  tudo  fer  pago  em.pofç8es 
iguaes  no  fim  de  certas  épocas  de  igual  durado. 

PROBLEMA    I. 

Poz-íè  a  juro  de  y  por  100  o  capital  120  moedas; 
que  deve  reverter,  ou  voltar,  ou  fer  pago  cm  dous  ân- 
uos ^  dando  porções  iguaes  no  fim  de  cada  hum  anno  ? 


Vv  S(h 


jiS  Elementos 

Solução. 

Seja  X  o  que  íè  deve  dar  no  fim  do  primeiro  anno^ 
he  evidente,  que  então  as  120  moedas  cftao tiansíbrn^a*^ 
das  em  12Ó  ;  logo  dando  x  fica  a  vencer  juro  ^  duran- 
te ofegundo  anno,  a  quantia  126'—^,  que  a  razão  dt 

5-  por  100  da  '^^J7"^a  ^4^^  J"^^^  ^^  capital  116  — x 

refta  no  fim  do  fe^ndo  anno :  mas  o  pagamento  deve 
fer  feito  por  porções  iguacs  ,  e  foi  :v  o  que  lè  deo  no 

fim  do  primeiro  anno,  logo  faá  ^"^'^^^^'  =  Jc  >  ti- 
rando o  denominador  ^  e  multiplicando  ,  vem  126  X 
21  —  ^lx  =  20A;,  ou  j^ix  =  126  X2I  í  e  logo  x  = 

"^^^'  =  64*  ^ ,  que  lie  quanto  fç  deverá  dar  no  fim 
de  cada  hum  dos  dous  annos. 

P  R  O  B  L  E  M  A    11. 

^  Comosmefmos  dados  do  problema  precedente,  fe- 
ja  eíle  de  novo  refolvido,  fuppondo  que  os  pagamentos 
devem  íèr  feitos  de  6  em  6  mezes. 

Solução. 

Seja  X  o  que  iè  deve  dar  no  fim  dos  primeiros  6  me* 
zes^  itias  então  as  120  moedas  devem  eftar  em  1204- 

2  y  fuppondo  que  100  em  6  mezcs  vence  ^  \% 

por  tanto  de  120  h j^j— 1=^123,  diminuiremos  Xy 

€  teremos  iz^-^x  ^  que  nos  6  mezes  ièguintcs  rende-^ 

rá6 
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íáô  ^"^Zo      =  "^^*>  e  logo  no  fim  deftes  6  me- 
«s  teremos  ^"^"~    "t^ ,  donde  noramente  devemos  ti- 
rar  ;tf  ;  tiraado-o  ,  fcará  12L:^£L=lI1£. ^  capital,  que 

no  fim  dos  6  mezes  immcdiatos  eftará  emt'^^'^''^''*^^': 

40. 40        ' 

donde  tirando  x,  teremos  '»?>4i^  — «1-41 .  ^c— 4o^  x 


40^ 


que  no  fim  dos  últimos  6  mezes  eftá  cm 

íèr  igual  a  a;,  o  que  dá 

64000 ;cz:  123. 41'  —41'  ;v— 40. 41'  x  — 41.40*  x 
265'76ia;z=  8477283 

elogo         ^^3i»l¥M 

=  3i*ioX3ii«  -í^ 

Efte  fcgundo  Problema  faz  obfeivar,  que  em  ícme- 
Ihantes  reversões ,  tanto  menor  he  o  intervallo  dos  pa- 
gamentos ,  tanto  menor  também  he  o  defembolfo  de  di- 
nheiro da  parte  do  devedor ,  até  a  fatisfáçâo  da  divida  ^ 
o  que  melhor  lè  notará  na  feguintc 

Solução  gerah 

Seja  c  o  capital  pofto  a  juro;  d  o  intervallo  igual , 
que  deve  medear  entre  os  pagamentos  iguaes  ;  ^  o  va- 
lor de  cada  lium  deftes  pagamentos ;  h  o  numero  delles  i 
e  t  quanto  vence  100  no  intervallo  d. 

Teremos  ,  que  no  fim  do  primeiro  intervuUo  d  9  € 
Vv  ii  tem 
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tem  vencido  i^  ;  juro ,  que  fominado  com  o  capital  e 
^^  '^^'Tq^^^  >  donde  diminuindo  o  primeiro  pagamento 

y,fica^('°°^f]~'°^^  ,  capital,  que  no  fegundo  inter- 
vallo  d  vence  huma  quantia  y  a  qual  junta  ao  mefmo  ca-» 
pitaI,dá^^^"°-^^>'-"°"^^^^"^'^  donde  tirando  o  fc- 

100 

gundo  pagamento x , fica  ^f'°°+»^'^'°°'(-°°  +  *)-'<'°H 

IDO 

que  no  fim  do  terceiro  intcrvallo  d  chega  a 

f  (100,4-  ^)^  — loojcfioo  +  h)^  — 100^  3c  (100  -»"  ^)  .  ç  aflim 

100? 

por  diante,  de  modo  que  no  fim  do  numero  n  de  inter- 


V  r  (ioo  +  *r  — 100  a:  (100 -+.  í)**""  '  —  10 

vallos  y  teremos  <  / ,^«  _.  l^»  -2         ?    ,      •_  i;\« -  j 

J  (tooH— ^)  — '00 >  »r(ioo-4-»)        ' 


mas  efta  ultima  quantia  deve  equivaler  a  hum  pagamen- 

\f  (loo-h^)"  — roo5p(ioo-l-*)"""'-r-ioo^  « 
^Q^^^^SQ^=)(roo-^^)"--^~,oo?':.(roo^^>f-?-gcç> 

100" 

ou  iooA:(ioo-f-^)"^' ^-I0o*:vXIoo•4-^)''~''-H 
Ioo'  A?  (loo-f-í)'*"^  H-  &ç.  +ioo"  Ar  =  ^(ioo-H 
hy  ,  c  por  tanto 

tf(ioo-hM^ 


;c  =  <  »^^ 


fOO  (100  +>)""*'  +  100^   (100+    *)"~* 

100 J   (100  +  í)""  I  ^-  acc.  4-  roo" 


Formula  geral  ,  que  pôde  dar  as  foluçôes  de  todaj 
as  queftões  defte  género*  Applicando-a  ,  por  exemplo  , 


DE  Arithmetica  Univeksal*      331 

ao  primeiro  Problema ,  teremos  nz=i2yCz=:iio^hz=:^  ^ 
e  logo  a:  = --i20í-i!L^-64Íf . 

434  Para  maior  íimplicidade%  em  lugar  de  fuppôr 
ò  o  juro  de  100  no  tempo  d  ,  poderemos  fuppôr  /  o 
juro  de  i  no  mefmo  tempo,  e  então  virá 

435*  Se  em  lugar  de  íuppôr  iguaes  os  pagamentos 
no  fim  do  intervallo  de  tempo  dado ,  fuppuzeflemos  que 
cllcs  foílèm  fucceíTivamente  reprefentados  por  /,  w ,  ^ , 
Çy  r  dcc.u,  e  indagaflbmos  o  capital,  que  íè  devia  pôr 
a  juro  'y  então  raciocinando  por  hum  modo  análogo  ao 
precedente,  refulta  fuppondo  c  o  capital  pedida,  que  no 
fim  do  primeiro  tempo  d  fica  (n-  /)  r —  /,  no  hm  do 
fcgundo  c(i-hi)^  —  /(i-^i)  —  niy  no  fim  do  teixei- 
ro  r(i4-/)í  — /(i  -h/)^  —mil  ^i)  —  py  &c.  de 
modo  que  no  fim  do  numero  n  de  intervallos  teremos 
c^i-^-ty—  /(!-+-/)«— '—wCi-H/)"  — 2  —  /)  (1.4. 
iy — 3  —  &c.  — u  :  mas  no.  fim  de  todo  o  tempo  deve 
o  capital  ter  voltado  ,  ou  revertido  inteiramente  á  mão 
de  quem  o  cmpreftou  ;  logo  c (i  -H/)"  —  /(i-H/y-' 
—  w(i-^/)«— 2— /?(i4-/)«  — 5  ~&c.  — 1^  =  0  ,  e 
por  coníèquencia 

yrf-4-;)^~'4-mff^i)''""^-Hp(iH-i)''~i  +  gcc.+  tf 

Apfltcação  dos  mefmos  princípios  a  queJlSes 
de  outra  efpecie. 

436     T)  Ara  maior  exercício  rcfolvercmos  ainda  os 
X    feguintes  Problemas ,  que  não  deixaráò  de 
jQos  fer  uteiç. 

PRa 
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PROBLEMA    I. 

A  fomma  de  duas  quantidades  he  8o  ,  .1  fua  diffe- 
rcn^  8  y  quaes  ferão  eftas  duas  quantidades  ? 

Solução  I.*  . 

Seja  AT  a  maior;  como  ambas  fazem  80,  a  outra  íè- 
rá  80  —  X ;  mas  a  difFerença  das  duas  deve  fer  8  ,  logo 
:í:  — (80—  a:)  =  8,ou2A7  — 8on8,2;cz=88  ,a:zz44J 
aífim  a  maior  das  quantidades  fcrá  44 ,  e  a  menor  80  — 
44  0U36Í  com  ettèito  44-1-36  =  80,  C44—  36  =  8. 

Solução  2»* 

Seja  X  a  menor  quantidade,  como  adii&rença  delias 
deve  ler  8 ,  a  maior  fera  at-hS,  mas  ambas  fommadas 
devem  equivaler  a  80 ;  logo  iV  4-  ;c  -+-  8  =  86 ,  ou  2x  -H 
8  =  80,  2;c  =  8o  — 8=72,  e  ^^  =  36,  como  affima. 

Solução  geral. 

Seja  s  em  geral  a  fomma  de  quaefquer  duas  quan^ 
tidadcs ,  c  1/  a  ma  diflferença  :  para  achar  a  exprefsao , 
que  defigna  cada  liuma  das  quantidades,  fupporemos  a 
maior  igual  a;c,  logo  a  menor  fera  x —  rf,  mas  ambas 
devem  tater  j-,  logo  x-k-x-^  dzzs ^  c  por  tanto  xzzi 

—  j^—  1=-^  -H  — :   donde  fe  tira,  que  >>  dada  a  fom- 

j>  ma  s  de  duas  quantidades  ,  e  a  fua  difFcrença  d ,  acha- 
»  remos  fempre  a  maior  quantidade ,  fommando  meta- 
5>  de  da  fomma  s  com  metade  da  differença  d.  >y 

Quei'endo  agora  a  cxprefsão  dgebrica  da  quantida- 
de menor,  notemos,  que  eíla  vale  x —  rf,  ou-j  4-  — 

—  d=—  -f-  -^^  =— ;  logo   »  dada  a  fom- 

2  2  a  2  o 

9f  ma,  e  a  dilferença  de  quaefquer  duas  quantidades  ,  acha- 

99  re- 


l 
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79  ranos  a  itienor ,  tirando  metade  da  diflFerença  de  ine- 
»  tade  da  fomma  dada.  >' 

Notemos  bem  efta  vantagem  das  foluç6es  algébricas 
Ibbrc  as  arithmcticas ,  a  faber :  quando  aílima  achamos 
a  maior  quantidade  igual  a  44  ,  e  a  menor  a  36  ,  na- 
da nos  determina  hum  modo  geral ,  com  que  poíTamos 
refolver  as  outras  queíloes  homogéneas ;  iíto  he ,  refol- 
vcmos  íim  a  queílao ,  que  nos  foi  propofta ,  mas  da  fua 
relolução  immediata  não  concluímos  huma  regra  para  a 
Iblu^o  de  todas  as  outras  queílões  íèmelhantes  ,  pois 
uc  44  pôde  provir  ou  de  80  —  36 ,  ou  de  40  -4-  4 ,  ou 
e  4  X  1 1 ,  &c.  e  da  mefma  forte  36  :  não  fuccedeo  aílim 
na  íoluí^o  algébrica  ,  porque  os  caraderes  defta  Arithmeti- 
ca  univerfal  sao  as  letras  do  alfabeto ,  as  quaes  não  tendo 
cntieíi  relação  alguma  (como  acontece  aos  números)  nas 
operações,  onde  entrao  sao  fomente  modificadas ,  por  aílim 
dizer,  pela  natureza  da  queftão,  de  modo  que  achando 

—  4-  -  :r: ^ ,  e podendo  s  cd  reprcíèntar quaefquer nu- 

nicros ,  «não  ficamos  em  duvida ,  ^ue  todos  os  cafos  íè- 
melhantes ao  propoílo  ficão  rcfolvidos  ,  juntando  a  fc- 
mi*íbmma  com  aiemi-diíFerença  das  quantidades  conhe- 
cidas. Para  o  diante  teremos  lugar  cc  dar"  maior  pezo 
á  prdènte  nota. 

PROBLEMA    n^ 

Ha  duas  quantidades ,  das  quaes  a  menor  he  juíla- 
mente  metade  da  maior  ,  e  além  diílo  são  taes ,  que  íe 
década  huma  diminuímos  20,  a  menor  fica  igual  a  hum 
quarto  da  maior :  quaes  são  eftas  quantidades  ? 

Seja  X  a  menor  ;  como  éfta  he  metade  da  maior  ^ 
a  maior  &rá  %xi  ag(H:a  fe  de  cada  huma  tirarmos  20^ 

te- 
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teremos  ^  —  20 ,  ^x  —  20 ;  mas  neftc  cafo  a  menor  equi- 
vale a  ^  da  maior  ^  logo 

jc  —  20  =  ^  {zx  ~  20) 

donde  fe  tira 
^x  —jp  -=:  X  —10 
X  zz.  10 

Logo  a  menor  quantidade  he  30 ,  e  por  conícqiien- 
cia  a  maior  60 :  e  com  eífeito  ie  de  cada  huma  tiraíTe- 

mos  20,  ficaria  lo  640,  e  10  zz  -^  de  40. 

Solução  geral. 

437    Seja  a  menor  para  a  maior  no  eftado  prefente , 
como  in:n\  Q  diminuindo ,  ou  accrefcentando p  á  pri- 
meira 9  e  (7  á  ícgunda y  fiquem  como  r:s'y  íeja  mais  a 
'  menor  igual  a  x. 

Teremos  m:n::x:  ~  igual  á  maior,  logo  dimi- 
nuindo, ou  accrefcentando  as  quantidades  dadas  ,  tere- 
mos X  ^  p  y  ^-í"  í  >  *^^^  ^^^^  ^^^s  quantidades  de- 
vem eftar  entre  fi ,  como  r :  j ,  logo 

donde  fe  tira    sx^pszz'"^^'^^^''^  ^  ou 

tnsx  ^  mps  =  ftrx'^nírq 
tnsx^  ftrxzz:  :^mps'^mrq 


tns  —  Hr 


iP 
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iflo  he  no  cafo  de  &  diminuir  ^  teremos 

ms  ^^  nr" 

e  no  cafo  de  fe  augmentar,  teremos 

"""         ms  -^  nr 

exprefsóes  que  fó  difièrem  em  quanto  aosfinaes  dos  ter- 
mos onde  entrâo  as  quantidades  p  ^  t  q  y  que  no  pri- 
meiro caio  fc  diminuem  ^  e  no  tegundo  fe  augmentâo; 
ora  como  efta  diíFerença  dos  refmtados  provém  clara- 
mente da  differença  das  Jhrjrpothefes ,  e  aílim  deve  acon- 
tecer em  todos  os  cafos  íemclhantes ,  vê-íè  também  ou- 
tra vantagem  das  foluçôes  algébricas  íbbre  as  arithmeti- 
cas;  evem  afer,  que  tendo  rcíblvido  qualquer  queftao, 
como  a  propofta ,  onde  quantidades  como p^  ^  q  fcjâo 
tomadas  em  hum  certo  fentido ,  para  refolvei*  outra  quef- 
tao homogénea  ,  onde  eílas  quantidades  fejao  tomadas 
em  fentido  conti*ario ,  baftará  na  formula  sefultante  mu- 
dar o  final  ás  ditas  quantfdades  em  cada  hum  dos  ter- 
mos onde  ellas  cxiftirem ;  e  logo  a  foluçâo  algébrica  de 
huma  queftao  propofta  ,  não  fomente  refolve  todas  as 
queftòes  homologas ,  onde  as  quantidades  tem  a  mefma 
maneira  de  exiftir ,  mas  também  aqucllas ,  onde  eftas  quan- 
tidades mudem  de  maneira  de  exiftir,  relativamente  fal- 
lando  i  ifto  he ,  onde  íè  no  primeiro  cafo  cxiftião ,  ten- 
dendo por  exemplo  a  augmentar  o  valor  da  incógnita , 
exiftem  no  fegundo  tendendo  a  diminuir  o^mefmo  valor. 
438  Supponhamos  agora,  que  á  menor  quantidade 
X  nada  fe  devia  augmentar,  ou  diminuir  ;  então  tendo 

deta-minado  a  maior  ^  ,  uniriamos  a  efta  a  quantida- 
de it  4^,  e  tcriamos 

^  Xx  X 
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x:  —  -{^  á::r:s 
jji  —  -^ 

donde  refulta 

msxz=:fgrx±:m^ 
msx  —  nrx  z=:'^íHqr 

x  =  ..  — ^^^ 

Ora  efta  exprefsuo  fó  diffcre  da  precedente  em  lhe 
faltar  o  termo  que  incluía  o  facílor  p  j  e  com  effèito  de- 
vendo a  precedente  formula  dar  a  Ibluçío  da  queíEío 
enunciada ,  ouaefquer  que  forem  os  valores  das  quanti- 
dades que  neila  entrão ,  iílo  por  meio  da  íimples  fubftí- 
tuição  das  ditas  quantidades ,  claro  hc  y  que  náo  exiftin- 
do  agora  />  2  ou  fendo  ^  =0,  o  que  tiido  lie  o  mefmo, 

teríamos  •+:  fnpSy  ou  ±  wjX  p  ~Ú1  wx  X  o  =  o; 
logo  concluiremos  também  y  que  a  folução  algébrica  de 
huma  queílâo  de  qualquer  gen^o  ^  involvc  as  foluçôes 
de  todas  as  queftócs  daqueUe  roefmo  género ,  onde  não 
,  entrao  mais  quantidades  do  aue  na  propoíla  :  pois  qiiQ 
entrando  menos  obtereuios  facilmente  as  exprefsòes  al- 
gébricas y  que  as  refolvem  y  aniquilando  na  primeira  os 
termos  que  involvem  as  quantidades  aao  e]duej9tes  :  ajf» 
fim  fe  ^  foíTe  o ,  e  não  p ,  teriamoa 

"~"    w  X  —  nr 


PRO- 
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PROBLEMA    III. 
A   éí    C  ^    A    O    D 

439    ^oa^  CoiTeios  A  ^  C  partem  para  D ;  A  an- 
da 2  léguas  por  hora  ,  e  parte  y*  antes  de  Cj  C  anda 

z  1  légua  por  hora  }  a  diftancía  AC  dos  lugares  donde 

partem  he  24  léguas ;  a  diftancía  AC  cm  que  parâo  he 
de  huma  légua ,  antes  de  íe  encontrarem^  pergunta-fe^ 
Guantas  léguas  deve  ta*  andado  A  para  fatisfazer  as  con* 
aiçôes  da  queftao  ,  fabendo  mais  ,  que  A  pára  3^  de^ 
pois.  de  C 

Solução* 

Claro  efti ,  que  íe  pede  a  extensão  do  caminho  AA^  / 

fcja  p5is  A  A  =  ;p  de  léguas  ,  logo  AC'z=,  AA  -H  AC  ^ 

=  x-hi  ^z(Xfz=.AC -^  ACzziX-^-i  —  24  =  :v  — 23J 
mas  A  partio  5*^  anfes  deC,  eneftc  tempo  deve  ter  an- 
dado hum  certo  efpaço  Aa ,  cuja  extensão  conheceremos 
calculando  o  termo  quarto  da  proporção  íeguinte^  i^  : 
5*  : :  2'  :  Aa^io^  j  logo  teremos  aAzzi  AA—'  Am 
zzx  —  IO 9  ora  íè  nas  5**  de  av;in9o  A  chegou  a  ^,  te- 
mos que  os  dous  correios  partirão  ao  mefmo  tempo  hunfi 
de  ^,  e  outro  de  C,  mas  como  A  pára  3  horas  depois 
deC,  fe^je-fe,  que  quando  C  pára  em  CT ,  ainda  A  não 
tem  chegado  a  A! ,  antes  íc  acha  em  huma  pofiçío  a'y 
cuja  diftancía  zA  k  calcula  da  maneira  íègumte 

i*  :  3»  : :  a/  ..  6^  —  iií  A 

e  logo  cm  quanto  C  anda  o  caminho  COzzx—  23  ,  -4 
fó  anda  o olpzcp aa' = AA  —  Aa  — d  Azzx—  10  — 
6=jc-^  16;  refta  pois  faber,  querazão  devem  ter  en- 
tre fi  os  efpaços  ad  y  CX7  andados  nouidinO  tompo  pe- 
loi  dous  oorreios.     ' 

Xxu  Sup- 
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Supponhamos  b  o  numero  de  horas  que  cada  hum 
delles  gaftou  em  correr  os  ditos  efpaços ,  e  teremos  ^  que 
o  caminho  aa  deve  ler  achado  pela  proporção 
jA  .  ^A  ; .  ^/  . .  j^  —  2^.  j  eCC  pela  proporção 

lA:i&A::JÍ:CC=!ÍÍ-, 

logo  OS  dous  caminhos  ^^  ^  Ct7  eítamo  entre  íi  como 

2i&'  :  ~~ : :  2b  :  ^  : :  2  :  ■;  j  ifto he,  como  oscami- 

nhos  que  os  correios  andao  por  liora ,  caminhos  a  que 
chamaremos  velocidades  dos  correios  'yorzaa^zzix  —  16^ 

CC  =  Ar  — 23,logo;v—  i6:a?  —  231:2:  «1 ::  4  :  3, 

e  por  tanto  3;^  —  48  =  4V  —  92 

;if  =  44  legoas. 

Donde  fe  condue,  que  o  primeiro  correio  tem  feito 
44  léguas  de  marcha. 

Freira. 

Se  ás  44  léguas  diminuímos  10  léguas  ^  que  o  pri- 
meiro correio  andou  antes  do  fegundo  fe  pôr  em  mar- 
dia,  c  6  depois  que  efte  parou ,  teremos  28  ,  que  he  o 
numero  de  fcguas ,  que  andou  em  caminho  ,  quando  o 
jègundo  também  marchava  ^  mas  efte  fegundo  caminhou 
CC=AA-^AO  ^-4C=44+  i  -24  =  2i,logoref- 

fa ,  que  28  :  21 : 2 :  «l  : :  4 :  3  j  e  como  aflfím  acontece, 

cflá  com  efleito  refolvido  o  problema  enunciado. 

Solução  gerah 

Sejão  as  velocidades  dos  correios  A  c  C  reprelenid* 
das  por  ixí,  e  «i  a diítancia  JÍC  por^/;  jfC  por^;  b- 
OBumero  de  horas,  que^  parte  antes  de  (7^  cb'  as  que 

aa* 
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anda  depois  queC  deixa  de  andar;  feia  mais  AA'z=:x^ 
e  tudo  o  mais  o  meímo  que  no  problema  precedente. 

Ttr^mos  Aa  =  mb  y  a!  A'  =,tnbf  yCC  =  AA'  ^  A'C 
---AC^x-\-ã—ã^aJ  =  AA—Aa—a!A  —  x— 
mb  —  mb^  i  e  pois  que  os  efpaçbs  andados  no  mefmo 
tempo  são  propoixrionaes  ás  velocidades,  teremos 

X —  mb'—  tnbix-\-^  —d::m:H 
donde  fe  tira  nx  —  mnb  —  mnhf—mx  -^mâ  —  ntdy 
logo  nix  —  nxzumd — md'  —  fnnb  —  mnb^ 

md  —  md' -^  tnnb  —  mnb^ 

m  ^  n 
Formula  geral ,  qne  applicada  ao  problema  propof- 

to,  onde  m  =  2^  »=-|,i>rz:5,^'=3,rf=24,á'=i, 

dá 

2X24— ^Xi—2X-;Xí  — 2X^X5 

Xz:z  


2-i 

2 


48  — 2~iy~9 


=  2  (48  —26) 

=  2  X  22  r=  44    como  aflima. 

440  Fazendo  agora  ufo  dos  números  437,  ^  438> 
notaremos  quantas  queílôes  diveríàs  £cao  reiol vidas  jun- 
tamente com  a  propoAa. 

Supponhamos  i.^  que  osdous  coneios  parão  depois 
de  fe  encontrarem  i  então  o  caminho  ^X',  que  nocafo 

pro- 
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propofto  tendia  a  diminuir  a  jornada  AtAy  tende  a^o* 
ra  a  augánentaila  ,  logo  mudou  de  maneira  de  eximr, 
e  por  tanto  a  formula  que  refolve  efte  cafo  ht  x  z=i 

mi  -Ar  mi'  —  mnh  —  fH«A^ 

Supponhamos  %.^  que  os  correios  parao  no  Inftantc 
em  que  fe  encontrão  j  b*  cd*  deixarão  de  exiftir  y  e  por 

confequencia  a  formula  para  efte  cafo  he  ^  =  ~^J^. 

Supponhamos  3.**  que-^í  pára  quando  encontra  C  em 
O ,  mas  fem  que  por  ifto  o  encontro  fucccda  no  meímo 
inftante  cm  que  parão  ;  então  d  he  quem  fomente  dei- 
xou de  exiftir ,  e  a  formula  que  reíòlve  o  cafo  íed  x  ~ 

mi  *—  mnh  —  mnh' 

Supponhamos  4.^  que  parão  ^ao  mefmo  tempo ,  mas 
não  no  mefmo  logar  ,  nefte  caio  a  formula  ierá  x  = 

md  —  md'  — •  mnh 
m  — • « 

Supponhamos  y.*'  que'  partem  no  mefmo  inftante ,  a 
formula  fera  x  =  -^-f^^'  . 

Supponhamos  6.°  que  partem  ,  e  parao  no  mefmo 
inftante,  fera  então  a?  =  ~E^í  cfeneftamefmafup- 

pofição  parão  no  mefino  lugar,  he  xzn  ;^^* 

Supponhamos  7.°  que  C  parte  para  Ay  eA  paraC, 
então  o  caminho. que  C  anda  por  hora,  O'  qual  tendia 
antes  a  augmentar  o  valor  de*v,  agora  tenderá  a  dimi- 
nuillo ,  e  por  tanto  mudou  dò  maneira  de  exiftii*  ,  logo 
a  formula  fei4  xz^  f^-^rm' ^mnft^mnhf  ^ 

m  «^11 

Supponhamos  %.^  que  os  dous  correio»  parrião  no 

fen- 
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fentido  contrario ,  então  m  c  n  mudavão  de  maneira  de 

exiíhr ,  pelo  que  feria  x  =  —m—n  * 

Sapponhamos  9.^  que  C  partia  deC  para  Z),  mas  A 
em  fentido  contrario  ao  da  qucftao  ,   nefte  caio  deveria 

—  mã  •+*  mdf  "H  mnh  -^'  mnh^ 

fer  *=  — m—n  i  pois  que  w  muda  de 

maneira  de  exiftir  relativamente  aos  outros  elementos  da 
qucílão. 

Supponhamos  io.°  que  A  parte  b  de  horas  depois 

de  C,  e  teremos  x  zz IJnzz &c. 

Do  que  fica  feito  nas  10  fuppoíições  precedentes  >  po- 
de bem  dedu2Ír-fe  o  que  fe  deve  praticar  em  tedas  as 
mais  que  for  poífivel  imaginar  j  e  que  aílHs  íè  deixa  ver 
quanto  são  nUmerofas  :  he  por  ifto  que  as  pairaremos 
cm  íilcncio  ,  para  mais  depreíFa  procedermos  9  novas 
reflexões  igualmente  intcreílantes. 

441  Tirámos  a  nofla  formula  geral  ,  prefuppondo 
tacitamente  j  primeiro ,  que  a  qucftao  era  poflivel  j   fc- 

fundo ,  que  as  quantidades  nella  coníidcradas  exiftiao  em 
um  determinado  fentido. 

Com  eíFeito ,  a  queftão  reduzida  a  não  depender  das 
relações  numéricas  ,  que  nella  entrão  ,  fcmpre  fe  apre- 
fenta  poffivel  ,  e  affim  a  nofla  formula  fahe  fempre  de- 
baixo de  huma  fórma ,  que  como  tal  nos  ofFerece  a  fo- 
lu<po  da  queílão ;  pode  porém  acontecer ,  aue  a  folu(jSo 
feja  abfolutamente  impoflivel ,  como  quando  fe  requer, 
que  os  correios  partindo  no  mcfmo  fentido ,  e  de  luga- 
res divcrfos,  parem  nomefmo  inttantc,  e  no  mefmo  lu- 
gar ,  quando  o  primeiro  A  anda  tanto  como  o  fegur>- 
do  C:  a  formula  que  correíponde  aos  cafos  defte  géne- 
ro >  hc  «  =  m—n  y  como  vimos  ;   mas  fazendo  nella 

m 
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o  primeiro  correio  k  texiha  pofto  em  marcha  ,  como 
alià8  hc  fácil  ver. 

444    Sendo  porém  a  exprcfsao  refultantc  ^  =  ^  i  que 

deve  provir  de  outra  ^  como  ^=  j  ,  onde^  ei^emcoi>- 

fequetKÍa  de  íubftimii^  tcnhão  fido  reduzidos  a  ciira 
anCQS  de  praticar  a  divisão  >  notemos  ,  (]ue  derivando 

igualmente  xzn  ^  dç  ixzza^  c praticando  agora  a  fub- 

ftitui(^o,  fahiria  oX^=:o>ouo=o,  exprefsao  wA^ 
abfurda  >  logo  aqueftâo  que  nos  conduz  a  exprefs£es  da 

fórraa  jr=  ^  he  poflivel  i  c  para  detemiinarmos  qual 

grandeza  a  fatisfaz  y  notemos  hum  caíb  onde  iflo  deva 

acontecer :  feja  por  exemplo  x  =  f  ZLj'  >  ^^^  fuppon- 

do  a:z:h  fahc  a?  zz  -^  divisão  impoífivel;  mas  fe  prati- 
carmos a  di wsão  antes  da  fubftituiçSo,  teremos  x—a-{-à^ 
que  na  hypothefe  de  ^ — ^  dá  a?  ~  2^  =  lí  valor  deter^- 

9  2 

imnado :  Jfe  tiveflemos  xzn  T  ~.^  ,  que  no  cafo  de 

1  .      •     -  3  2 

^=—  i  fe  reduz  a  -ÍL-^iL-— -  ^  dividindo  primeiro 

teremos  xziía-r^  ^,  onde  fazendo  í= — ^^ fahiria ;i^rr 
—  2tf  ~^-  2Í :  femelhantemente  fe  cm  a  nofla  queftao 

<Íos  correios  tiveíTemos  íf=b'=íO.  c  A=- ,  viria. at  — 

^~^9  que  na  fuppofi<^  dcm^zn  fubílituiiido  antes 

de  dividir^  ài  xzi:  ^  i  mas  praticando  a  divisão  antes 

da  íubítitui^o ,  dí  xz:idy  qui&  íàtisfaz  a  queilâo  >  Ioga 

quando  encontrarmos  exprefsiics  dafórma;cz=-  ,  coa-^ 

duí^ 
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dtHTeinos  ,  que  a  qucMo  hc  poífive! ,  e  qiic  nós  inver- 
temos a  ordem  das  operações  ,  heceflaria  para  obter  a 
íua  íbluçâo;  iftohe,  que  fubftituíinos  primeiro ,  e  depois 
pertendemoí  dividir  quando  já  não  exifte  nem  dividen- 
do y  nem  divifor :  por  tanto  retrogradando ,  e  dividindo 
antes  de  fubftituir,  acharemos  a  foiu^o  verdadeira. 

He  pois  a  AIgd>ra  tal ,  que  nos  mefmos  rcfiiltados 
aonde  nos  conduz  y  inculca  íè  a  queftao  he ,  ou  nâo  pof- 
fivel;  e  íc  praticamos  com  acerto  as  operações  precifas, 
ou  íe  invertemos  a  ordem  ,  íègundo  a  qual  dcviao  fev 
feitas. 

445*  Tiramos  o  valor  de  x  na  hypothefe  de  que  A 
partia  para  2);  ora  he  claro,  que  feJí  pariiíTe  em  fen- 
tido  contrario  ao  dahypothèfc^  ;vnao  cahiria  de  A  pa- 
ra D  5  mas  (im  para  a  parte  oppofta  :  rcfolvendo  efte 
calb  dire»ílamcutc ,  acharemos 


m  ^-  n 


c  valendo-nos  do  que  fica  dito  em  a  fuppofiçío  9,^  do 
Numero  440,  teremos 


md^  —  md  -H  w«A  -4-  mnh^ 


valores  que  lodiffcrem  em  quanto  aolignal,  edosquaes 
o  íègunao  Jie  negativo  >  como  alias  deve  fer  em  confe- 
qucncia  do  expofto  cm  o  Numero  437  :  o  fegundo  hc 
negativo  i  por  quanto  agora  />íí,  elogo  md^mdy 
c  com  mais  forte  razão  md  -H  mnh  4-  mn^  >  me/ ,  o  que 
dá  poíuivo  o  numcrad»  do  valor  de  a;  i  o  feu  denomi- 
nador porém  he  negativo  >  temos  pois  x  negativo :  af* 
iim  vemos  novamente  ^  que  fe  o  remltado  deve  iâhir  tal 
como  o  imaginamos  ,  iahe  debaixo  da  fórma  pofitiva  i 
jaas  em  o  ifentido  deite  refukado ,  devendo  íer  diveríb  dq 

Yy  ii  que 
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que  fuppuzemos ,  fahe  negativo :  logo  temos  reciproca- 
menre  que  em  geral :  t»  Conforme  o  valor  da  incógnita 
99  faiiir  poílrivo,  ou  negativo  y  aíllm  efta  dcvciá  exilHr 
yf  no  íèntido  em  que  a  tomámos  ,  ou  no  fcntido  con- 
>>  trario.  >> 

446  Como  íahindo  negativo  o  valor  da  incógnita 
em  qualquôr  queftâo,  odaqucftao  contraria,  que  deve- 
ria diffcnr  fomente  nos  lignaes  (  Numero  437  )  feria  po- 
íitivo,  concluiremos,  que  hum  valor affim  negativo  moC- 
tra  fer  a  queftão  impoífivel  no  fornido  cm  que  a  trata- 
mos ,  e  poífivel  no  fcntido  oppofto. 

447  Na  formula  geral 

má  ^ss  mà^  —  fftnh  — »  mnh^ 


podemos ,  íuppondo  x  conhecido  ,  ir  determinar  qual- 
quer das  outras  quantidades^  por  exemplo  d^  cachare- 
mos 

j mx  —  «jc  -h  mtth  -^  mnh*  -|-  t»d' 


m 


que  fatisfará  á  queftâo ,  onde  fe  tratafle  de  aílignar  a  di& 
tancia ,  da  qual  os  correios  deviao  partir ,  para  que  de- 
pois de  ter  o  primeiro  andado  x  com  a  vdocidade  m^ 
tendo-fc  pofto  a  caminho  b  de  horas  antes  ,  e  parando 
i^  de  horas  depois  do  fegundo ,  a  quem  fuppuzemos  n 
de  velocidade ,  venhâo  ambos  a  parar  dUlantes  hum  do 
outro  a  quantidade  if. 

Ora  feinelhantemcnte  poderíamos  obrar  a  refpeito 
dad  outras  quantidades,  que  entrâo  na  formuk,  logo 

i.^  Mais  huma  razão,  para  que  a  mudança  doíignal 
em  x  defigne  a  fua  diíFercnte  maneira  de  exiitir. 

a.o  Huma  formula  algébrica  refolve ,  não  fó  as  queí^ 
toes  homologas  á  de  quem  fe  trata  ,  onde  não  entrem 
mais  quantidades  dadas  i  mas  também  refolve  outras  tart^ 

taa 
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tas  queftòes ,  quantas  são  as  ditas  quantidades  dadas  y  e 
com  cada  huma  deftas  queítóes  rcfolve  igualmente  todas 
as  fuás  homogéneas ,  onde  não  entre  maior  numero  de 
condições ;  de  modo  que  até  refolve  queftões  onde  nem 
he  pedida  ,  nem  dada  a  quantidade  y  que  íê  pede  na 
queilao  propofta^  o  que  fuccedaia^  por  exemplo  ^  em  o 
noíTo  calo  de 

j mx — nx  «V»  mnh  -4-  mnh'J^mà^ 

'  Hl 

quando  fímplesmente  fe  trataíTe  de  refolver  a  qucííao  Í€> 
guinte:  >>  Suppondo  çarado  o  correio  Ay  pergunta-fe, 
»  que  diftancia  deve  íeparar  os  dous  correios  jí  c  Cy 
»  para  que  efte  andan(K)  cm  marcha  Ã  -+-  A'  de  horas 
»  com  a  velocidade  fíy  fique  diílante  de^^  huma  quan- 
>9  tidadc  igual  a  ^  •  >9  Nefte  calo  ,  hy  tí  yU  mudão  de 
maneira  de  exiftir  ,  demais  a?  =  o,  w  =  o  i  x-zio  dá 

^-^!i±±j2±±J^-nh^n}í^ê!  y  onde  não  lia 

que  fazer  fubftituiçao  pelo  que  toca  a  wi  =  o  ,  o  que 
aliás  deve  fer  vifto  que  Ar  =  o  invoIvei»  =  o  j  mudan- 
do pois  os  fignaes  2í  n  y  h  ^  b'  y  teremos  a  tbrmula  que 
r^íolve  a  queltão 

448  Taes  são  as  reflexões ,  quç  por  agora  julgamos 
precifo  fazer  a  refpeito  das  foluções  dos  Problemas  do 
primeiro  gráo  a  huma  fó  incógnita :  por  tanto  daremos 
fim  a  efte  aíTumpto ,  propondo  as  queíltíes  feguintes ,  que 
fazemos  acompanhar  das  fuás  correfpondentes  refpoftas  y 
para  fervirem  de  comparação  ás  que  lhes  forem  dada^ 
pelos  noíTos  Leitores. 

Derão  já  2  horas  y  e  o  ponteiro  dos  minutos  eftá  íb- 
bre  o  das  horas :  quantos  minutos  terão  paflado  depois 

das  duas  horas  ?  lo'  ~  •  ^^^ 


34S  Elemshtos 

Três  cnufíis  r' ,  r'' ,  d''  produzem  fcparadas  os  eflfei* 
tos  correfpondentes  £',  E\  E"^  nos  tempos  T  ,  T'', 
T*' ;  em  que  tempo  aftuando  juntas  produziráó  o  etibi* 
to  £  ?  em 

2-= f. 

■57  "^  Ív7  "^  'J77/ 

Comprei  huns  covados  de  panno  a  14000  reis  por 
cada  5  covados  ,  vendi  cada  7  covados  do  meimo  pàn-' 
no  a  22400  reis ,  ganhei  ao  todo  40000  reis  \  quantos 
erão  os  covados  ?  100. 

Compraruo-íè  huns  leques  por  tal  preço  ^  que  tanto 
he  oexceíTo  de  quatro  íbbre  12000  reis,  como  o  de  três 
íbbrc  huma  moeda  :  quanto  cuítou  cack  leque  ?  7200 
reis. 

Vendêrâo-le  varias  fazendas  por  hum  numero  de  moe- 
das tal  y  que  fe  primeiro  lhe  tiramos  metade  ,  depois 

Y  do  refto,  depois  ^  do  que  ficar,  depois  ^  do  novo 

refto  ,  e  ultimamente  20  ,  acha-fe  ^inda  100  moedas : 
quantas  crao  eftas  moedas  ?  600. 

A  certo  OíEcial  bom  da  vão  1200  reis  de  jornal, 
com  tanto  porém ,  que  nos  dias  em  que  nao  trabalhaílê 
perderia  200  reis  \  no  fim  de  toda  a  obra ,  que  durou 
37  dias  9  dcviâo-íè-lhp  tão  fomente  2400  reis  :  -quantos 
dias  trabalhou?  7. 

Advertência. 

Daqui  por  diante  eícreveremos  algumas  vezes  as  er- 
preís6es  diviibiias  debaixo  da  fórma  de  razoes  geomé- 
tricas, por  nos  parecer  aífim  mais  commodoi  e  por  tan- 
to ás  formulas ,  como 
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j  y  fubftituiranos  eftas  a:k 
1+1     .     p    -    (/t-hi'):e, ou  a-{-i:c 

g-^7^,  g>-irb'd+e,wg-hib:4-he) 

f-^ilT  /-(r.sy  &c. 

Das  EquafSes  d^  primeiro  gr  do  ^  que  invohem  dvaSy 
ou  méis  incógnitas. 

j^^  /^  Ualquer  cqua<^o  do  primeiro  gráo  a  duas 
\^  incógnitas ,  pôde  fer  reprefentada  pela  fe- 
^^  guinte  ax  -^  by  =.  c\  pois  que  todos  os 
termos  onde  houver  x  podem  re^uzir-íe  ahum,  onde  o 
coefficiente  dcGgnado  aqui  por  a  ,  fcja  a  fomma  algé- 
brica de  todos  os  coetiiçlentes ,  inteiros ,  ou  fraccionarios » 
racionacs  ,  ou  írracionaes  ,  que  multiplicao  x  em  cada 
bum  dos  ditos  termos  j  o  mefmo  fe  pôde  fazer  a  refpei- 
to  dej^i  e  em  fim,  todas  as  quantidades  conhecidas  po- 
dem imaginar-fc  como  hum  todo  igual  á  fua  fomma  y 
efcr  cfte  defignado  por^:  para  exemplo  tome-fe  a  equa- 
ção mx-^-y^  x\J n—  ^  '^hzzik'  -^^ X ^  e^ y ,  t^^ 
equajão.  reduz-fe  á  propofta  aX'i-íy=Cy  &zendo  azz 

4JO  Vifto  pois  que  toda  a  equa^o  do  primeiro  gráo 
a  duas  incógnitas  ,  pôde  íèr  repreientada  por  h^ma^da 
jôrma  ax-^-èyzzc  ^  trataremos  de  ver  como  deíla  ,  e 
da  feguinte  ^ x  -^  Vy  =V  pôde  facil«içme,dedu2ir-fe 
o  valor,  tanto  de ^  como  de  jr. 

4f  I    Tomando  primebfo  .em .cada  equação  o  valor 

de 


gjo  Elementos 

de  huma  das  incógnitas,  como  fe  tedo  orefto  foíTc  co- 
nhecido ,  eftes  dous  valoreis  ,  que  reprefentão  a  mefma 
miantidade  x^  ®^7>  ainda  que  debaixa  de  hum  véo  diP- 
terente ,  deverão  ler  iguaes  entre  li ;  igualando-os  pois , 
teremos  huma  equação  ,  que  {6  conterá  huma  incógni- 
ta ,  a  qual  por  confequçncia  reíolveremos  facilmente ,  c 
por  tanto  acharemos  áíllm  o  valor  defta  fegunJa  incó- 
gnita :  fubftituindò  immediatamcnte  efte  valor  em  qual- 
3uer  dos  dons  valores  da  primeira  incógnita  ,  faremos 
cfappareccr  defte  todo  a  porçlo  defconhecida ,  que  nel- 
le  íê  contém  *•,  c  logo  ficará  conhecida  também  a  meC- 
ma  primeira  incógnita  ,  com  o  que  teremos  obtido  o 
procurado. 

Ora  k.áQ  ax-\rby=zc  tiramos  por  exemplo  o  va- 

lorde  Xy  virá  xz=,  ^-——\  da  kffànáz  a'  x-^  b' yz=Lc' 

refultará;c=  'ÍZ^  i  logo  '~^=  í:^,  ou  a'c- 
^íby-zzad  —ab'y^  o\xaVy  ^^íby-ziad  —  iiV,  dondefe 

SubíUtuindo  sgora  na  exprefsão  xzz:  ^^=^,  em  lu- 
gar  do  jr ,  o  feu  valor  achado,  teremos  x—, ^^'""^^ 

'"_  éiàf  —  it'^         mVc  —  a'hc  —  itiçi  -4-  gfhc   nVc  —  atçi  _ 

—  a  —  a{aV  —  «'*)  —  « (ab'  ^a'k)  — 

0bt—a'k   • 

Teremos  pois  determinado  os  valores  á^x  ty  como  fe 
pcrtendia. 

451  Podemos  também  determinar  eftes  mefmos  va- 
lores  por  hum  methodo,  que  chamaremos  doscoefficitfh 
tês  recíprocos  \  coofifie  em  reduzir  qualquer  das  incogni* 

tas 
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tas  a  ter  o  inefmo  coefficiente,  para  o  que,  epara  con- 
lèrvar  as  equações ,  deveremos  multiplicar  os  deus  mem- 
bros de  cada  huma  deitas  pelo  coefficiente  da  incógnita 
na  outra  :  por  exemplo ,  querendo  reduzir  x  ao  mclino 
coeíEciente  ,  multiplicaremos  os  dous  membros  da  pri- 
meira equação  por  ^ ,  e  os  da  fcgunda  por  a  y  o  que 
nos  deve  dar 

a'  ax'^a!byz=.a!c 

aa!xr\-ab'yz:iad 

agora  fe  diminuirmos  os  dous  membros  da  primeira  equa- 
ção 5  dos  dous  membros  da  íègunda ,  os  reftos  deverd6 
ficar  iguaes  ,  pois  que  tiramos  quantidades  iguacs  de 
quantidades  iguaes  ;  e  como  o  x  lem  o  mcímo  coeffi- 
ciente cm  ambas  ,  a  equação  refultante  ab^y  —  a'by  zz. 
ad  —  a'c  y  íõ  terá  j  de  mcognito,  e  logo  relliltará  yzn 

itçf  —  a^c 

ab'  — <i'^  * 

Para  termos  também  porefte  methodo  o  valor  de;^^, 
reduziremos  y  a  ter  igual  coefficiente ,  o  que  dará  b^ax 
H-  b'by  =.  b^c ,  ba^x  -H  bb*y  zz  b<f  ;  diminuindo  agora  os 
dous  membros  da  fegunda  equação  dos  ieus  correfpon- 
dcntes  na  primeira  >  teremos  ab^x  —  a'bx  =  b^c  —  b(f\ 

donde  refulta  X—  J^ÍZ^jí  ♦ 

45*3  Poderenws  ainda  obter  os  valores  de  ;c  e  j  por 
hum  terceiro  methodo,  a  que  chamão  methodo  dasind^^ 
terminadas  ^  porque  nelle  íè  empregao  certas  quantida- 
des ,  que  depois  fe  detcrminão  fegundo  os  fins  a  que 
são  dirigidas. 

Confifte  em  multiplicar  os  dous  membros  de  qual- 
quer das  duas  equações  por  huma  indeterminada  m  yO 
que  lhe  nao  altera  a  igualdade  \  fazendo-o  na  fegunda  ^ 
teremos  a*mx  4-  Vmy  zz  me' ;  fommando  agora  os  aiem- 
bros  homólogos  das  duas  ec^ações  ^  teremos  (a  -H  a^m) 
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;^  4-  (^  +.  yrn)y  -zic-^dmx  agora  fe  queremos  o  valor 
de  X  ^  vifto  que  w  pode  ter  o  valor  que  bem  quizermos , 
damos-Ihe  hum  que  faça  b  +■  ^m  zr  o ,  em  cujo  cafo  a 
equação  fe  reduz  a  {a -\- a!ní)  xinc -^r  dm  ,  donde  fa- 
cilmente fe  tira  o  valor  de  x\  ora  dc^-4-^w  zzo  tira- 

k  m='^j  logo  teremos  (a—''^)x  =  c—jT'y redu- 
zindo ao  mefmo  denominador , vem (^^' —  a'ò)  xzzlVc 
—  y ,  donde  x  —  ^p^pj . 

Querendo  porém  o  valor  de  y  ,  faremos  que  m  te- 
nha o  valor  necelTario ,  para  que  a  4-  (íni  =  o  ,  a  fim 
de  que  a  equação  primaria  fe  reduza  á  feguinte  (^  -4- 
b'm)y=.c-\'c'my  onde  não  haja  de  incógnito  mais  do 

que  jr:  mas  para  fer  a-^ra^m^o^  deve  m  z=:  —  j,  , 

logo  fubftituindo  ,  teremos  {b  —  7/)^^  =  ^— ttj  ^^ 

(tf'í  —  ab^)y  =z  ^zV  —  ac'  j  mudando  o  fignal  a  ambos  os 
membros,  íahe  {ab' — a'b)y=.ad  —  afc y  donde  j^  = 

ac'  —  giç 
ab'  —  a'if  • 

4^4  Qualquer  dos  três  methódos  precedentes  pôde 
fer  igualmente  empregado  na  determinação  dos  valores 
das  incógnitas  ,  quando  alfim  cilas ,  como  as  equações 
são  mais  de  duas  :  cada  hum  tem  vantagens  ,  que  lhe 
são  próprias  ;  antes  porém  que  continuamos  a  lua  ap- 
plicação  d  reíbkição  das  equações  ,  faremos  fobre  os 
precedentes  reliiltados  algumas  notas  dirigidas  a  íimpli- 
jBcar  mais  a  mefma  applicaçao. 

45-5     Se  comparamos  as  duas  expreísões  x rr  ^J^.Z.l^ , 

y  zz  "lyTZâfb  »  notamos  logo  a  perfeita  igualdade  dos 

fcus  denominadores ,  e  por  tanto  achado  cftc  para  huma 
delias,  fica  determinado  paia  a  outra.  Se 
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Se  agora  difpomos  as  mefmas  exprefsóes  do  modo 
feguinre  x  =  ^^^  y  -  ~;;ij;.f '  >  notamos  tam- 
bém, que  os  feus  numeradores  differcm  nos  fignaes  ,  e 
cm  que  no  fegundo  a'  e  a  coefEcientes  de;c  tem  amcf- 
ma  DQÍiçao,  que  ^  cè  coefEcientes  dejy  no  primeiro. 

í-ogo  lerá  lempre  fácil ,  achado  o  valor  de  iiuma  das 
incógnitas ,  determinar  o  da  outra ,  pois  nada  precilare- 
mos  mais  do  que  mudar  os  fignaes  -aos  termos  do  nume- 
rador ,  e  trocar  neftes  mefmoá  termos  os  coefEcientes 
das  duas  incógnitas  em  cada  equação  i  quero  dizer ,  no 

noflb  exemplo  achado  xzz  ^p^^y^,  para  determinar  j 

principiaremos  mudando  os  fignaes  ao  numerador  ,  p 

que  nos  dará  -"jjrí^V  i   depois  vendo  que  cm  —  l/Cy 

1/  he  o  coeíEciente  de  y  na  íegunda  equação  ,  trocallo- 
hcmos  com  i^  coefEciente  de  x  nefta  mefma  equação, 

do  que  refulta  ^^/Jl^f/^    i   finalmente  no  termo  è(/  ^ 
trocaremos  ^  em  ^7 ,  e  tei-emos  y  n:  ""J'll^^/  (  i  )  • 

456    Comparando  agora  a  exprefsão  x  n  ^iZI^v^ 

com  as  duas  equações  primitivas  ax -h  iy  zz  c  ^  a^x -{- 
^  b^yzzc'  y  notaremos  hum  modo  facil  para  deduzir  o  va- 
lor de:v  immédiatamente  das  duas  equacjões  dadas  :  pois 
que  o  íèu  numerador  ficará  formado  ,  multiplicando  o 
legundo  membro  da  primeira  equação  pelo  coeíEciente 
Zz  ii de 

(  1  )  As  propriedades  mencionadas  ncfte  numero  poder  ião  dedu- 
zir*re  também  da  reflexão  feguinte  »  a  faber  »  que  os  valores  de  » 
c  y  tirados  das  equsções  dadis  •  devem  ter  fomente  a  diíferença, 
€fit  provem  ,  por  aíTim  dizer »  da  fua  diíferença  relativa  nas  mefmas 
equações  :  e  logo  achado  qualquer  delies  baftará  para  ter  o  outio» 
jjHidtr-lhâ  o  «  em  i  o  «'  em  ^'>  c  reciprocamente. 
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âcy  na  íegunda  caua^âo  ;  c  multiplicando  também  o 
fcgundo  membro  aa  Icgunda  equaçío  pelo  coeflicientc 
de  y  na  primeira  j  e  em  fim  trocando  o  fignal  a  hum  dos 
produtlos :  ora  o  denominador  dei  iva-fe  do  numerador , 
trocando  em  cada  hum  dos  íèus  termos  o  ícgundo  mem- 
bio  das  equações  primarias,  que  nelle  fe  contém,  pelo 
coefficienre  da  incógnita  ,  que  fe  pcrtende  determinar, 
na  mefma  equação :  logo  fe  nos  perguntarem  qual  he  o 
valor  de  ^^9  que  fatisfaz  ás  duas  equações 

4x  -{-  iy=  iB 
Sx^  7y  =  i9 

diremos  que  he  x  = 3= —  —  =  3 

f  •  I —  4.7       1$ —  «s      *i 

e  o  de  y  fera  y  = = =  — '  =  i 

f    .    } —   4-7  iJ-28         i| 

com  effeito  4X3-1-3X2=  18, 5'X3-t-7X2  =  29. 

457  Se  as  equações  foliem  4V—  jy=zá,  y^  —  7Jí 

n  29 ,  deveríamos  ter  aí  = = zz 

j.  —  $—4.7        —  ij  —  2S 

—  =3,  cy  —  = =  —  =  2. 

41  -  "5  —  28  ^— ^'  4? 

458  Paflemos  agora  á  folucão  das  equações  a'x  -H 
i'y'hc'z=d',  af'x-^í'fy+-c'iz  =  d\  a"'x^b'y  -+- 
c^''z  =  d'^'  ,  ufando  para  maior  facilidade  do  mcihodo 
das  indeterminadas. 

Multiplicaremos  os  dous  membros  da  fcgunda  equa- 
ção por  m ,  e  os  da  terceira  por  n ;  depois  fommando , 
e  reduzindo ,  teremos  (a'  4-  a^^m  -h  4'"/^)  jc -H  ( ^'  -h  l^^m 
-h  l'''n )  y  -H  (c'  -H  c''m  -H 1:"'» )  c  =  //'  -f-  d''m  H  íí"'/fi 
querendo  x  ,  faremos  que  niy  c  n  tenhao  taes  valores , 

que 
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que  fejão  í^  +•  í" wi  4- b'" «  =  o  ,  e  f '  -t- í " ;«  -h  c'" n^ 

=0,  de  que  refulta  (/?'-!- tf" /fi-h  tf '";^)  x  =  d^  -{-d^m 
-t-^"'»;  ora  das  duas  equações  precedentes  tira-fe  mzz 

do,  teremos Q tf  -H  ,  g^/^///_^i/;^^>/  -^  _c//^^//,^^/^///  ^ 

xzzd^-i ^-:nF>''/Tip-7r'/ ,  reduzin- 
do ao  mefmo  denominador ,  vem  (—  tf'  c"  6'"  -h  tf '  í ''  c"' 
H-tf"r'^"'- tf"^'f"'-l-tf'"^'r"  -  tf'V^")  ;cz=  -^'t" 

tf'^'',  donde  fâhc 

X  — ^ 

He  evidente ,  que  nefte  valor  de  x  ,  aífim  como  no 
Cjuc  tiramos  das  equações  precedentes  ,  o  denominador 
íe  obtém  por  meio  do  numerador,  trocando  em  cada  ter- 
mo o  (ègurido  membro  de  cada  equação  propofta  pelo 
cocfficientc  de  x  na  mefma.  equação  ;  porém  para  for- 
mar o  numerador  logo  á  vifta  das  equações ,  notemos , 
que  d* ,  fegundo  membro  da  primeira ,  he  multiplicado 
por  —  f"^'"-+-^"r'",  ilto  he,  pelo  produfto  docoeffi- 
cientc  dejf  na  íègunda ,  e  de  ís  na  terceira ,  menos  o  pro- 
duflo  do  coeHic  ente  ácy  na  terceira  equação ,  e  do  coef- 
ficiente  de  z  na  fegjnda  j  que  J"  fegundo  membro  da 
fegunda  equação ,  efti  multiplicado  pelo  produclo  dos 
coeScientes  de  y  na  terceira ,  e  de  2>  na  primeira ,  me- 
nos o  produdlo  dos  coefficientes  de  y  na  primeira  ,  e  z 
na  terceira  i  e  cm  fim  ,  que  rf"'  fegundo  membro  da  ter- 
ceira equação,  eítá  multiplicado  pelo  produclo  doscoeíE- 
cicntes  de  y  na  primeira,  e  de  2;  na  fegunda  ^  menos  o 
produfto  dos  coefficientes  de^  na  Íègunda,  es  napri- 
mciía :  alfim  querendo  o  valor  de  x  nas  equações 

10 


jyó  Elementos 

8;tf-l-7jr-h925zz47 
3Ar-f-4^-t-    z—iS 

teremos  A?  =  4^(-4.9-4^7.0-í>47(4.^^M)-H»(s.9-7.^) 
10  (—4.9-4-7.0-1-  8(4.2—5.0^   5(5«9— 7-2) 

—  4^  (~  ?<^  +-  7)  +  47  (8  —  5)  -h  18  (4^  —  14) 
^'o(— }6  4-7)-h  H^—i)  +  J(4$— 14) 

^'-'4>.29H-47'?HriS.?i 
—  10.294-  «•?-+-   J-$« 

^  ^_ — i2i8-f-i4i-+-5$8 

-    290 -i-    24-t-    9J 

=  3 

45*9    Servindo-nos  do  que  fica  dito  em  o  numero 
4SS  >  teremos ,  que  os  valores  de^,  e  a  ferão 

d'af'h"* —  d'h'*a**f^d'fa^''h' d^^a^h*'^  ^d"*a'h" d"'a"V 

ZZIZ i'- . — — — . 

Poderíamos  demonftrar ,  que  eftes  mefmos  valores  de 
jljezk  deverião  aflím  deduzir  do  de  a?  j  porque  fe  x 
eftiveíTe  no  lugar  ou  de  jy  ,  ou  de  z  ,  os  valores  defta? 
três  incógnitas  dcvião  paíTar  a  fer  o  de  a?  ,  c  reciproca- 
mente ,  como  já  fica  refleftido  em  a  nota  do  numera 
455  i  dando  porém  a  obfervajão  do  reMtado  algebri-^ 

CQ 
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CO  por  prova  baftante,  e  paíTando  a  applicar  ás  equa« 
çôes  numéricas  propoíhs ,  acharemos  íer 

^  _  4a(?.9  —  8.i)  -♦►47(«o-' — ^.2)^ii(%.2  ^  10,9) 


— '7> 

42.19 

1-4-47*  4 +iS. 

—  74 

'7> 

zr 

79S-t-i8l— ina 
—  '71 

:3 

17} 

= 

1 

4^(8- 

-4—?. 7) -4- 47 

(>-5  -  !• 

.4)^i«(ro. 

.7-8. 

lil 

~ 

—  I7J 

=^ 

46a- 

•  II7Ç+.J40 
— '7J 

Z2 

»75 
'7J 

zz 

I 

' 

460  Das  três  equações  numéricas  precedentes  pode- 
ríamos igualmente  deduzir  os  valores  das  três  incógni- 
tas ,  pelo  methodò  dos  coefficientes  recíprocos  ,  multi- 
plicando os  dòus  membros  de  cada  equação  pela  quan- 
tidade que  na  mefma  equação  deve.  multiplicar  o  coeffi- 
cicnte  (ía  incógnita ,  qiie  pertendemos  reduzir  ao  meímo 
coefficiente ;  quantidaae  que  íe  determina  bem ,  reputan- 
do os  coefficientes  denominadores,  e  que  íe  trata  dere* 
duzir  ao  mefmo  denominador  :  aflim  nas  três  equações 
ditas  ,  reduzindo  z  ao  meíino  coefficiente  ,  por  fer  «a 

in- 
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incógnita  que  pode  ter  hum  coeíiiciente  commum  mais 
fimples^  teremos 

90  a: -f-4jrjy-+- 18^11:378 

l6A?-Hi4jy-+-i8)S=z:   94 

S^X-h-  yzy  -ir  18  2i=:  324 

diminuindo  agora  a  fegunda  ecjuação  da  terceira,  c  efta 
da  primeira ,  para  que  os  coefficientes  refultantcs  das  in- 
cógnitas fejão  os  menores  pofliveis  ;i  teremos 

38^-h58jy  =  23o 
36^:  — 27^=   54 

Deílas  duas  equações  a  primeira  reduz-íè  ^  içx-i- 
2^y  zr  I  ij"  5  e  a  fegunda  slj^x—  ^yz:i6'^  reduzindo  ago- 
ra j  ao  mefmo  coefficientej,  virá 

19.3  a; 4- 29.  3jf=ir5'.3 
4.29A?  — 29.3^^=   29.6 

fommando ,  porque  os  termos  onde  eftá  y  tem  fignal  di* 
yerfo ,  fahe 

(19. 14- 4. 29)^=1 15'. 3 4- 29  .6 

(57  4- 1 16)  a:=  345  4- 174 

X73  x  =  si9 

A?  =  3 

Introduzindo  agora  por  x  o  feu  valor  3  na  equac^^ 
4*  — '  3J  =  6,  teremos  3jf  =  4.  3  —  6  =  6  ,  e  logo 
y  =  2. 

Finalmente ,  na equa^o  3*4-4_y4-z=i8,  fubíli- 
tuindo  por.;c,  e^  os  feus  valores  calculados,  acharía- 
mos ZZZI. 

461  Neftas  mefmas  equações  poderíamos  tamben^ 
tirar  primeiro  os  valores  dehiuna  incógnita^  porexen^i 

pio 
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pio  X  j  como  fe  todo  o  refto  fbíTe  conhecido  ;  depois 
Igualando  hum  deftes  valores  a  cada  hum  dos  outros , 
ncariamos  rcduzidos  a  duas  equações  cpni  duas  incógni- 
tas y  c^wc  refolveríamos ,  como  já  fica  dito. 

Sgâo ,  por  exemplo ,  dadas  as  meílnas  três  equações , 
tirando  de  cada  huma  o  valor  de  z  y  teremos  !•<>£»  = 

4a-rox^<y    ,  2.0i5=  1I=1£I11Z. ,   3.0^-18- 

3^—  4y  i  igualando  o  3.®  valor  a  cada  hum  dos  our 
tros,  refulta 


^í-6x-8>=42-iox-5yi)  162—  17JC-  5<5y=47-8jc-7y 
4X-yf=6  »  ipx4-2py=ii5 

Tirando  agora  de  cada  huma  deíbs  equaçòes  o  va<- 
lor  de  X,  ycmxzz  i±i^,  ex=  111:^, logo t±}l 

_ri5  ■j-^gyy^  Qu  1144-5-7^  =  460—  ii6jf>  donde  fe 

tira  173^^  =  346;  e^zz2  :  entrando  pois  com  efte  va- 
lor dejy  na  equação  ^x —  ^y  —  6j  teremos  4^11? —  6  = 
6,  ou  x  =  ^j  ultimapiente  lubftituindo  os  valores  de  x 
ey  na  eauação  25=18—  ^x—  41^5  tiraremos  zzzi, 
461  Havendo  maioi*  numero  de  equações ,  e  de  in- 
cógnitas ,  poderemos  igualmente  extrahir  de  cada  equa- 
ção o  valor  de  huma  mcAna  incógnita ,  como  fe  tudo  o 
mais  fofle  conhecido  ;  eftes  valores  igualados  entre  fi , 
rcduzirião  o  numero  das  incógnitas  ,  e  o  das  equações 
a  hum  de  menos;  praticando  o  mefmo  comeftas  novas 
equações  ,  eliminaremos  da  mefma  forte  outra  incógni- 
ta, e  outra  equação;  e continuando, viremos  ater  final- 
mente huma  equa^o  com  huma  incógnita ,  donde  tira-^ 
remos  o  valor  deita  incógnita  :  depois  iretrocedendo ,  e 

Âaa  fub- 
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jTubftituindo  fucceflivaiDenre  ^  vireinos  a  ter  os  valores  de 
.todaç  as  incogaUas, 

4^3  Sç  çm  digamos  das  equações  jiâo  entrarem  toa- 
das as  incógnitas ,  a  foiução  (eni  mais  breve,  e  ícprâ* 
ricarú  por  hum  pipdp  análogo  90  íeguinte. 

5eJ40  as  e(juaj0çs  ^  4-_y  :=;: 7 ,  jií  —  ;i2;=  16  ,  3J^ -h 
2Srv  II ,  tirando  ;v  da  prinoeira,  e  fegunda  ,  e  igualan^ 
do,  teremos 7  —  jr  =  (iií-+- 225):  y  ,  ou  35  —  5:^  =  16 
•-H2JS;  mas  também  3j^-+-5ír::ii  j  logo  tirando  z  de 
ambas,  virá  zz=:(i^—  çy):  2,  ejs=:ii  —  3^  i  por 
confcquencia  (19—  $  y)  -  2=  xi  —  Sy  y  ou  19  —  5J^ 
=  22  — 6jr,  ç  jr  =  3}  mas  j5=ii—  JÇVjlogoszzZi 
em  fim  xzzy—yznj^. 

46 j\.  DiíTemoji  como  feodo  huma  a  equaçáo,  e  a  in- 
cógnita ,  deveríamos  do  refultado  deduzir  a  impoíEbili- 
dade ,  ou  pollibilidade  de  qualquer  Problema  propofto  i 
quando  são  mais  as  incógnitas ,  accrefi:e  mais  num  cara 
aer  de  imppíQbilidadc ,  e  he  fahirem  humas  incógnitas 
pqíltivas,  e  outras  negativas,  quando  todas  devem  fer 
tomadas  em  hum  mefmo  lèntido  ;  pois  que  na  queftão 
contraria  as  pofitivas  fahirâo  hegativas  ^  e  reciprocamen- 
te havendo  affim  nella  a meíma alternativa,  que  napro- 
pofta,  o  que  por  hypothciè  não  pode  fer  j  e  por  tanto 
em  taes  caíòs  não  haverá  impoíTibilidade  bm  num  fen* 
rido  fó,  mas  Hm  em  ambos» 

Entendidos  eOes  princípios,  paflemos  a  appUcallos 
ás  foiuçíks  de  varias  queilões, 

Jppiicafaif  d9S  principm  precedentes  d  foluçM 
de  varias  queJlSes  algébricas. 

4^5:    T^  Iiseoiriios  que  fcpagárâo  71000  reis  com 
xJ  20  moedas »  das  quaes  humas  erao  pe$as 
de  6400  jreia,  e  as  outi^  patacôes  Hefpanhoes  a  razão 
ifi  700  nsia.  Qyantas  pc^as  ^  e  quaotos  patâcoea  íe  dc^  ?  - 

Se- 


f 

lo 
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Seja  X  o  fiumero  de  peças  ,y  o  dos  patacões  i  tere- 
mos X'hyzz20y  e também  6400 :c-l-7oojy  =  71000; 
fimpliíicando  os  membros  deita  ultima  equação ,  vem  64 

x-hjyzzyio:  logo  (Numero  4^6)  ;c=  IiZ^-^IlII:^ 

'^^'^  ;    =  •—  =  loi  mas  da  primeira  equaçio  tira-fe 

y-mo  —  Xj  ^ogo y  iz  10  :  e  com  efFeito  lo^-  10  = 
lo ,  e  6400  X  10  -h  700  X  10  in  71000. 

A^66  Hâ  hum  numeix)  compoilo  de  duas  letns,  cu* 
ja  íomma  he  í  i  ;  e  elle  cm  íi  taí ,  que  ajumandb-Ihe  27  , 
reiíílca  o  mefmo  numero  efcrito  invcrfamente. 

Sejao  X  as  dezenas  do  numero ,  e  ^  as  unidades ;  Io- 
:o  o  numero  fera  10  x  4-jf ,  e  efcrito  ás  aveíTas  107  H-  x  i 
logo  10 X -f- y  -h  27  =  loy  -hXyex  <C^y  \  ora  a  fegun- 
da  equa^o  deve  fcr^-i-:cr;  11 ,  reduzindo  a  primeira 

vem  ^y  —  9  ^=z 27 ,  ou ^  —  *=  3  i  Iic  pois  y  =  — ^ 

=  7,  xzz^^  o  numero  pedido  47  \  com  eflfeito  7-H4 
=  11,  e  47  +  27  =  74. 

467  Hum  Negociante  tem  três  navios ,  que  pcrten- 
de  cheguem  ao  l&x  deftino  com  a  maior  Drevidade; 
para  melhor  o  coníêguir  ,  promette  ás  equipagens  ^00 
moedas  de  gratificação ,  que  lhe  deveráó  íer  dadas  além 
dos  Teus  falarios ,  fe  chegarem  ao  porto  dentro  de  certa 
época  9  a  diílribuiçáo  porém  deverá  íèr  praticada  pelo 
modo  íeguinte :  3  moedas  íèrao  dadas  a  cada  individuo 
da  equipagem ,  que  primeiro  chegar  ao  porto ,  e  o  ref- 
to  díitríDuido  por  igual  ás  outras  equipagens  :  fucce- 
de,  que  fe  o  Navio  A  cherar  primeiro ,  cada  individuo 
das  outras  equipagens  recebe  6400  reis ;  mas  ie  o  Na« 
vio  B  for  o  primeiro ,  cada  individuo  dos  outros  recebe 

7341  ~  i  cmfim^  íe  o  Navio  C  chegar  primciít),  cada 

Âaa  ii  in- 
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individuo  dos  outros  dous  recebe  7733  i  :  poderá  de- 
terminar-fc  de  quantos  indivíduos  confiava  cada  equipa- 

Sejão  Xyy  ycz  as  três  equipagens  procuradas:  danr 
do  3*  a  cada  hum  dos  indivíduos  a?  ,  diftribuiremos  por 
todos  3  x^  e  pelos  outros  300*—  3  x ,  logo  cada  hum 

terá.i22^^  ,  e  por  tanto  fera  122^^  ^z  6400  ', 
femelhantemente  concluiremos,  que  ■^''°^  ~^?^  —  7341 
^""'^    ~ ^^  =  7733  -j  ;  reduzindo  tudo  areis,  vem 


W 


1440000        —14400    a:  y, 

=  6400 


104800 


y  +  JC 

1440000  — - 14400  y 

«+t 

1440000  — 14400 ;: 

x  +  y 

amplificando 

i  rcfulta 

^00— 9  ar 

*■ 

-      -          —  4 

^00  ^^}y          26 

jSoo-^iJí^          29- 

2)20Q 


Urrando  de  denominadores ,  e  reduzindo ,  íàiie 

29  A?4-  29J-1- J4S—  J40Q  equa* 
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equações ,  que  reíblvidas  dão  iV  =z  60 ,  jf  z=  48 ,  55  zr  42 , 
e  logo  as  guarnições  lefpedivas  dos  três  Navios  JÍyB^ 
C  erão  60 ,  48  ,  c  42  homens. 

468  Três  jogadores  entrão  a  jogar  com  hum  certo 
numero  de  peças  j  jí  fez  hum  azar ,  em  que  dobrou  o 
dinlieiro  que  o  primeiro ,  e  teiwiro  finhão  áquclle  tem- 
po i  B  depois  fez  outro  azar,  em  que  dobrou  o  dinhei- 
ro que  os  mais  tinhâo  então  y  ultimamente  C  dobrou  o 
dinheiro  que  reftava  a  cada  hum  dos  outros  i  refultou 
lâhir  A  cora  240  pecas ,  B  com  120  ,  ç-  C  com  100: 
quantas  peças  tinha  cada  hum  no  principio  do  jogo  ? 

Sejâo  XyjijZ  as  ditas  peçis:  como  x  dobrou  o  di- 
nheiro de  cada  hum  dos  outros ,  temos  que  o  eílado  de 
todos  no  fim  do  primeiro  azar  foi  x  —y—  5 ,  2^  ,  2js ; 
ora  neftas  circunlrancias  B  teve  azar,  e  dobrou  o  dinhei- 
ro dos  outros ,  logo  temos ,  que  no  fim  defte  azar  clles 
tinhao  2^  —  2jr—  22;,  ^y  —  x  •--  Zy  ^z  i  da  mefma 
forte  veremos ,  que  no  fim  do  terceiro  azar  fahe  primei- 
ro com  4A?  —  4j^  —  42;  ,  o  fegundo  com  6y—2x  — 
22;,  e  o  terceiro  com  yz-^y  --  X'y  logo 

j^x—  4y  —  4S  =  240    - 
6y  —  2X  —  225  =  1 20 
yz^  y  ~'xz=.ioo 

refolvendo ,  fahe  x  zz  260  >^  =  1 30 ,  2;  =  70. 

Dos  Problemas  indeterminados. 

469  XT  As  queílõcs  precedentes  fempre  nos  tem 
i.\i  fuccedido  ferem  iguaes  o  numero  das  equa-- 

ções  y  e  o  numero  das  incógnitas :  agora  confideraremos 
o  que  nos  deve  acontecer ;,  quando  ha  defigualdade  entre 
08  ditos  números. 

Se  o  numero  das  eqtiações  realmente  diverías  he  maior 

que 
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Sue  o  das  incógnitas  ,  o  problema  he  impoíIIvíH  :  po* 
eiiios  capacitar-nos  defta  conclusão  por  diverfos  mO' 
dos;  a  faoer,  primeiro,  hiima  íó  (quantidade  nâo  pôde 
em  o  mefmo  tempo  fatistàzer  a  mats  do  que  huma  con* 
dicao  y  duas  a  mais  do  que  duas  ;  e  aíTim  por  diante; 
iègundo  ,  iaciln^iente  iè  percebe ,  que  feudo  as  equacòcs 
mais  do  que  as  incógnitas,  indo  eliminando  eftas  a  hu- 
sna  ehuma,  fegundo  omerhodo  ordinário,  teremos  por 
fim  huma  fó  incógnita  com  tantos  valores  di^erfos ,  quan-^ 
tas  forem  as  unidades ,  que  houver  de  diãèrença  entre  o 
numero  das  equa^s  ,  c  o  das  incógnitas  menos  hum ; 
mas  huma  quantidade  não  pode  fei*  igual  a  muitas  dif- 
erentes ,  logo  a  queMo  que  nos  conduzir  a  hum  abfitr^ 
do  femelhante  he  impoífivcL 

Supponhamos  para  maior  clareza ,  que  temos  as  duas 
equações 3JC -Hl rtjíí  —  5 -H  aí,  e  2;c  — jí::  i ;  dapri- 
meira  tira-fe  *=  i ,  eda  íegunda  *=  ?  >  mas  como  pô- 
de X  fer  igual  a  i ,  e  a  3  ?  logo  a  queítao  que  nos  con- 
duzio  a  fcmelhantes  equações  ne  impoífivel. 

470  Entre  as  equações  a  que  tivermos  fido  condu- 
zidos pelo  enunciado  da  queítío ,  pódc  haver  algumas , 
que  fejão  confequcncias  de  outras,, e  que  nâo  poífamos 
diftinguir  como  taes  por  caufa  da  complicação  das  ope- 
rações ;  nefte  cafo  deveremos  diftinguir  o  numero  appa- 
rcnte  do  numero  real  de  equações  divcrfas. 

^Supponhamos  ferem  três  as  equações,  mas  que  def* 
tas  huma  he  confequencia  das  outras  duas  i  como  por 
exemplo  ^x-hiyz=i^Oy  jAf— jjf=^39,  14.^-1-3^  = 
189  i  das  quaes  a  fegunda  fe  adia  diminuindo  ordena- 
damente da  terceira  o  tHpIo  dos  membros  da  primeira ; 
Botemos  ^  que  fe  de  cada  huma  tiramos  jf  ,  fahejf  =: 

i^i^.y  =  J*^  ,^  -  IÍ2JZ-;  igualando  o  fe. 

gundo  a  cada  hum  dos  outros,  teremos  ?*'^^^=:**'~?** 

S 
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L1=J9  ,,.  «gf- «4x  ^  donde  fe  rira  ^=iz,  ;c=i2: 

ifto  he  9  donde  fe  tii^o  dous  valores  igiiaes  para  a  in^ 
CQgnita  y  ora  o  que  fuccede  nefle  caio  deve  acontecer  em 
todos  os  homólogos  ;  com  efFeito  bem  fe  vê ,  que  por 
£m  devemos  achar  tantos  valores  iguacs  parahiima  das 
incógnitas ,  quantas  forem  as  equações  fuperíluas ,  cha- 
mando aíGm  aquellas  que  forem  confequencias  deoutms; 
por  quanto  haver  equações  y  que  sáo  confequencias  de 
outras ,  e  haver  equações  apparencemente  diverfas ,  más 
que  na  realidade  o  não  são ,  tudo  quer  dizer  o  mcfitio ; 
ora  de  equações  que  não  differem  y  como  he  poífivel 
tirar  para  a  mefma  incógnita  valores  diveríbs  P  Porém 
quando  as  equações  diveifas  sik>  tantas  como  asincogni* 
tas  9  cada  incógnita  tem  hum  fó  valor  ^  c  por  ifto  o  pro- 
blema íè  chama  determinado  ;  logo  quando  houverem 
equações  idênticas ,  ou  que  querem  dizer  o  mefmo ,  ^a 
incógnita  fahirá  com  tantos  valores  iguaes  y  quantas  íb- 
íem  as  equações  idênticas  mais  huma. 

471  Vê-fe  pois,  que  pôde  haver  Problema  com  ap- 
parencia  de  impoflivel  y  e  fahir  determinado  ,  ou  aina^ 
mefmo  indeterminado ,  chamando  aílim  áquelles  onde  o 
numeio  das  equações  he  menor  que  o  das  incógnitas , 
dos  quaes  brevemente  fallaremos  y  vé-fe  mais  y  que  pôde 
haver  problema  determinado  apparentcmente  y  que  na 
realidade  feja  indeterminado  y  e  aflim  por  diante  i  o  que 
fuccederá  quando  houverem  equações  fuperfiuas  :  vè-fe 
ao  mefmo  tempo ,  que  o  numero  dos  valores  evidente* 
mente  iguaes  y  achados  em  fim  para  qualquer  das  inço* 

{ guitas  y  deve  fcr  igual  ao  das  equações  fuperfluas  mais 
luma  unidade* 

472  Diificultando-fe-nos  a  determinado  immediata  dag 
equações  fuperfluas  y  poderemos  confeguilla ,  paíTando  a 
rdblyer  com  todas  menos  qualauer  delias  ^  fe  no  fim  achar^ 
mos  para  a  incógnita  menos  num  dos  valpies  iguaes ,  a 

equa- 
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çqna(^o  eliminada  íerla  fuperflua  ;  aliàs  tornaremos  a  ter 
conta  com  ella ,  e  paliaremos  a  refolvcr  novamente ,  não 
fazendo  cafo  de  qualquer  outra  das  equações  dadas  ;  e 
continuando  íempre  d!a  meOna  íbrtc ,  conleguircmos  fi- 
car com  as  equações  realmente  diverías. 

473  DiíTanos  já,  que  os  Problemas  sao  impoíEveis , 
quando  o  numero  das  equações  diverías  excede  o  das 
incógnitas ;  determinados ,  ilto  he ,  que  tem  huma  folu- 
^o  quando  os  ditos  números  são  iguaes  y  e  indetermi- 
nados, iftoquer  dizer,  queadmittem  hu  ma  infinidade  de 
ibluções ,  quando  o  numero  das  incógnitas  excede  o  das 
equações  ;  com  effeito  ,  em  .quanto  a  eíle  ultimo  ca(b 
(  pois  que  os  outros  ficâo  já  demonftrados  )  íê  nos  propu- 
zeflèm  achar  dous  números ,  que  fommados  dcm  20 ,  te- 
ríamos que  rcfolver  a  equação  A?-hj^  =  20,  que  dà  xzz 
20  —  jf  i  mas  claramente  fe  conhece ,  que  íubftituindo 
por  y  qualquer  numero ,  a  equação  nos  daria  para  x  ou- 
tro ,  que  junto  a  elle  faria  20 ,  c  por  confequencia  fatis- 
faria  a  qucflao ;  logo  o  numero  das  foluções  detta  qucC- 
tão  fera  com  elfeito  infinito ,  c  por  ifto  o  problema  in- 
determinado ,  pois  que  nada  nos  detei-mina  qual  delias 
devemos  proferir  :  he  porém  de  advertir ,  que  entre  eC- 
tes  problemas  indeterminados  fe  diftinguem  os  indeter- 
minados do  I.**  ,  1.^  ,  3.®  gráo  ,  &c.  conforme  o  gráo 
( Numero  425  )  das  equações  que  ncUe  entrão  j  e  que 
também  fe  chamão  fímplesmente  indeterminados ,  ou  in- 
determinados da  primeira  claífe^  aquelles  onde  o  nume- 
ro das  incógnitas  he  huma  unidade  maior  «  que  o  das 
equações  i  c  mais  que  indeterminados  qu^ido  a  difie- 
i^nça  entre  os  ditos  números  he>  r:  aeftes  poderemos 
também  chamar  indeterminados  da  2.*  ,  3.*  ,  4.» ,  &c. 
clafle  conforme  a  diílèrença  referida  for  2,  3 ,  4  ,  &c. 
Nós  trataremos  mais  particularmente  dos  Problemas  in- 
determinados do  primeiro  grio ,  e  da  primeira  claiFe  y  por 
iercm  os  de  que  mais  ufo  deveremos  fazer. 

He 


DB  Akithmstica  Univeusal.     ^6f 

474  He  certo,  como  vimos ,  aue  todos  os  Pl^oblc- 
fiias  defte  género  admitrem  liuma  infinidade  de  lbluç6es ; 
com  tudo  pode  haver  condição  que  fcja  ímpoílivel  por 
cm  equação ,  e  aue  limitte  as  íbluçóes  de  modo ,  que  o 
feu  numero  íèja  oem  limitado ,  c  mefmo  que  o  proble- 
ma fc  faça  determinado ,  e  até  impoífivel  ;  tal  lie ,  por 
exemplo  ,  a  que  mais  ordinariamente  coíhima  occorrer 
cm  femelhantc  calo ,  a  faber ,  que  os  valores  das  inço* 
gnitas  fejão  números  inteiros ,  e  pofitivos :  de  tudo  íica* 
remos  brevemente  capacitados  pelo  que  vamos  a  dizer. 

475  Como  em  os  Problemas  que  tratamos  ,  o  nu- 
mero das  incógnitas  hehuma  unidade  maior  ^  que  o  das 
equações  ,  vé-fc  que  tudo  fe  reduz  a  faber  reíol ver  cm 
números  inteiros ,  e  poíitivos  as  equaç6es  da  forma 

ax  -h  ly  nzc 

476  Neílas  equaqões ,  fuppondo  os  feus  membros  re- 
duzidos á  exprefsao  mais  (imples,  notamos  que  a^b^c 
não  podem  ter  diviíbr  commum ;  mas póde-o tct  a  eí^ 
o\x  a  e  Cy  ou  6  t  c.  Deíles  quatro  calos  ha  hum  ,  que 
nao  admitte  íblução  em  números  inteiros ,  e  vem  a  fer^ 
quando  a  e  6  tem  divilbr  commum  y  por  auanto  fe  rc- 
prelentarmos  efte diviíbr  por  J,  e fizcimos  (a:d)=,niy 
\bid)z=:nymyQtt  ieruo  inteiros ,  eíerámais  wix-h/ry 
rr  (  r :  rf) :  ora  he  claro ,  que  d  nio  divifor  de  ^  di  r :  rf 
quebrado  ,  e  determina  que  mx  -^  ny  deve  reprefentar 
hum  quebrado ;  mas  m^  cn  são  inteiros :  logo  das  duas 

auantidades  x  cy  y  huma  pelo  menos  deve  fer  quebra- 
o  da  ordem  d  ,  aífim  como  c:d  y  donde  fe  conclue : 
99  Qjie  a  queílao ,  ni  qual  fomos  conduzidos  por  fim  a 
99  equações  da  fórma  mx  -hny  z=:  (c:d)  não  admitte 
íf  íblução  em  números  inteiros.  *>  E  como  nos  mais  ca- 
fos  aílima  ponderados  não  fe  encontra  o  mefmo  obfta- 
calo,  concluiremos  também,  queeíbimpolfibilídade  he 
ÍÒíOQnzQ  própria  das  ditas  queltòes. 

Bbb  Far* 
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477  FaíTemos  a  ver  quando  a  equação  ax  +  iyzzc 
admitte  foluçâo  em  números  poíitivos  i  para  ifto  advir- 
ta-fe,  que  hum  dosteimos  daequa^o  pode  fanprecon- 
ílderar-fe  poíitivo^  pois  qiiando  onãotòr,  mudando  os 
íinaes  faremos  que  o  íga :  alTim  confiderc-fe  ax  ièmpre 
pofitivo ,  e  fupponha-íè : 

i.«  Qye  a  equação  a  reíblver  íèja  da  forma  ax-^rby 

=  c ,  teremos  x  =  ÍIH? ;  mas  x  dêvc  fer  pofitivo  ^  logo 

deverá  kt  hy<^c^ty  <^  ^  j  logo  as  equações  da  for- 
ma ax-k-hzzc  tem  folução  em  números  pofitivos  ;  e 
ie  além  diílo  houverem  de  íèr  inteiros  ,  o  numero  das 

foluçóes  fera  limitado ,  pois  que  fempre  deve  ítty  <[  j- . 

2.^  Seja  ax —  byzzc  a  equa^o  que  lè  pertende  re- 
foi  ver  i  teremos  xzn  fJJl_?  j  ora  fcndo^  pofitivo ,  x  fem- 
pre lerá  pofitivo  i  logo  nas  equaçòes  da  forma  ax  —  by 
zzCy  o  numero  das  k)luç6es  pofitivas  lic  infinito,  ainda 
mefmo  quando  também  houverem  de  fer  numeios  intei- 
ros i  com  tanto  que  nefte  calo  náo  haja  divifor  commum 
eiitre  a  e  L  , 

3.°  A  equação  a  reíblver  fcyà  ax-hiyznip  i  teremos 

x  =  ^^^  ^  y  mas  y  deve  fer  pofitivo ,  logo  nunca  x  o 

fcrá ;  logo  as  equações  da  forma  dita  não  admittem  £)« 
lução  em  números  pofitivos, 

4.®  A  equação  a  refolver  fcja  em  fim  ax  —by=.  —  Cy 

c  teremos  xzz  -^—-'^i  ora  pois  qucj^  pôde  ter  qualquer 

•  valor  pofitivo ,  g  que  todos  os  que  fizerem  ^  >  f ,  ou 

>>  7  ,  farão  também  pofitivo  ~^,  ou  x^  fegue-fe^ 

que  as  equações  deíla  forma  também  admittem  infinitas 
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IbluçÔes  em  números  poíitivos  cimeiros,  quando coDCor- 
dem  com  o  dito  em  o  precedente  numero. 

478  Unindo  as  doutrinas  explicadas  em  os  números 
precedentes ,  facilmente  concluiremos  quando  a  equação 
ax-hly  =^  c  admitte,  ou  não  admitte  foluçao  em  nú- 
meros inteiros ,  e  poíitivos  j  quando  na  primeira  hjrpo- 
theíè  eíle  numero  de  íbluçóes  ne  limitado  ,  ou  illimita- 
do ,  e  quaes  são  os  feus  limites  para  mais ,  ou  para  menos. 
A  exclusão  abiòluta  das  foluçócs  em  números  inteiros  ^ 
e  poíitivos ,  pertence  ás  equações  da  forma  dnix  4-  dny 
=  —  r;  e  por  tanto  quando  chegarmos  a  liuma  deftas, 
eícufamos  tentar  a  fuã  refoluçao,  na  certeza  de  que  nos 
fera  impoflivel. 

Acabaremos  de  nos  firmar  neftes  princípios  ,  refol- 
vendo  os  problemas  íèguintes,  que  damos  como  proto- 
typo  de  outros ,  que  á  lèmelhança  delles  cada  hum  de- 
verá i-efolver  para  maior  exercido. 

EXEMPLO    L 

Como  fe  poderá  pagar  71000  reis  cm  peças  de  ^400 , 
c  patacóes  Helpanhoes  ,  fuppondo  a  elkes  700  reis  de 
valor  ? 

Solução. 

Sejão  X  as  peças  de  6400 ,  e  jr  os  patacóes ,  que  de- 
vem dar-fe ;  teremos  6400  x  -H  7003^  =  7 1000 ,  íímpli- 
ficando  vem  64;if-h  7^^2710  ;  equação  foluvel  em  nú- 
meros inteiros ,  e  poíitivos  ;  tirando  pois  o  valor  de  y 
por  fcr  a  incógnita ,  que  tem  menor  coeficiente ,  ^ch^^ 

remos  jf=  -2i2L=z±íi.  —  loi  —  ^at  -h  ^-=^  i  logo  pa- 
ra y  fer  inteiro ,  he  precifo  que  i-I^  feja  inteiro ,  fup- 

Bbb  ii  po- 
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ponhamos  pois  í-=^  =  /  >  e  teremos  a:  =  3  —  7/  , 

o  queda  jf  =101—9(3—7/)  -}- l=JJ:JL  zz  lox 

—  27  -h  63/  +  /  -z:  74  -f-  64/  :  vê-fe  pois ,  que  para  y 
fer  poíitivo  deve  i  fer  ou  pofítivo ,  ou  cifra ,  ou  negati- 
vo, mas  menor  que  ^  rz  i  j^  j  e  logo  em  quanto  ajr 

pôde /.ter  todos  os  valores  poficivos  imagináveis,  ou  fer 
tífra,  ou  fer  igual  a —  i :  vendo  porém  que  x  =  3  — 
7/,  eque  3  —  7/  deve  íèf  poíitivo,  notaremos,  que  pô- 
de /  ter  qualquer  valor  negativo,  ou  fer  cifra,  masque 

de  valores  pofitivos  não  pôde  ter  fenao  os  <[  -^  j  logo 

râo  pôde  i  ter  mais  de  dous  valores,  a  faber,  o,  e  — 
j  ,  e  por  tanto  a  queftao  admitte  fô  duas  folucóes  ,  > 
labcr: 

xrz    3  ,  =  10 

Jf  =  74,  =  10 

a  fegunda  já  nos  vimos  >  em  quanto  a  primeira  facil- 
mente fe  prova ,  que  74  X  700  -H  3  X  6400  =  71000. 

EXEMPLO    II. 

Como  pagaremos  71000  reis ,  dando  peças  de  6400  > 
e  recebendo  em  troco  os  ditos  patacóes  i 

Solução. 

Ncfte  cafo  a  equação  fera  6400:1?—  700^^  =  71000, 
ou  64^  —  7^  =  710;  equação  que  pôde  ter  infinitas  fo- 
luçóes  em  números  inteiros ,  e  pofitivos  ,  as  quaes  def* 
cobriremos  pelo  modo  feguintc. 

Tirando  o  valor  dejf,  teremos  ^z::  ^^  I*^"*  =^x 


De  Akithmetica  Universal.     371 

—  loi  +  í^^^i  fazendo  agora  ~J.  —  i  ,  rçfulta  x 

=  7^+"  3  >  «prefsao  onde  /  pode  ler  cifra  ,  ou  qual- 
quer Qumero  poíitivo  :  paflando  a  fubftituir  no  valor 

dcy,  teremos  y  =  '^  ^''  "*^^?^ ""  ^'°  =  64/  -H  hh=2I2 

zzÓAi-^  iS^^  =  64/ -  f  =  64Í-  74  :  expref- 

sâo  onde  /  não  pôde  ter  valor  menor  que  ^ ,  ou  i  ^ ; 

logo  para  ter  todas  as  foluçôes  do  problema  y  deveremos 
fazer  /  fucceífivamentc  ijguai  a  todos  os  números  imagi* 
naveis  maiores  que  i  >  fazendo-o  aílim  ^  acharemos 

i    7     ^   >    y 

^     7     ^7     y    54 

3  ,     24    ,  118 

4  ,    31    >  182    &c. 

Vô-fe  pois ,  que  o  modo  mais  fimples  de  elleéluar  o 
pagamento,  coníifte  em  dar  17  peças,  c  receber  ^^  àvt- 

TOS. 

Vê-lèmais,  que  òs  valores  de  a?  formão  huma  ferie  ^ 
cuja  difftrença  he  confiantemente  igual  a  7  coeíEcientc* 
de^i  e  os  dej^  outra,  cuia  differença  he  confiantemen- 
te igual  a  64  coeffiiciente  dex;  logo  em  outro  cafoqual- 
quci-  poderemos ,  conhecidos  os  primeiros  termos ,  e  os 
coefficientes ,  ou  differençis  confiantes ,  continuar  as  fe- 
ries até  onde  quizcrmos  ,  fèm  calcular  de  novo  as  ex- 
prcísôes  que  deíignâo  os  valores  de  ;c ,  cj^ :  íèrá  porém 
precifo  demonílrar  ,  que  em  todos  os  cafos  as  differen- 
ças  referidas  são  confiantes,  e confiantemente iguaes  aos 
coefficientes  mencionados. 

479  Para  iflo  voltemos  á  equa^o  primeira  ax'^! 
fyzzcy  e lembrando-nos  que  a^c^b  não  podem  ter  di-^ 

vi- 
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vifor  commiim ,  quando  ha  íbluijôcs  em  números  intei- 
ros,  veja-ie  mais,  que  fendo  x  =  -^  h--^^      ^       > 

íê  »i  he  o  primeiro  valor  de  jf  ,  que  faz  -^"^  ^  =  a 
hum  inteiro  »;  o  valor  m^  a  deve  dar  xz=:m  ^b^ 
eaffim  por  diante:  pois  que  eratalcafo  afi^acqão  ^-^— 

pôde  dividir-fe  nas  duas  fracções  -^"^  '"  ,  ±1^  ,    mas 

i-^tí?  dá  inteiro ,  Ijl  —  também  ,  e  dá  í  ;  logo  íc 

1^  -  n  fera  J±±!^í^^-  n^^b.ttm  geral 

EXEMPLO    III. 

Sabendo  que  a  Lua ,  e  Sol  voltão  á  mefma  pofi(^o 
reciproca  de  19  em  19  nnnosi  quantidade  a  que  fe  cha- 
ma cyclo  ,  ou  circulo  lUnar ,  e  áureo  numero  aos  annos 
paíFados  defde  o  ultimo  dos  ditos  períodos  ;  fabendo 
mais  que  de  28  em  28  annos ,  período  a  que  fe  chama 
cyclo,  ou  circulo  folar,  os  dias  dafcmana  tornao  aca- 
hír  nos  mefmos  dias  do  mcz ,  quando  os  annos  fe  con- 
táo  íègundo  o  eftilo  Juliano  ,  a  faber ,  3  communs  de 
365'  dias ,  c  I  BiíTexto  de  3(^6  ;  fabendo  em  fira ,  que 
nos  Xribunaes  Romanos  defde  o  tempo  de  Conítautmo 
fe  eftabelecêrío  certas  como  conferencias  ,  que  fe  reno- 
varão de  15  em  if  annos  ,  e  que  por  iíto  íe  chamava 
Indiccão  Romana  ao  numero  que  deílgnava  quantos  an- 
nos íe  tinháo  paíTado  depois  da  ultima  conferencia  ;  e 
dizendo-nos  >  que  no  anno  1800  da  nolFa  eia  o  áureo 
mimero  deve  fer  ly,  o  circulo  folar  17  ,  e  a  Indiccão 

Ro- 
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Romana  3  ,  como  defcubriremos  em  que  anno  da  era 
Chriftã  começarão  os  ires  períodos  referidos  ;  ifto  he, 
em  que  anno  eivemos,  ou  deveríamos  ter  o  de  áureo  nu- 
mero, o  de  circulo  folar,  o  de  Indic(^o  Romana? 

Solução. 

Supponhamos  que  o  anno  pedido  foi  o  anno  x  ásL 
noíFa  era  ,  e  teremos,  que  dcide  então  até  1800  terão 
paflado  1800  ^Xy  logo  cftei8oo-  x  deve  conter  hum 
certo  numero  de  períodos  lunares  exadlos  ,  e  15*  annos 
mais;  outro  numero  de  períodos  folares,  emais  17  an* 
nos  ; '  c  em  fim  hum  numero  qualquer  de  IndicçÕes  ,  e 
mais  3  ;  ifto  quer  dizer,  que  i8co-;tf  dividido  por  19 
ha  de  dar  hum  quociente  inteiro ,  c  de  rcfto  15;  dividi- 
do por  28  outro  quociente  inteiro,  ei7  de  ralo  i  divi- 
dido por  15  outro  quociente  inteiro,  e  3  de  refto  :  re- 
picfentando  pois  eftes  quocientes  por  w , » ,  j ,  teremos 

JL:  tirando  deftas  equações  o  valor  de  a:,  teremos  xz^ 

1785'  —  19  w,  x  =  1783  —  28»,  ;vizi797^  15'/; 

igualando  o  terceiro  a  cada  hum  dos  outros  jlahe  1797 

—  i^sziiiyds—  i9»/>i797  —  15  j=  1783—  28 /sr^ 

tirando  o  valor  de/, vem  j=  ^?^^,^'%J'=^^\'|^'->: 

agora  antes  de  igualarmos  eftes  dous  valores  de  j ,  de- 
vemos lembrar-nos  ,  que  elles  hão  de  fer  inteiros  j  ora 
bafta  que  reduzamos  qualquer  dos  valores  a  forma  de 
inteiro  ,  porque  depois  igualando  ao  outro,  de  necefli- 

dade  efte  ha  de  dar  inteiro  :  façamos  pois  que  '*^^'"^  '^ 

fe  reduza  a  fórma  de  inteiro,  para  o  que  tirando-lhe  os 

inteiros >  que  contém,  notemos  que  q refto  ^"^^^'^  de* 

vc 
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re  fcr  intelfo ,  e  logo  também  o  íeu  quádruplo  i  mas  4 
nao  hc  divifor  de  15 ,  logo  multiplicando  o  numerador 

por  4,  teremos  ^^^^^  ^  que  reduzir  a  inteiro  t  ou 


fjf 


í^ ,  depois  de  extrahir  os  inteiros  j  fazendo  pois  ^~^ 
=q^  teremos »í=  15'^—  3,  elogoJ±:  ^^      ^^' 

=r  19^-1-  "71^^  =  '9Í  ^  3  >  ^^^^  ^^^  ^  ^'^**  ^^  ^* 
que  igualaremos  a  ^^  ",Í"  ■  ^  ,  o  que  dará  19(7  —  3  = 
y^  n  4-  f 4  ^  ^^  j^^  15'í  —  45  =  i8;f  H- 14,  donde  fe  tira 

íer  inteiro,  pelo  que  faremos  j^—  3  =  28r,  donde fa- 

lie  ^=:  jr-+-  illtjL  j  affim  il:t"J.  deve  também  fer 

inteiro ,  c  logo  o  leu  dobro  igualmente ,  mas  2  nuo  he 
faftor  de  y ,  ném  ha  numero  que  poda  fer  divifor  com- 
mum  dcftes  dous  ,  por  tanto  bafta  igualar  a  inteiro  o 

dobro  da  frac^o  ildLL  ^  ou  ^""^^  ,  ou  o  reílo  ijue 
delia  fica  extrahidos  os  inteiros ,  a  íãber  lltlL  ;  fcja 
pois  -JZ—zny/,  e  acharemos  r  z=z  ^t  — i  ;  logo  q  = 

,y.M(^^/~0^y^^  e  ^8^_  ^8^  ^^^^  ^y/  «i^g^.  logo 

cmfim:c=  1783-  19.28.  ly/-*-  1484  =  -19.28.  i$t 
H-  3267  =  -798CÍ  -f-  3267 ;  onde  fazendo  /  ■=  i ,  temos 
x=z—  4713  >  o  que  moífara^  que  o  anno  pedido  acon* 

le^ 
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teceo  4713  annos  antes  da  era  de  Chrifto  ;  e  fazendo 
/  =  o ,  temos  ;v=  3267  >  donde  fe  conclue  ,  que  outro 
fucceffo  igual  deved  ter  lugar  no  anno  3267  da  noíTa 
era. 

O  produfto  7980  fóroia  juílamente  o  grande  Perío- 
do chamado  Juliano ,  propofto  por  Jofé  Scaligero ,  para 
os  ulòs  da  Ciironologia :  iCepler ,  Boiliaud ,  e  Mcrcator 
já  tem  feito  ufo  defte  periodo,  que  fe  vai  tornando  ca- 
da vez  mais  adoptado. 

Concebido  bem  o  problema  precedente  ,  facilmente 
reíblveremos  o  feu  inverfo ,  a  faber ,  dado  o  anno  da  era , 
determinar  o  feu  Aurco  numero  ,  Circulo  folar  ,  e  In- 
dicção Romana ;  porquanto  augmentando-llie47i3 ,  te- 
remos o  anno  do  período  ,  e  depois  fica  fácil  determi- 
nar o  que  fe  pede :  pergunta-fc ,  por  exejnplo ,  achar  as 
ditas  quantidades  para  o  anno  i8ooi  diremos  1800-H 

4713=  6513 i  ora  iiii.=  342 -+--7J,  ^=  232 

H-^,  i^  =434-1-^  ,  logo  15  Áureo  numero,  17 

Circulo  folar  ,  e  ^  a  Indicção  corrcfpondente  ao  anno 
i8oc;  e  logo  tamoem  aos  annos  i8oo-h  7980,  1803 
-^2X7980,  1800-h  jX798o,&c.  . 

Da  Riígra  de  Liga. 

480  T7  Sta  regra  trata  dos  mixtos ,  onde  entrão  Cm- 
ÍJ>  plices  de  valores  diíFerentes  i  divide-fe  em 
direita  ,  e  inverfa  :  chama-íè  direéla  ,  quando  conhe- 
cidos os  preços  dos  fimplices ,'  e  a  porção  que  de  cada 
hum  delles  íe  toma  ,  pertendcraos  determinar  o  preço* 
do  comporto  que  refulta ,  mifturando  entre  fi  os  mefmos 
fimplices  ;  inverfa  quando  dada  a  quantidade  do  com- 
porto y  e  os  preços  dos  fimplices  ^  ie  vai  determinar  a 

Ccc  por- 
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porção  que  deve  toitiâflè  de  cada  hum  dos  íimplices  y 
para  que  d  mixto  fejá  de  hum  preço  dado. 

48 1     Trataremos  primeiro  da  regra  direfta  ,  e  feja 
propofto  por 

EXEMPLO!. 

Dados  diveríbs  vinhos  >  cujos  preços  refpeftivos  íe- 
jão,  2000  reis,  1600  reis,  1440  reis  ,  e  960  reis  por 
almude,  determinar  o  preço  do  mixlo  oue  refulta ,  lotan- 
do entre  fi  8  almudes  do  primeiro  vinno^^  10  dofegun- 
do,  14  do  terceiro^  28  ao  quarto. 

Seja  X  o  preço  do  mixto  ;  8  almudes  do  primeiro 
vinho  a  2000  rcii  por  almude,  importão  cm  ôX  2000 
reis ,  ou  16000  reis  i  10  do  fegundo  em  16000  reis  j  14 
do  terceiro  em  20160  reis }  e  28  do  quarto  em  26880 : 
logo  todo  o  compofto  importaria  cm  16000  -+-  i6coo 
■4-  20160  -f-  26880  rz  79040;  ora  nefte  compofto  en- 
tiiío  8  -4-  10  4-  14  -h  28  almudes ,  ou  60 ,  cftes  a  x  por 
almude  devem  importar  em  60  x^  logo  60^  =  79040, 

e  X—  1317  -j  reis. 

Solução  gerah 

Seião  a^h  yC^d  &c.  os  preços  refpeflivos  de  cada 
hum  dos  ílmplices  ;  ^,  £,  C,  Z>  o  numero  de  unida- 
des, que  de  cada  hum  íè  toma  \  o  valor  do  compofto 
deverá  fer  Aa  ^  hb-\'Cc-\'  Z)^-H  &c.  \  por  outro  la- 
do efte  mcfmo  valor  deverin  fcr^(^-i-fi-hC4-Z) 
4-  &c.)  ,  logo  X  {A,  5  4-  C-H  D  -h  &cO  =  Aa 
H-  Bb  4-  Ce  4-  Dd  -h  &c. ,  e  por  confequencia  x  = 

^t+itU^êi?^  •'  ^^^  ^  coDcIue ,  que  »  pam 

99  determinar  o  preço  de  qualquer  compofto  ^i  dados  os 

9f  pre- 
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>f  preços ,  e  quantidades  dos  íimpliçes ,  deveremos  mul- 
yf  tiplicar  a  porção  que  Ic  ha  de  tomar  de  cada  fimples 
9f  pelo  valor  do  mcfmo  fimples ,  e  depois  dividir  a  fom- 
99  ma  dos  produélos  pela  das  porç6es  ,  ou  quantidades. » 

EXEMPLO    11. 

Ligando  7  marcos  de  ouro  da  Lei  de  22^  i  com  3 

de  outro  de  20^ ,  determinar  os  quilates  de  c^da  ^tiar- 
co  compofto. 

Solução. 

Já  vimos  que  ~  do  marco  de  ouro  puro  fe  chama 

ouilate,  eaue  o  ouro  íè chama  puro,  ou  de  24^  ,  quan- 
ao  nao  iaciue  outro  metal ;  diz-fe  de  23^  ,  quando  dos 
24,  23  são  deouro,  ei  de  cobre;  de  22  quilates  quan- 
do dos  24,  2  sâo  de  cobre,  e22  de  ouro  puro :  aflíim 
por  diante :  vê-fe  pois ,  que  os  quilates  fe  podem  repu- 
tar como  prec^  do  marco  ,  por  tanto  fera  no  exemplo 

7X"5--|-5X^o        .7X74-1X20 

propotto  X  = = 1; = 


=  ^  =  21,75  y  íogo  ocompofto 


j; L!i-rti2£  —  111 

10         —         ao  ""   20    ""^ 

fera  de  iV  -j  . 

Se  quizeíTemos  ligar  7  marcos  de  ouro  de  23^  com 
I  de  cobre,  claro  he,  que  tudo  fe  reduz  a  julgar  o  mar- 
co de  cobre  como  fe  foíFe  ouro  de  o  quilates  i  e  aílim 

o  compoflo  fcrá  de  j^rr^  ^"  "r>  ®^  ^^^  "5  * 
482    Paífemos  agoi*a  á  Regra  de  liga  inveríh. 

Ccc  ii  EX- 
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EXEMPLO    I. 

Quer-íè  ligar  ouro  de  20^  com  outro  de  23^  -  ,quc 
porção  fedeve  tomar  de  cada  hum  ^  para  que  o  total  do 
mixto  fçjão  12  quiktes  de  ouro  de  22^  -j  ? 

Solução. 

Sejâo  ;ir  e  ^  as  porções  que  devem  íer  tomadas  de 
cada  hum  dos  metacs  propoftos :  teremos  primeiro  x  -+- jr 
zr  12  i  íègundo  X  de  ouro  de  20^  contém  ^ox  de  qui- 
lates ^  y  de  23^  -^  importão  em  ^  de  quilates  j  logo 

20  Jp'  -+-  ^  =  ao  total  dos  quilates  do  compofto  =12 

X  22  -  i  sáo  pois  as  duas  equações  que  devem  refol- 

ver-fe 

X  -hy  =  12 

-    10  x  -{-  ^^J  =,  270 

ou  X  -hy  =  12 

'     40  ^  -H  47  jf  =::  5^40 
fahirá  pois  (  Numero  456  ) 

1.  47.    1—1.40  7  *""    7  í  "7  * 

À  V  ~ÍJSl2-^-á2LÍf ^40  *-  480  60 o4 

•^~  7  ~  7  •^7—^7 

lo- 


I 
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logo  devetomar-fc  3^  -^  do  ouro  de  20^ ,  e  8"*  -^   do 

Scjâo  a  c  è  os  preços  dos  fimplices  ,  r  o  do  com- 
pofto ,  e  »  o  numero  de  unidades  de  que  eíle  deve  conC- 
tar  :  feitos  os  mefxnos  raciocínios  precedentes,  teremos 
a  refolver  as  equações  feguintes 

a  X  -^^  by  zn  cn 

donde  fe  tira  x=^=^=  ÍJ^-,  ej^  =  Ííi4?  : 

fuppondo  b^  a\  ora  dos dous  valores  de  ^  e  j  ppílos 
em  fórma  de  proporção,  refulta 

b  — a  \  n  ::  b  —c  \  y 
b  —  a  :  n  ::  c  —a  :  X 

donde  feconclue  aue  99  para  ligar  dous  fimplices  deva- 
>9  lores  determinados ,  de  maneira  que  o  mixto  feja  de 
99  huma  grandeza ,  e  valor  dado ;  deveremos  fazer  duas 
»  proporções  ,  onde  o  primeiro  termo  feja  :  A  diíFe- 
99  rença  entre  os  preços  dos  fimplices :  2.°  o  numero  de 
99  unidades  docompofto  :  ^.^  era  huma,  a  difFerença  en- 
»  tre  os  valores  do  compofto  ,  e  do  fimplcs  de  maior 
99  valor  i  e  na  outra ,  a  difterença  entre  os  valores  do  com- 
>>.  pofto  ,  e  do  fimples  de  menor  valor :  o  termo  quarto 
>>  da  primeira  proporão  fera  quanto  fedcva  tomar  do 
»  fimples  de  menor  valor  ,  e  o  da  ícgunda  quanto  íe 
>>  tomará  do  fimples  de  maior  valor,  >f 

Nota.  He  claro ,  que  o  preço  do  compofto  fempre 
deve  fcr  intermédio  entre  os  dous  fimplices  dados. 
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EXEMPLO    11. 
Quero  reduzir  7  marcos   de  ouro  de  23  quilates  a 
ouro  de  22^  -j  ,  quanto  lhe  devo  ajuntar  de  cobre  ? 

Solução. 

Nefte  problema  dá-fe  o  preço  do  comporto  ,  c  o 
de  cada  hum  dos  iimplices  ,  com  a  quantidade  de  hum 
delles  ;  pede-fe  a  quantidade  do  mcfmo  compoílo  : 
lèja  pois  cila  x  \  logo  x —  7  ferao  os  marcos  de  co- 
bre ,  que  devem  fer  juntos  aos  7  de  ouro  de  23  qui- 
lates :  mas  7^*  de  23^  duo  161/  ,  ora  x  de  22  qui- 
lates -j  dão  ~-  de  quilates ;  logo  161^  =^,  e  por  con- 

iequencia  x  =  —  zz  7"*  --^  ;  logo  devemos  ajuntar 

aos  7  marcos  do  ouro  dado  —  de  n^  de  cobie. 

Solução  geral. 

Seja  ^  o  numero  de  marcos  de  ouro  ,  Q^  os  qui- 
lates de  ouro  puro ,  que  ha  cm  cada  hum  dos  marcos ; 
e  »  os  marcos  de  cobre  ,  que  devemos  ajuntar-Ihes  , 
para  que  cada  marco  do  mixto  contenha  ^  de  quila- 
tes de  ouro  :  teremos  pois  o  iHimero  total  de  quila- 
tes igual  a  NQ  ,  mas  eftcs  devem  fer  também  qi^N 
-+-»)>  k>go  (^-1-  ^)  í  =  -NJ2.,  donde  fc  tiia  n  rz 

^^^  NyO\xq:Q^—q  ::  N  :  ir  j  affim  para  achar  o 

numero  de  marcos  de  cobre ,  que  eui  todos  os  caíbs  íe* 
melhantes  deve  íer  junto  aos  de  ouro  y  devemos  calcu* 
lar  o  quarto  termo  de  huma  propondo ,  onde  o  primei- 
ro lejao  os  quilates  a  que  o  ouro  tem  de  fer  reduzido:  o 
2.»  a  diíFcPenf a  eatre  os  ditos  quilates  ^  e  os  ai^uaes :  e 

3-" 
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3.<>  o  numero  dado  de  marcos  de  ouro  :  por  tanto  no 

exemplo  propoílo  teremos  22  ^  :  -^  ::  y:n  zz~. 

483  Neftc  mefino  exemplo  íègundo  poderia  per- 
guntar-fe,  quanto  ouro  de  23^  ,  e  quanto  cobre  devem 
ièr  miílurados  ,  para  que  fazendo  ao  todo  7  marcos, 

cada  humdeíles  íeja  de  22^  -  :  em  tal  caio  eftariamos 

perfeitamente  reduzidos  ao  cafo  do  exemplo  i.°  ,  fup- 
pondo  cifra  os  quilates  do  cobre ,  e  por  tanto  teremos 

^3  •  7  ••  ^3  — "■;  •  ^ 
23  :  7  ::  22-^  —o  :y 


donde  fahe  x  =  -V,  cy  =  iíi  =  í»»  II  :  e  confe- 
quentementc  concluiremos  ,  que  deve  miíhirar-íè  6^^ 
-—  de  ouro  de  23^^  com  -ij-  de  cobre  para  ter  7'»  de 


ouro  de  22^  •- 


2 


484  Semelhantemente  podem  fer  rcfolvidos  outros 
problemas  de  igual  género  ,  aífim  como  por  exempk) , 
com  72'^  de  agua  do  mar,  onde  fe  contem  2'*  de  ial, 
qucr-fe  mifturar  agua  doce,  de  modo  que  cada  72^*  do 
mixto  contenha  V  de  fal. 

Vê-fe  que  a  folução  deve  fer  conforme  á  do  Exem- 
plo 1.0  logo  que  fe  fupponha  2'^,  o  de  libras,  ei'»  de 
Jàl,  os  quilates  dos  fimpiices,  e  do  compoftoj  ou  para 
melhor  dizer,  2'*  os  quilates  dados,  e  V»  os  quilates  a 
que  fe  quer  reduzir  j  e  por  tanto  teremos 

jw:  2^  —  i^  : :  72  :  x=  72'*  X  31  =  2232 

lo- 
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logo  deveremos  ás  72'^  de  agua  falgada  ajuntar  2232 
de  agua  doce  :  e  com  eãeito  as  2^^  de  fal  contidas  nas 
72'*  dadas  ,  efpalhando-fc  agora  por  72  -4-2232,  ou 
2304  libras  de  agua  ,  virá  cada  libra  do  mifto  a  con- 
ter -i— .  de  fal  ;  e  por  confequencia  72  libras  conteráõ 

ZlJLlL de  fal,  ou  ZlKJl!!  =  ^Jt2i!l  =  ^n  defal.co- 

2J04  '  2J04  2J04  ' 

mo  fe  pertendia. 

48 5*  Sedados  osdous  fimplices,  que  devem  íèr  mi P 
turados,  foíTe  arbitrário  o  preço  ,  ou  a  quantidade  do 
mixto ,  o  problema  pertenceria  á  claíTc  dos  indetermina- 
dos da  primeira  claíle ,  como  brevemente  moftraremos  i 
e  o  mefmo  aconteceria  fendo  determinados  o  prcço  ,  e 
quantidade  do  mixto,  que.houvcflè  de  incluir  três  fim- 
plices diverlòs.  Efte  raeímo  problema  pódc  pertencer  aos 
Indeterminados  de  maior  claOe  y  ou  mais  do  que  inde- 
terminados ,  quando  ou  os  íimplices  sâo  mais  de  três , 
ou  quando  sâo  três ,  e  fica  arbitrário  ou  o  preço ,  ou  a 
Quantidade  do  mixto.  Os  exemplos  farão  conhecer  o  que 
íe  deve  praticar  em  todos  eftes  caíbs. 

EXEMPLO!. 

De  dous  bronzes  formar  hum  terceiro ,  onde  o  eíla- 
nho  íèja  ^  do  cobre  j  fabe-lè,  que  no  primeiro  bron- 
ze o  eftanho  he  —  do  cobre ,  e  no  fegundo  ^ ;  quan- 
tas libras  do  primeiro  ,  e  quantas  do  íegundo  devem 
íèr  miíhiradas  no  cadilho  ,  para  que  o  metal  refultante 
feja  como  fe  procura  ? 

Solução, 

Tome-fc  X  do  primeiro  bronze  ,   c  ^  do  fegundo  : 

vif- 
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Viílo  que* no  primeiro  a  proporão  dos  metaes  hc  ~, 

íegue-fe,  que  por  cada  loof^  de  cobre  teremos  8  deef- 
tanhoi  ou  o  que  vem  a  fer  o  mefmo,  que  em  To8'^  ha 
8  de  eftanlio ,  e  100  de  cobre :  fcmelhantemente  fecon- 
clue^  que  o  íegundo  bronze  em  cada  113^^  contém  13 
de  eílanho ,  e  100  de  cobre :  logo  em  x ,  que  tomamos 
do  primeiro ,  teremos  108 : 8  w  x\  para  o  que  x  con* 

tém  de  eftanho,  que  fera  ^-i  108:  ioo\'x\  para  o 
cobre  que  x  contém  =  ^^  ;  por  hum  modo  análogo 
acharemos ,  que  em  y  do  fegundo  bronze  ha  ^  de  ef- 
tanho •  e  '^^  de  cobre :  logo  o  eftanho  total  fera  -^ 

H-  ílíj  e  o  cobre  j-^-t-  -"1^-  :  logo  fegundo  os  da* 
dos  da  queijo,  dereremos  ter 

108       *       115        lOtf  11} 

ou 
8*ii3A?-hi3.  io8jy:  100(113  a? -l-io8j): :  ii.-ioo 
904^;+- 1404^  =  1243  ^4-  ii88j^ 
339Ar  =  2i(íjf 
\llx-^^y 

vê-fe  pois  ,  que  pôde  a  qucftao  propofta  fer  refolvida 
por  infinitos  modos  :  querendo  porém  que  x  e  y  íèjâo 
números  inteiros  «  deveráó  eítes  fer  taes  ,  que  haja  xi 

Ddd  y 
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^  : :  72 :  113,0  que  dará  para  x  t  y  zs  duas  lèries  íè- 
guintcs  de  valores  ^  que  vâo  ao  infinito  y  a  faber 

X  in  J^^  144,  216,  288,  &c. 
y  =113,226,  452,  904,  &€• 

EXEMPLO    II. 

Com  três  líquidos ,  cujos  preços  refpedlivos  são  6ço , 
360,  240''^  por  canada ,  fazer  25*  ahnudes  de  hum  quar- 
to liquido ,  que  valhí  a  480  reis  por  canada. 

Solução. 

Seja  X  as  canadas ,  que  fe  devem  tomar  do  prirtiei- 
ro  liquido ,  j  as  do  fegundo ,  e  2S  as  do  terceiro  i  tere- 
mos i.o  (^-^  y  '+-^>  ::::  25  j  Ora  ;v  de  600  reis  impor- 
ta© em6oo;c"dereis,  ealfim  por  diante,  de  modo  que 
o  valor  total  do^mifto  deve  fer  600  x  H-  ySoy  -b  240  z  \ 
mas  elle  deve  conter  25*  almudes,  ou  12X  25  canadas 
de  480  reis;  logo  o  valor  fuá  também  12X25*  X 480,' 
cjpor  tanto  600  ;c  -H  36ojy  -H  240S  =  1 2  X  25  X  480  reis  , 
sao  pois  as  duas  equações  a  retblver 

flihl-hí — 


=  25 ,  600  AT -H  360^ -h  240 sr:  12 .  2^ . 4^0 
ílmpliíicando-as  ^  teremos 

x-Hjf4-«=300,    5:o;lí-^-30J^^-2055r:25'.48o 
5^-h   3^-H   ^zz=,l^oQ 

igualando  os  valores  de  z  ^  por  ferem  os  de  expreísao 
mais  fácil,  teremos 

30a 
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donde  Ic  tira      600  —  2;if  -—  2y=,  1200  —  çx  —  jy 

j  =  600  —  ^x 

logo  z=:ix  ~  300 

cxprefsócs ,  onde  fubftituindo  por  x  quaefquer  niiraeros , 
teremos  os  corréfpondentes  de  y  j  que  dcvemo  farisfazcr 
aqueftao;  e  logo  tem  eíla  huma  infinidade  de  foluções: 
porém  fe  unicamente  quizermos  as  que  forem  números 
mteiros,  c  pofitivos  ,  advertindo  que  2x  <;6oo,  e  ix 
>  300 ,  ou  X  <;  200  j  c  >►  15-0 ;  concluiremos ,  que  as 
foluçóes  íè  limitão  a  49'  ,  e  que  as  feries  dos  valores: 
corréfpondentes  a  Xyy  y  z  ferao 

x=  lyi,  152,  1^3  &c.,  199 
j^  rz  147,  144,  141  &c,,  3 
Z=       2,       4,       6  &C./98 

EXEMPLO    III. 

Quer-fe  fazer  hum  mifto  de  quatro  dlíFerentcs  chás ,: 
a  íáber,  chá  de  3200  a  libra  ,  outro  de  2880  j  outro 
de  2000  reis ,  e  outro  de  1920  :  o  todo  hâ  de  conter 
loS  de  2400  a  libra. 

Solução. 

x^y  yZy  u  fejao  as  libras  que  deiáo  fer  tomadas 
dçcada  hum  dos  referidos  chás,  teremos  x-^-y-^rZ-^r' 

^=32X10,  C  3200i3f-+-2880J^  4-  2000 55+- 1920 « 

=32  X  10  X  2400 ,  fazendo  as  operações  indicadas  ,  e 
reduzindo^  teremos 

;r -4-jK +- «5 +- i^  =  3  ^Q 
40  ^4-  %6y  -h  ^<Z'\-  ^ÁU  =9600 

Dddu  mui- 
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multiplicando  os  dous  membros  da  primeira  equação 
por  24,  c  diminuindo  ordenadamente  ,  refulta  i6^-t- 
iiy-hzzz 9600  —  7680 y  donde  fc  tira 

z=  1920  ~  i2y  —  j6x 
c  por  confequencia  ifzni^x-hiiy  — 1 600 
querendo  fomente  as  lbluç6es  em  números  inteiros  ,  e 
pofitivos,  vejamos  que  deve  fer  laj^-h  i6;c<  1920,  e 

15*  -t-  iiy  >  1600  ,  e  logo^  <  i221^ziS£  ,  e  > 
1600-M.  ,  ifto  dájy  <i6o~x->  ^,e>i4y^- 

M —  — :  ora  como  y  ex  não  podem  fer  negativos  >  te- 

iemos  também  i6x<^i^20j  donde  k  tira,  que  x  de- 
ve fer  menor  que  120  ,  120  fcrá  pois  o  limite  cm  au- 
gmcnto  dos  valores  dexi  para  achar  o  limite  para  me- 
nos dos  mcímos  valores  ^  notaremos  ,  que  fendo  ^  <^ 

i6o_  7,  <^  >  ''"TT'^"  kri  também  160  -  ^f  > 

•^^~r^ ,  ou  >  Hj  +  ^=^  ,  oque  he  evidente: 

logo  X  admitte  todos  os  valores  defde  i  até  120  inclu- 
five. 

Forcada  valor  àtx^y  pôde  ter  os  valores  incluídos 

entre  '^°~'^^  leu  limite  para  menos  ,  e  160  —  — 

leu  limite  para  mais  ,  de  modo  que  porA?=  i  podemos 

dar  zy  todos  os  valores  defde  íl!i  até  158  —  ;  donde 

fe^=i  temos  jf  =  145  ,  146,  147,  &c.^  lyS,  va- 
lores ^  que  fubftituidos  nas  equaç6es  affima ,  dão 

25=164,  15*2,  140,  &c. ,  8 
tf  =  10,  ai,  3Z,  &c.,  153 

íêiir 
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lendo  X  zn  ^ 

temos    \y  =  143  >  144,  145  &c.  15^7 
z  =  172 ,  160 ,  148  &c.   4 

uzz    3,    14,   ay  &c.  157 

c  âílim  por  diante  9  de  modo  que  fendo 

X  r=  106 
temos  y  zz      i ,      a ,      3 ,  &c.  18 

Z  =  212,  2CX>,   188,  &€•     8 

1^  zz      I,    12,    23,  &c.  x88 

e  em  fim  quando      x  zz  1 19  ^ 

y=      I, 
z=     4, 

i^  =  196. 

486  Operando  por  hum  modo  análogo  ao  preceden- 
te, confcguircmos  refolver  os  problemas  defte  género  em 
toda  a  fua  extensão  :  com  tudo  poderemos  na  pratica 
empregar  a  fcguinte  regra ,  que  facilita  confideravelmcn^ 
te  eílas  foluçoes 

3200       -      -      -       2400    —  1920  =  480  9f  6 

2880  -  -  -  2400  —  2000  =  400  yy  f 

2400 

2000  -  -  -  2880  —  2400  rz  480  yf  6 

1920  -  ^  -  3200  —2400  ZZ.800  «  IO 

efcritos  os  preços  dos  íimplices  em  liuma  columna ,  co** 
mo  aílima  ic  moílra  ,  note-fe  entre  quaes  dere  cahir  o 
do  compofto ,  c  alli  íè  cfcreva  ,  porem  mais  ao  lado : 
depois  tome-fc  a  diffb^ença  entre  o  compofto,  e  o  íim- 
ples  menor ,  e  efcreva-fe  defronte  do  maior  i  a  diãèren- 
ça  entre  o  compofto ,  e  o  petiultimo  fimples ,  c  eícreva- 
le  defronte  do  iegundo  i  c  aflím  por  diante  de  maneira  ^ 

que 
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que  a  diíFerença  entre  o  compofto ,  e  o  pririíeiro  vá  eP- 
crcver-fe  defronte  do  ultimo,  e  teremos  cm  o  noflb.  ex- 
emplo 480 ,  400  ,  480  ,  800 :  dividindo  agora  eftes  nume- 
res pelo  Teu  maior  diviíbr  commum  ,  teremos  em  feu 
lugar  6,  5* ,  6,  10  ^  c  lotando  os  fimplices  de  modo, 
qjc  por  cada  6  unidades  do  primeiro  fe  tomem  5  do 
íègundo,  6  do  terceiro,  e  10  do  quarto,  o  mifto  fera 
do  preço  pedido.  . 

487  Se  demais  quizeíFenios  ,  cjue  a  quantidade  dó 
compofto  fofle  exactamente  320'*,  aividiriamos  320  cm 
partes ,  que  cftiveíFem  entre  fi ,  como  os  números  6,5, 

6  ,   10  ,  e  teriamos  71^,  59^,  71-^,118^,  que 

juftamcntc  nos  moftrão  as  porções  à  tomar  de  cada  hum 
dos  fimplices  propoftos. 

488  Poderiamos  também  dividir  os  fimplices  dados 
em  duas  claífes  geracs,  a  làber,  fimplices  de  maior,  c 
de  menor  preço  do  que  o  compofto :  tomando  porções 
arbiti-arias  de  cada  fimples  maior ,  determinaríamos  pela 
regra  de  liga  dircéla  o  valor  do  mifto  parcial ,  que  af- 
lim  refultalfe,  o  qual  deveria  fahif  também  maior  do  que 
o  preço  do  compofto  j  igualmente  fanamos  á  vontade 
hum  mifto  dos  íimplices  n]enores,  e_  determinaríamos  o 
feu  preço  ;  depois  trataríamos  os  dous  miftos  parciaes 
como  dous  fimplices  ,  que  deviiío  fer  ligados  ao  preço 
dado  pela  regia  deligainverfaj  cachado  quanto  te  de- 
veria tomar  década  mifto  parcial ,  dividioanjos  efta  Quan- 
tia em  partes  proporcionaes  ás  quantidades ,  que  déca- 
da hum  dos  refpçdli vos  fimplices  tiveíFemos  tomado  pa-. 
ra  formar  o  feu  correfpondentc  mifto  parcial  ;  os  reliil- 
tados  indicariao  as  proporções ,  que  deviao  tomar-íè  de 
cada  htim  dos  mefmos  fimplices  para  formar  o  mifto  pe- 
dido ^  da  grandeza ,  e  preço  determinados. 

48j>  Nos  Exemplos  precedentes  vimos  também ,  co- 
mo èra  poílivel  formar  num  miíto  difierente  com  dous. 

mif- 
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miftos.  dados,  por  hum  modo  lèmelhante ,  confcguiremos 
ligar  entre  fi  mais  miftos  homogéneos,  de  modo  que  o 
relúltado  preencha  certas  condições  determinadas. 

EXEMPLa 

Supponhão-fe  três  efpecies  de  metal  em  barra  j  a  pri- 
meira tal,  que  de  120  onças  100  são  de  ouro,  tio  de 
prata  ;  àfcgunda  em  150  contém  12b  de  ouro,  e  30  de 
cobre;  a  terceira  em  24a  onças  contém  40  de  ouro,  r  20 
de  prata  ,  e  80  de  cobre  ;  querendo  formar  com  ellas 
huma  quarta  ban'a  ,  que  pez€  360  onças,  e  que  delias 
2CO  fejâo  de  ouro,  ico  d©  prata,  e  60  de<:obre,  que 
proporções  deveremos  tòm*ar  de  cada  huma  das  três  bar- 
las  dadas  ?       .;,._..       ' 

Solução. 

Reprefentcmos  por;c,  j^,c  as  onças  que  devem  íêr 
tomadas  de  cada  hiíma  das  mencionadas  banas  :  ora  em 

X  de  onças  da  primeira  deve  haver  í^  de  ouro ,  e  -^ 
de  prata  j  em  j^  da  fegunda  haverá  ~  de  ouro ,  e  ^-^ 

g|deouro,i^ 


cobre  :  e  em  2  da  terceira  teremos^  deouro^'— 


de  prata,  e  |^  de  cobrei  logo  o  ouro  total  do  miílo 

r    I   looof  i2oy     ,     40^  «.^    205c    ,      I20t    .  1 

fera  ^^H-^-h_i  a  prata  —-4-  ,— j  eocobre 
^  -»-  5i  e  por  ta^to  íermos  í^H-;7f-+-S  = 

ijo  240  '        *  ISO  150  240 

300,  ^  -h  "^  =  100 ,  '°'-  +  il^  =  60  j  fimplifi- 
cando,  ycm  -^  -h  ~  -i-  |  =  zoo ,  ^  -H  ^  =  100 , 
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i^  -f--^  =:  6o  9  reduzindo  aomefino  denominador,  fahe 

25':c -f- 24 y -+- ys = 6ooo,  jc -4- 355  =  600,  jy^-jcz^ 
900  i  íe  de  todas  tiramos  o  valor  de  z ,  teremos  z  zz 

do  o  terceiro  deftes  valores  (  por  fer  o  mais  fimples  )  a  ca* 
da  hum  dos  outros,  virá  900  —  ly = 6000  —  25X  —  i^y; 
5000  —  yxzzzyoo  — 9)f ;  reduzindo,  e ordenando,  la- 
nc:25'A?+  2ijf  =  jrioo  M  yx  —  9jfz=  300:  tirando  ago- 
ra o  valor  de  x ,  que  mais  &cilmente  pôde  ícr  reduzi- 
do a  hum  menor  coeficiente  commum  ^  refulta  x  = 

—  2iy  i  donde  fe  tira  iiy=  600  ,  e  ^  ==  54"'»  — ,e 
por  tanto  x  =  iy8  n">  *=  '47  TT^ 
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continuaqAo  da  parte  I, 


P«gi 


DasEquãfSes  iofegunão  gnU^  que  invohem  kumá 
,  fó  incógnita. 

490  /^  Uaiquer  cqua^o  do  fegundo  eráo  pôde 
\^  íbr  geralmente  reprefentada  pela  íèguimc 

^^  ax^  -^  b:çzzc\  acfignando  por  a  a  fom- 
ma  dos  coefficieotes  de  m^  em  todos  os  tefmos  ,  onde 
elle  entrar ,  depois  de  os  inclalr  no  prímeirtJ  membro , 

2uando  alli  nâo  eftiverem  já ;  por  b  a  íbmma  dos  coef- 
cientes  de  x  ,  e  por  c  a  das  quantidades  conhecidas ; 
por  tanto  ,  a  reíbluçâo  geral  delta  equação  deve  incluir 
todas  as  relbluções  das  outras  do  meímo  género :  paffe- 
mos  pois  a  eíFev^uar  a  dita  rcfoluçao. 

491  Dividindo  por  a  os  dous  membros  ,  refultt 

x«  -h  7"  =  ';  •  vejamos  agora  kp^  -^  7  he  hum  qua- 
drado perfeito  \  para  ifto  notaremos ,  que  o  quadrado  de 
hum  monómio  he  também  hum  monómio ,  e  que  o  de 
hum  binómio  he  hum  trinomio  ^  aífim  concluiremos  evi* 

dentemente^  que  x*  +  ^  nao  he  quadrado  perfeito; 

refta  por  tanto  ver  íe  opodemos  transformar  de  modo  ^ 
que  íu}ue  quadrado  perteito  ,  a  fim  de  que  péla  extrac- 
ção da  raiz  quadrada  fiquemos  reduzidos  a  numa  cqua« 
ção  do  primeiro  gráo :  ora  he  claro ,  que  feri  mais  fá- 
cil reduzir  ;v«  -h  ^  a  hum  trinomio,  do  que  a  hum  mo* 
nonuo  quadrado  perfeitç-,  ecomefffeíto,  para  que  jc*  -+- 
•^  íeja  transformado  em  hum  trinomio  da  natureza,  que 

fe  requer  ,  lembremo-nos  que  a  fiia  vf  deverá  fef  huCDr 
binómio  :  o  quadrado  de  num  binómio  ,  como  temos 
vifto  I  confta  de  três  partes  ;  a  faber  :  o  quadrado  do 

A  ii  pri- 
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primeiro  termo ,  dous  produâos  do  primeiro  pelo  legun- 
do ,  e  o  quadrado  do  íegundo ;  ora  nós  podemos  coníi- 
dtrar  x^  coitío  quadrado  do  primeiro  termo  da  raiz ,  to- 
go efte  deverd  fer  x  =  V**  5  7-  P<ide  agora  fer  conli- 

deradò  ccmo  reprelcntandò  os  dous  produftos  do  J)ri- 
mciro  pelo  íegundo  termo  da  raiz ,  ou ,  o  que  lie  o  meC- 
mo  ,  hum  produfto  do  primeiro  pelo  dobro  do  fegun* 

do  i  logo  ^  dividido  pelo  primeiro  termo  já  conheci* 
do  Xy  dará  no  quociente  -  >  que  feri  o  dobro  do  íe- 
gundo termo  da  raiz  i  logo  efte  fegundo  termo  he  ^ : 


20 
ÍX 


falta  pois ,  para  que  ;c*  +•  —  poíTa  confiderar-fe  igual 
afx-h^^  ajuntar-Ihe  a  terceira  parte,  que  ainda  ret 
ta ,  a  faber ,  o  quadrado  do  fegundo  termo  ^  i  fazen- 
€0-0 a  teremos  x^  -h  — H j-=  [x-^  —\  ;  masx« 

•^-  T=í  >  í^g^  ^*  •*•  V  -^":;^=:ír^-  I^^porcon- 

Jèquencia  V"*'  +?  -*-;—  =- V^:;^  -í-  7  i  ou  * 

4-—  =  i;  V  "^  "^  •  i  eftamos pois  reduzidoí  ahit- 
ma  equa^o  do  primeiro  gráo  ,  donde  íè  tira  aí  =  — 

^±  V  "V  "*"  i  >  «í"*?^  >  onde  lè  vô  o  procurado 
yalor  de  x 
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492    Efcrevemos  +  a/-^  -H  ^  j  porque  qualquer 

quadrado,  como  a^  tanto  pôde  provir  dc-h  ^ X-H  tf  > 
como  de  -  tf  X  -  tf  >  e  não  efcrevemos  ± 

auo;  pois  que  em  tal  cafo,  dcfta  equação  refultariao  as 
quatro  +  \/x'+'Í-t-^=  +  \/ ^  +-^  + 


das  quaes  as  duas  ultimas  ^o  confequencias  immediatas 

das  primeiras.  ,,    „»,     .    . 

493    Advertimos  com  Mr.  d'Alembert ,  que  na  equa- 
ção x  H-  —  =  ±  V7  ^-  -^  nâo  fe  dere  entender  que  hc 

no  fentido ,  que  produz  ■+-  V^  "^ÍF^  "^  "'  "*"  ^' 
mas  fim  pelo  feguinte  modo.  Tome-fe  por  maior  fim- 
plicidade  aequa^^o  x«  =»«« ,  ^°f  ^^^^^f  V^=T,'!:. 
daqui  não  devemos  concluir  o  abfurdo  de  fer  4-  w  _ 
-m  i  mas  fim  que  fendo  x  defconhecido ,  e  por  tanta 
nâo  determinado  pelo  que  pertence  áfiia  f^^^>^T, 
gnal  i  c  podendo  admíttir  qualquer  dos  %naes ,  pôde 
fogo  reprefcntar  ou  huma  quanudade  pofitiva,  ou  hu- 


6  Elementos 

ma  quantidade  negativa  ;  donde  fe  fegue,  que  no  pri^ 
meiro  cafo  xzz-hm  j  c  ^uc  no  íèguado  x  equivale  a 
—  wi,  ifto  hc,  que  realmente  he  -H  xziz-^m  ,  e  •  ^ 
=  —  m-y  efta  he  pois  a  confequencia ,  que  k  deve  tirar 
da  exprefsao  abbreviada  ;c  =  ±.iii  ,  e  não  como  appar 
rentemente  fc  tira  -+-  jtf  =  -í-  wi,  -Hx=  —  m.  Se  com 
o  mefmo  Autlior  mencionado  tomarmos  ainda  outra 
equação  da  forma  x^  — zax  -+-  a^  zzt^  ^  donde  refulta 
jr  —  azz±iy  notaremos ,  que x  defconhccido  pôde  fer 
maior,  ou  menor  do  que  a^  donde  fefeguirá  kr  x  -a 
poíitivo  ,  ou  negativo  ,  o  que  dará  ou  ;c—  a^z-hty 
oii  a  "  xzz-^-b y  o  mefmo  que  x —  ^ r=  —  í  ;  e  nefte 
fentido  entenderemos  as  exprefsóes  da  forma  x  —  a  :=z 
±:  b.  Eftas  reflexões  parecem  baftantes  a  prevenir  todo 
o  equivoco  ,  ou  má  interpretação  ,  que  poíTa  dar-fe  ás 
abbreviaturas  da  forma  x=.±^b  \  pelo  que  profeguire- 
mos  fem  mais  nos  demorarmos  fobi^e  efte  aflumpto. 

494  Refleftindo  lòbre  os  três  números  precedentes, 
conclue-íc,  que  afolução  dasequaçòes  doícgundo  grdo 
a  huma  fó  incógnita,  íè  reduz  ao  feguinte  :  i.^  Paifar 
para  hum  membro  todos  os  termos ,  onde  entra  x* ,  c 
onde  entra  x  ,  fazendo  que  os  outros  fiquem  formanda 
o  outro  membro  da  equação.  2.«  Reduzir  a  hum  todos 
os  termos ,  que  involvcm  x^ ,  o  mefmo  aos  que  tem  x. 
3.°  Defembaraçar  o  x^  de  todos  os  íèus  coefficientes , 
dividindo  ambos  os  membros  pela  íbmma  delles;  een^ 
tendendo  por  fomma  de  coeflicientes  a  totalidade  das 
quantidades  em  forma  inteira ,  ou  fraccionaria ,  que  mul« 
tiplicâo  o  mefmo  ;c^  •  4."^  Accrefcentar  a  ambos  osmcm* 
bros  o  quadrado  de  metade  do  coefficiente  ,  que  x  ti« 
ver  depois  da  precedente  divisão,  c.<»  Extrahir  a  raiz 

ãuadrada  a  ambos  os  membros,  inoicando  a  do  íègun« 
o,  quando  aextrao^o  não  feja  aliás  poíCvel,  e  fazen» 
do-a  preceder  femprc  do  duplo  fignai  dt  \  advenindo , 
que  a  V  do  primeiro  membro  iempre  deverá  íèr  hum 

bi- 
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binómio,  que  tenha  por  primeiro  termo  a  incógnita ;r, 
e  por  íègundo  metade  do  coeffidente  de  x  na  equação 
propofta  ,  com  o  mefmo  íignal  ,  que  tirer  na  meíma 
equa^a  6.^  Reduzidos  aflim  a  huma  equá^o  do  pri- 
meiro gráo  )  acharemos  finalmente  o  valor  da  incogiú^ 
ta,  ièrvindo-nos  das  regras  dadas  para  cíle  cafo. 

495  Sc  na  equação  x^  -^r  ^zt,^  ^paflamos -j  para 
o  íègundo  membro  >  temos  ^^  =  —  ~  -H  -j  }  compa- 
rando agora  eíla  equação  com  a  final  x  zz  -^  -^  -^^ 
V  — 1 — H-  ,  facilmente  feconclue,  que  íeduzida  qual« 

quer equa^o  do fcgundo gráo á fórma ;c*  = —  'T^h^ 
poderemos  logo  determinar  o  valor  de  xi  pois  que  eftc 
íb  acha  íer  igual  ^  -  —  >  metade  do  coefficiente  de  ;i^  com 
e  mefmo  fignal ,  mais  ou  menos  a  V  do  quadrado  da 
dita  metade,  junto  ao  termo  conhecido-^  também  com 

O  mefmo  íignal ,  que  tem  na  equa^o  x*  =«—  ~  +  ^  i 

aíEm ,  querendo  o  valor  de  x  ,  que  fatisfaz  á  equação 
«^=4af-Hjr,  teremos  ;tfiíi4:V44.5  =  idb3idon* 
de  fe  tira  x=.^  ^  x-zz—i. 

496  Notemos  agora ,  que  de  qualquer  equa^o  do 
ftgundo  gtáo  devem  reíbltar  dous  valores  para  a  inço* 
guita;  ora  efies  ou  são  ambos  poíitivds,  ou  ambos  ne- 
gativos, ou  hum  poíitivo,  e  outro  negativo:  no  primei- 
ro gaio  concluiremos  (Numera 437  ^  e  íèg.)  »  que  ar 
queítâo  propoílá  Ke  attibíAua,  eadmitte  duas  foluçóes^ 
no  íègundo  ,  que  a  quelm  propofta  he  impoílivei  ,  e 
quoí  1  cúntrath  tem  as  dúasíbluçtJes  qae  achamos  >  e 

ao 
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no  terceiro  ,  que  a  foluçâo  pofitiva  peitence  á  queítao 
propofta  i  e  a  negativa  á  contraria.  Aífim ,  por  exemr 
pio ,  na  equação  a:«  =  4^4-  5: ,  onde  fe  trata  de  faber 
qual  he  o  numero  ,  cujo  quadrado  vale  tanto »  como  o 
leu  quadnipulo  junto  a  5* ;  temos  a;=  3 ,  que  fatisfaz  a 
queftáo,  e  :v=  —  i  ^  que  fatisíàz  a  contraria  ,  ifto  he^ 
que  moftra  qual  he  o  numero ,  cujo  quadrado  vale  tan- 
to y  como  o  feú  quádruplo ,  tirado  de  5*. 
'  497  Se  a  equação  primaria  contivcílè  tão  liSmcntc  o 
quadrado  da  incógnita,  quero  dizer,  íè  foíTc  ax*  —  Cy 

h  /  h^ 

a  exprefsâo  azz:  —  —  ázy  — ^  -+-  -  ,  daria  o  valor  de 

'  X,  nefte  fegundo  cafo  fazendo  ^  zz  o  (  Numero  438  ) , 

hypothefe  donde  refulta  x  zz  '±,  \/^y  formula  geral 

para  a  íblu(^o  das  equaç6es  ,  como  ax^  =  r  ;  quer  a 
e  c  fejâo  inteiros ,  quer  fracções ,  quer  fraccionarios.     > 

498    Naequa(^o^  =  -  ±.i:\/jL4-i  ,  re- 
duzindo  ao  mefmo  denominador  as  quantidades  ,  que 

cftão  debaixo  do  radical ,  temos  xzz—  —  -^v   "    '^'^f 


*±V'  >'-H4^c 


4-^ 


ca  X  1= = — ^ ,  onde  fazendo  por  maior 

fimplicidade  v  =-?>  ^  F  í  >  ^°^  ^P  cafo  a  equação 
pt-imaria  fc  transforma  em  x*  'hpx  =  qy  teremos  xzz 


-r±V  ;.«-»- 4,. 

ora  fcfi  for 

negativo, 
~,  valores 

teremo: 
ònde/s 

!(NU- 

-+-4Í. 
fica 

10*0437)*=- 
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fica  fempre  poíitivo ,  e  logo  poflivel  a  y/pZ^^T^  ( Nu- 
mero 276  )  ;  conclue-fc  pois ,  que  o  ílgnal  de  p  nunca 
inãue  na  poílibilidade  ,  ou  impoíllbil idade  abfoluta  do 
valor  de  Aí ,  e  por  confequencia  da  foluçuo  da  queftão. 
499     Mas  fendo  q  negativo  ,  teremos  ;v  =  — 

P±^f-^^  ou  =  ^-^/  ~^,  conforme/) for 

poíitivo,  ou  negativo;  oraneílecafo  Vp«  —  4f  fera  pof- 
livel ,  em  quanto  for  ^*  !>  45  i  aliás  p*  -  4^  íèrá  nega- 
tivo ,  o  que  fará  imaginaria  a  Vp*  —  4q  >  e  logo  imagi- 
nário o  valor  de  ^,  c  impoílivel  por  conlêquencia  a  10- 
luçáo  da  queftáo  i  quer  no  fencido  propofto  ,  quer  no 
contrario  ,  villo  que  ambos  os  valores  de  x  contém  o^ 
dito  radical :  concluiremos  pois  ,  que  são  impolliveis  to- 
dos os  problemas  ,  que  nos  conduzem  a  equações  da 
lòrma  x^  ±:px—^qy  quando  /^*  <C4í  l  ídiàs  fempre 
lêiáo  poíllveis ,  ou  no  fcntido  de  que  fe  trata  ^  ou  no  con^ 
trario  ^  ou  em  ambos. 

Applicafão  ds  foluçSes  de  varias  QjfeJlScs. 

EXEMPLO    I. 

Qual  he  o  numero ,  que  foUimado  com  20 ,  e  dimi- 
nuído de  40  ^  produz  dous  números ,  cujo  produAo  he 
900? 

Solução. 

Seja  X  o  numero;  teremos  (lo-f-^tf)  (40  —  ^)  zr 
900 ,  ou  800  -H  ^ox — x^  —  900,  donde  x^  =  ^ox  — 
100,  e  logo  :vn:io±L  Vioo  — ico=io;  logo  10  he 
o  numero  pedido,  ecomeffeito  (20-»- 10) (40  — 10) 
=  900. 

Nota.  Eis  o  como  algumas  vezes  podem  as  que& 
ttfes  do  fegundo  gráo  ter  também  huma  íò  foluçâo. 
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EXEMPLO    II. 

Qual  he  o  numero  compoflo  de  duas  Içtras  ,  ciyo 
produclo  he  48  ^  c  a  fomma  14  ? 

Solução. 

Seja  X  a  letra  das  unidades,  logo  a  das  dezenas  íè- 
rá  14  -  A?,  eaífim  x  (14— a:)  =  48  j  ou  14JC  —x^  zz 
48,  donde  /v^  =  i4íc  — 48,  e  ^=7±:V/49— 48  =  7 
±.  I ;  logo  A? ,  ou  =  8 ,  ou  zz  6 ;  c  por  tanto  a  letra  das 
dezenas  14—^,  ou=::6,  ou  =  8i  por  confecjuencia  hs| 
.«dous  números,  que  farisfazem  a  qneflao^  a  iab^er^  68 > 
e  86. 

EXEMPLO    IIL 

Hum  mercador  comprou  varias  peças  de  panno  a 
preço  de  quinze  moedas  j  os  covados  de  cada  peça  são 
em  tal  numero  ,  que  fe  em  fcu  lugar  houveflem  menos 
6  ,  ifto  faria  importar  cada  liiim  dçUes  em  mais  600 
reis.  Quantos  ferão  os  ditos  covados  ? 

Sobá§ão. 

Reprefentem-lc  por  x  ,  logo  o  preço  de  cada  faum 

fera  I22^i  fe  foffem  menos  6,  feria  1222^1  jmas em 

tal   cafo  600  reis  feria  o  aiiginento  do  preço  ,  logo 

— ^ h  6oo^-=z  ~~-  i  donde  refulta  7íchdo  x  — 

432000  -t-  6oo^«  ~^6oQy  =  72GOOAf  >  ou  ^«  =  6;^  -4- 
720  ,  e  Af=:3  ±:V720-h9  =  JÍ27:  logo  30  he  o 
Qumero,  que  fatisfaz  á  queflão  propofta  j  e  24  á  coo* 
traria,  entendendo  aílim aquella ,  onde  fetrataíTe  dedef- 
eubrir  qual  feri^  o  numero  de  covados ,  dizendo  que  ie 
foíTem  6  de  maia^  ifto  Êuia  dimimair  600  roiis  aocuAoi 
lie  cada  hunu  £X* 
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EXEMPLO    IV. 

Dividir  12  em  duas  partes  >  que  multiplicadas  pro 
duzão  i6o. 

Solução. 

Seja  X  huma  deftas  partes ,  a  outra  feii  l^  —  x^t 
logo  :v  ( i2-^;c)  =  160  ;  donde  refulta  ixx-^x^  = 
i6oy  x^  =  izx^  160 i  e;tf=6±:V?6— 160  =  6  ^ 
V^^^^m;  mas  yj^iz^h^  imaginaria  i  logo  o  Proble- 
ma impolfivel. 

EXEMPLO    V. 

Hum  mercador  comprou  hum  fardo  de  fazendas, 
que  vendeo  por  156  moedas  ;  nefta  venda  ganhou  na 
razão  da  quarta  parte  do  preço,  porque  comprou  para 
100 :  qual  foi  eíle  preço  ? 

Solução. 

Seja  X ;  logo  para  ter  o  ganho ,  deveremos  dizer  100 : 

^  x::x:  oganho  procurado ^  fera  pois  igual  a  -~ ,  e 

por  tanto  x  -H  -2—  =156 , donde fe tira ^«  z=-  400JÍ 

-{-  Í24CX)  ,  X  m  — 200  ±:  \/4000o  +.  624C0  =  —  200 
±1320;  H-  120  moedas  foi  ocufto  das  fazendas  j  65:20 
feria  fe  em  lugar  de  ganhar,  tiveíTe  perdido  a  tantos  por 
cento  y  quantas  foítem  as  unidades  da  quarta  parte  do 
cufto» 

EXEMPLO    VL 

Qual  he  o  numero ,  que  junto  a  9  dá  huma  fomma , 
cujo  triplo  equivale  ao  produâo  da  fua  iomma  com  ^ , 
multiplicada  pela  dii^oça  entre  ell(,  e  o  mefmo  $  ? 

B  u  Sq^ 
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Solução* 

Seja  X  efte  numero,  e  deveremos  ter  (jc -1-9)3  = 
(f -H;c)  (5  — A^)i  donde  refuIta3A?-H27  =  2y  —  jc^  , 

exzi--^  (3±:V^9^^)Jiftohe,Ar  =  — i,e;v=  -  2; 

o  que  moftra  fer  impoílivel  a  queftao  propofta,  e  dupla- 
mente foluvel  a  contraria  ;  entendendo  por  tal  aquella, 
onde  íè  pertcndeíTe  deícubrír ,  qual  íèria  o  numero ,  que 
diminuído  de  9  déíTe  hum  refto ,  cujo  triplo  equivalelTe 
ao  produâo  formado  pela  fua  diíFerença  ao  numero  5^ , 
e  a  fua  fomma  com  o  mefmo  y :  com  eífeito,  fuppon- 
do  então  x—i^  teremos  (  —  i4-9)3=i:(5  —  i) 
(  5  -H  I ) ,  ou  24  =  24  j  e  fuppondo  xz=i  2 ,  fcrá  também 
(9-2)3  =  (5-2)(5-h2), 

Das  equaçSes  ão  ftgunão  gr  do  a  mais  de  buma 
incógnita* 

500     C  E  as  incógnitas  forem  duas ,  e  as  equações 
Oda  forma  ax-^rbyznc y  mx^  -^ny  —  q^ú- 

rando  de  ambas  o  valor  de  y ,  teremos  f-=í?  ^  f-^^y;  . 
c  logo  nc-^-anxzzbq  -hmx^  i  x^  —  ^-^  ^^^i^^ 


«^s=^±V^44--+--^Si^-  Eftcvalorde;cful>. 


fiituido  na  primeira  equação  ,  dá 


jroi    Sendo  as  equaç6cs  da  fiírma  ím?  -H  áy  =  r, 
fttx^  -h^y*  =í  i  tirando  da  primcií-a  o  valor  de  qual* 

quer 
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quer  das  incógnitas,  por  exemplo  Xy  e  fubftituindo  na 

fegunda,  teríamos  !líizi?.!il  _{-  frf^zzKi^  equação  do 

fogundo  gráo  em  y  ,  donde  fe  tiraria  o  valor  defta  in- 
cógnita ,  e  depois  fecilmiente  fahia  o  da  primeira. 

jTOZ  O  mefmo  fariamos  fe  as  equações  foíTem  da 
forma  ax-^-byrizc ^  ntx^  +fty^  '\-rx-+'Sxyzzt  :  mas 
lè  na  primeira  equação  tiveflemos  ax^  -^ bx -^ cy-zzv ^ 
então ,  tirando  delia  o  valor  da  incógnita  menos  elevada 
y ,  como  fe  o  refto  foífe  conhecido ,  e  fubftituindo-o  na 
fegunda ,  teríamos  huma  equaçío  Qmx^  a  qual  em  alguns 
calos  poderia  fer  refolvida  á  maneira  do  íegundo  gráo : 
finalmente  ,  fe  ambas  as  equações  foflèm  perfeitas  ,  ve- 
nho a  dizer,  fe  ambas  contivellem  todos  os  termos,  que 
he  polfivel  contenhão  ,  cm  cujo  cafo  ferião  da  forma 
mx^  -{-ny^  -{-py-^-nx-^-sxy  —  í  >  ax^  -\-èy^  -hcy-h 
dx-hexyzzfy  tiraríamos  de  qualquer  delias  o  valor  do 
quadrado  de  huma  das  incógnitas ,  por  exemplo  x^ ,  co- 
mo fe  o  refto  foílè  conhecido  i  efte  valor  de  x^  Ic  fub- 
ftituiria  na  outra  equ?ção  ,  até  que  ella  fomente  conti- 
veíTe  Xy  então  tiraríamos  defta  equação  o  valor  dc;tf  ex- 
preflb  em  jy ,  e  quantidades  conhecidas  j  e  vindo  fubfti- 
tulr  eile  valor  na  primeira  equação  ,  efta  fe  reduziria  a 
conter  fomente  y  :  por  exemplo ,  da  fegunda  equação  ti* 

ra-fe  x^  =  f- h^  - ^y^- ^^ -  ^^  i  fubftituindo  na  pri- 

mcira,  fahe  w  {f-h' -cy-^^^cxy)  ^  ^^,  ^^_^ 

rx  -f-  sxy  =z  t  ^  tirando  agora  ddfta  equação  o  valor  de 
Xy  e  fubuituindo-o  naiègunda,  evidentemente  refultaria 
huma  equação  em^  ;  a  qual  com  tudo  não  poderemos 
relblver  por  exceder  o  fcgundo  gráo, 

503  Não  continuamos  a  tratar  de  como  íb  determi- 
nariSo  as  incógnitas ,  quando  foftèm  mais  de  duas ,  tan- 
to porque  do  que  fica  dito  preccdememente  fepóde  de- 

dur 
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duzir  o  que  então  deve  fazcr-fe ;  como  pelo  pouco  ufo , 
que  efta  inveftiga^o  teria ,  íègundo  o  nm  a  que  he  di- 
rigida a  prefenre  obra :  os  curiofos  porém ,  que  pcrten- 
derem  adiantar  poreíle  lado  as  fuás  idéas,  podem  con-. 
filhar  a  grande  Álgebra  de  Mr.  Bezout,  onde  mais  pr- 
ticular ,  e  miudamente  verão  difcutidas  as  queítôes  déíta 
cfpecie. 

Das  equações  a  dous  ternios ,  e  das  que  fe  podem 
refofver  d  maneira  das  do  fegunão  grdo. 

5*04     í^  Hamâo-íè  equações  a  dous  termos  todas 

V^  ac^uellas ,  onde  não  ha  mais  do  que  huma 

fíy  potencia  da  mcognita  ,  e  que  por  tanto  podem  íèr 

reduzidas  á  forma  bx^  zir ;  ora  deitas  equações  lerá  fem- 

pre  fácil  tirar  o  valor  da  incógnita  ,  pois  que  o^  = 

^  y  c  X  zzy  T  y  quando  m  for  impar  ;  e  igual  a  + 

V  7 ,  quando  m  for  par. 

Seja  propofto  para  exemplo  achar  hum  numero  com* 

Soílo  de  três  letras  tacs  y  que  a  das  centenas  multiplíca- 
a  pela  das  dezenas  dê  14;  e  multiplicada  pela  das  uni« 
dades  63  ;  e  mais  que  o  quadrado  da  que  eftá  nas  de- 
zenas y  multiplicado  pelas  unidades ,  dé  36. 

Sejão  x^y ,  js  ,  as  três  letras ,  teremos  xyzzzt^y  xzzz 
6'iy  y^  zzz^6  i  dividindo  ordenadamente  os  membros 

das  duas  primeiras  equações ,  temos  ^  =  —  =  i  ,  e 
logo  znz^  i  fubftituindo  efte  valor  de  z  na  terceira 
cqua^o,  teremos  ^  =  3^,  e  logo^i  =  —  =  8,  ey 
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m  Y  8  =  a :  por  confequencia  Zzzi^  ^xzzy ,  e  o  nume- 
ro 729. 

jro^  Ha  mais  hum  género  de  equações,  cuja  refolu- 
(ãohe,  por  aílim  dizer ,  hummifto  daíbhi^o  das  equa- 
ções do  íègundo  gráo  ,  e  das  equações  a  dous  termos ; 
ç  por  ifto  chamadas  equações  ,  que  íe  refolvem  á  ma- 
neira das  do  fegundo  gráo  \  taes  são  aquellas ,  em  cujos 
termos  ha  fomente  duas  potencias  diverfas  de  x ,  cujos 
expoentes  são  metade  hum  do  outro ;  eftas  podem  redu- 
2ir-fe  todas  á  feguinte  x^  -H  ax?^  =  í  j  ora  nefte  cafo 

fera  também  x^^^  -H  ax^  -H  —  =  ^  4-  4-  *  in^s  ;c^'» 

4  4  ^ 

-+-  4ÍX»  -h  —  =  ( ^"  -H  -jy    ,    logo   xT^  -{--;—  ±: 
Yb 4-  -^  j  cqua(^o  a  dous  termos  ,  da  qual  fe  tira 


^-^Çh±x/b^i- 


EXEMPLO. 

Qual  be  o  Bumero  ,  cuja  6  potencia  rale  tanto  co- 
mo o  cubo  mais  56  ? 

S9IMÇM. 

S^a  M  o  Domero,  teremos x^  =x»  +  56)  logOA;) 

\^\X^  i  tomando  a  Ibhjção  poíitiira ,  refulta  ;c  =  2, 
aumore  que  iatia&z  a  qucflâo» 
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Da  Eliminação^  e  transformação  dos  radicaes. 

$06     13  Roponhamo-nos  fazer  racionaes  todos  os 

Jl   termos  da  equação  a  -\-  c  \/x=.b  i  para 

ifto  deixaremos  o  termo  irracional  em  hum  fò  membro, 

do  que  refultará  c\xz=,h-^a  ^  depois  quadrando  virá 

f«  x-^i^^b  —  ày  y  donde  fc  tira  x  =  -^'^^^    ,   como 

íê  pertendia. 

507  Se  em  geral  tiveflcmos  a  +  c  yx*  =í^  tranír 

m 

formando  efta  equação  na  íèguinte  c \/o^  z=.b—ay  le- 
rantariamos  ambos  os  membros  á  potencia  m ,  o  que  da- 
ria C^^x"^  zz^b^a)"*^  i  donde  x*  =  ^^^n^'''  ^  o  x  = 

508  Sendo  a  equação  tal,  como  a  \x  -\- y  zz  b 
\Jy  —  Xy  então  paflando  os  dous  radicaes  para  o  pri* 
meiro  membro ,  teremos  a^x  — b \/y  =  —y  ~ a? ,  lo- 
go (a\Jx-  by/yy  — (  -jf  — 5f)%  Q\xa^  x^^b^y  — 
zabsjxy  zzy^  ■+•  ^yx  -H  x^  \  equação  donde  eliminaría- 
mos o  radical ,  como  em  a  do  numero  506. 

5:09  Tendo  agora  a  transformar  em  racional  a  equa- 
ção asjb-^rc yjd — e Vf=  k ,  deixariamos  no  primeiro 
membro  fó  dous  radicaes,  o  que  daria  a\/b-^c\/dzz 
e  \lf  -H  k  >  quadrando  agora ,,  vem  ^*  í  H-  r«  rf-H  ^ac 
\/bdzze^f']rzek\Jf'}rk^  ,  equação  que  in volve  dous 
radicaes ;  e  que  por  tanto  êítá  no  caíò  da  precedente. 

510  Nas  equações  da  fórma  v'^  -H  V  ^  "*•"  V'^  •+- 
^d  =  o  ,  poderiamos  ainda  eliminar  os  radicaes  com 
écilidade,  efcrevendo-as  pilmeiro  na  ícguinte  fórma  \a 
-h  y^^  =  —  Vi" — \/d  y  onde  quadrando  teríamos  a-^b 
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'\-^\Jàh::=.C'\-d-^i'^cd  j  equação,  que  fomente  in- 
clue  dous  radicaes  ,  e  que  por  confequencia  admitte  a 
eliminação  delles ,  explicada  em  o  Numero  5-08. 

jii  Tendo  dito  quanto  julgamos. a  propoíito  fobre 
a  eliminação  dos  radicaes  ,  paJiemos  agora  a  explicar 
algumas  transformações  delles ,  que  em  vários  cafos  tra- 
zem comfigo  utilidade. 

Queira-fe  em  primeiro  lugar  converter  a  exprefsao 
Ma -H V^ j  cm  outra  da  fórma  c-k-yjg^  para  iflb  no- 
taremos, que  devendo  fer  c^síg  —  Sfd-^rSjb  ,  tere- 
mos C^  A-^csIg-^g  —  ^i-^SÍb  J  fazendo  açora  C^  -h 
g-^Lã^  2C\/g=-\/b  ,  e  tirando  deftas  equações  os  va- 

lores  de  r  ,  e,g  ,  teremos  g  —  .i= — ^ y  c  — 


\/a  -h  V  ^"  — ^  .  e  logo  c-^yjgy  ou  V^  -^  V^  = 


y/^TV.^-/  .  v/^±V.'-^    j  donde  fe  vê, 

4  2 

que  fendo  a"^  —  b  hum  quadrado  peifeito ,  por  exemplo 

tn*  , então VÍ4-V^='^  ; ^^ . ; * 

ifto  he,  que  as  exprefs6es  da  fórma  V^^-V^ >  quando 
-i-4«  —  ^  he  quadrado  perfeito,  podem  reduzir-íe  a  ou- 
tras da  fórma  y/lEl -^  s/^^y  ou  mais  fimples- 
mente  da  fórma  V*  -H  Vfe  >  e  fe  demais  t:^ ,  ou  ^^ 

forem  quadrados  perfeitos ,  entíío  poderá  \/a-\r\b  re- 
duzir-fe  ásexprefsóes  da  fórma  enunciada  c-^yg:  por 
exemplo,  feja  propofto  transformar  a  formula  irraaonal 

\/a8-í-VÍõõ  em  outra  das  affima  cxpoftas,  que  <^ 
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huma  idéa  mais  limples,  e  portanto  melhor,  da  quan- 
tidade que  rcprefcntão  j  aqui  J  —  28 ,  bzz:  300 ,  c  logo 

tf 2  -  ^= 784  -  300  =  484  =  (22)^  i  Iogo\/28-hV  3ÕÕ 

V — r--+-V  — T— =  V3  -H  V25=y-HV'3ie 
com  efFeito  (jH-Vs)*  ziiy-t-io  y/j -t- 3  =  28  -H 
V300. 
512    Querendo  agora  transformar  da  mcfma  forte  a 

exprefáoy  3H-4  V^^  =\/3  ■^-  V"^^~i6 ,  teríamos 
tf  =  3  ,  ^  =  16  ,  tf»  — -  í  =  9  -t-  ló  =  25  i  logo 

V4  -l-V-l  =2"*-V'-I. 

5:13    Finalmente,  pertendendo-fe  praticar  Outro  tan- 
to com  a  exprefsão  V  —  4  j  teremos  a  =:  o  >  ^  =  4  > 

«•-J=4^1ogoV— =\/^+  \/^=^ 

=Vn-V-i  =  n-V— 1. 

5 14    PaíTemos  a  ver  fe  he ,  e  quando  he  po%eI  tran^ 
formar  a  exprefsáo  -^a-^esjb  em  outras  mais  fiai« 
plices  da  fórma  x-\-  z\Jy  ',  ora  fe  «  +  a  Vj  =: 
y^tf  •+-  f  V^,  fera  wi  •+-  3*»  a  y/j'  •+-  3»'  ^■JV  -4-  a»  j 
\/y—a-^c\Jby  e  logo  a;J  h-js*  xy  —  a^  (^x*  z  ^ 
«'  JK  )  yy = <•  V^  i  logo  /»r/i«tf ,  he  *:  hum  dos  feitores 
de  a-yfecundu,  kb  não  tem  fadlor  quadrado,  como  fe 
£ippÒe  logo   que  íè  eícreve  o  ^^odo  termo   do  ox* 
y>Q-\-c\lb  y]oR  \}yz=.\jb  y  donde  fahe  y=zb  -^  tertio  , 
he  z  fedlor  de  r;  £ca  pois  claro  ,  quanto  he  fácil  de- 
ter- 
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terminar^  i  fica  também  evidente,  que  a  poíEbilidade 

de  fer  Vtf-4-r  \/^=  x-i-z  \Jy  depende  de  ter  a  hum 
h&oVy  er  outro,  que  juntos  fatisfaçao  ahuma  das  equa- 
ções x^  -h  325^  xbzza^  ^x^  z-^Sí^  í  =  r ;  pois  que  fa- 
tisfezendo ,  ferao  efles  faélores  os  que  poftos  em  lugar 
de  a:,  e  z  naexprcfsão  x-^zy/ij  darão  a  raiz  pedida. 
Âppliquemos  o  que  fica  dito  á  indagação  de 

Yif^y^^^TirrvT^  ;  teremos  nefte  cafo  xJ  +  6z^  xz=z 
1595  )  jx^  z  -H  2ZJ  =121 1 :  ora  vendo  que  7  lie  o  pri- 
meiro faélor  primo  de  I2ir  ,  e  y  de  1595  ;  e  vendo 
•  mais  que  (  3.  2y^  +-2.7^)  7  =  121 1  ,  concluiremos , 

que  \/i5'o^4-i2ii  \/2  =  5'  ■+-  7  v/^  >  ^  com  effèito 
(5-h7V2)í  =  i25'-h5'25  V^  4-1470  -4- 686  v/2  = 
i595'4-i2ii  \/2. 

Tome-fe  por  fcgundo  exemplo  ^^  -h  25  V  -  2, ; 
ncftecafo he  (x^  —  6z^  ) x=  o i  {^x^  —  iz^  )z=  25:  j 
mas  hc  3  faftor  de  9  ,  e  i  ae  25  j  ao  mcfmo  tempo 
(3.  3^—  2.  lO  í  =  ^í  >  íog^ 

V9-Í-25V— 2  =  34-V-2- 

jD^  wtf^i^  r^;»^  as  equações  fe  podem  imaginar 
campojlas. 

515  T  T  Imos  que  multiplicando  entre  fi  m  debi- 
V  nomios,comoA:-l-ií,;v-+-^,^-h^  &c., 
o  produélo  era  fempre  a?«j  4-;^*"— »  multiplicado  pela 
íbmma  das  quantidades  a^byC^  &c.  -k-í^—'^  multipli- 
cado pela  íbnuna  dos  produÁos ,  que  as  quantidades  a  y 
èyCy occ.  dão ,  combinadas  duas  a  duas ;  -H ^  — '  mul- 
tiplicado pela  fomma  dos  produAos  trcs  a  três  i  +  x»* — 4 
pelos  produClos  quatro  a  quatro ,  +  &c. ,  -H  o  produdlo 
de  tooos  os  íègundos  temos  ay  byS y  &c. :  ciianjaiido 

C  ii  poií 
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pois  /  a  fomma  das  quantidades ,  j"  a  Ibmma  dos  pno- 
duiílos  delias  duas  a  duas ,  /"  a  dos  produdlos  a  ires  e 
três  ,  e  aílim  por  diante  até  chegarmos  ao  produdlo  dos 
fcgundos  termos  ,  aue  dcíignaremos  por  F  ,  concluire- 
mos ,  que  m\àt  bmomios  x-^a^  ;cH-Ã,;c4-r,  &c. 
multiplicados  entre  fi ,  dão  x''^  +  j';c^  -  » H-  s''x^~^^ 
s^ff^m  —  j  +  j'"";c^ — 4  -f-  &c.  +  P :  ora  toda  a  equa^o 
do  gráo  m  a  huma  fó  incógnita ,  pode  fer  reprefentada 
por  x^  -{-nx^  —  ^"{-ox^^  —  ^-^px'^''  ^-\-qxP^—^-\^ 
&c. -t-Jk^io,  paflando  osfcus  termos  todos  para  opn- 
meiro  membro,  e  defembaraçando  o^^^  de  todos  os  mul- 
tiplicadores ,  ou  divifores  com  elle  combinados  ,  pois 
que  nyOypyScc.  podem  reprefentar quaefquer  quantida- 
des, reaes,  ou  imaginarias;  poíitivas,  ou  negativas;  in- 
teiras ,  ou  fraccionarias ;  racionaes ,  ou  irracionaes :  logo 
pôde  íuppôr-íè,  que  o  primeiro  membro  de  huma  equar 
çao  tal  ne  formado  pelo  produdlo  de  ?h  binómios ,  co- 
mo a?-4-4í,  x-i-ty  x-^Cy  &c.  vifto  que  efte  produdlo 
fahe  tão  íimilhante  ao  dito  membro  da  equação. 

yió    Conclue-fe  pois,  que  o  coefficicnte  n  da  inco- 

fnita  xf»~'  no  fegundo  termo  de  qualquer  equação, 
e  igual  á  fomma  dos  fegundos  termos  dos  binómios 
limplices  x-hayX-^íyScc.y  elogo  feeílc  fegundo  ter- 
mo for  cifra,  he  íignai  de  que  J"izo,  ifto  he,  que  en- 
tre os  ditos  íègundos  termos  dos  binómios  ,  que  neíle 
caio  íè  cliHmio  faêiares  da  equação  ,  huns  são  poíiti- 
Yos,  outros  negativos,  cque  a  fomma  dos  primeiros  he 
igual  á  dos  íègundos. 

C17  Concíuc-fe  mais,  que  o  coefficiente  o  =  j"  =r 
á  íomma  dos  produdtos  dos  íègundos  termos  dos  fadlo* 
res ,  combinados  dous  a  dous ;  aue  p = /*',  &c ,  até  *  = 
P  ;  ifto  he  ,  que  o  termo  coonecido  deve  fer  igual  ao 
produdlo  de  todos  os  fegundos  termos  dos  meímos  fa-* 
ílores. 
518    Ora  he  claro  ^  que  todos  os  valores ,  que  fub* 
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ftituidos  por  a;  fizerem  x^  -J-»^ — ^-^ox^  -  *-H&c. 
+  k  igual  a  cifra,  fatisfarâo  a  equa^o  i  e  logo  ferao 
os  verdadeiros  valores  de  x }  mas  vifto  que  fc  pôde  con- 
fiderar  x^  ^-»;c'«— »  +  ox^-  2-i-&c.4-Jk  =  (A?  +  ^) 
( .V  H-  ^  )  ( ;c  -H  r  )  &c. ,  e  hc  evidente ,  que  para  o  pro- 
duto (x-}-a)  (x-\'6)  (A?-hr)  &c.  fer  cifra  ,  bafta 
que  qualquei'  dos  feus  faàorcsleja cifra,  conclue-fe,  que 
qualquer  equação  de  gráo  m  deve  ter  m  de  raizes  ,  ou 
valores  da  incógnita ;  e  que  eftas  ferâo  os  lègundos  ter- 
mos dos  binómios  fadores,  tomados  comofignal  con- 
trario i  pois  que  sao  m  os  ditos  binómios ,  c  que  deven- 
do cada  hum  ler  cifra ,  teremos  por  exemplo  ;c  -h  ^  =  o , 
donde  xtz  —a. 

5:19  Notemos ,  que  fe  em  qualquer  equação,  como 
por  exemplo ,  x^  +  nx^  -^ox^  -h/^A?  -h  Jk  =  o ,  lubftitui- 
remos  —  x  por  x ;  as  raizes  pofitivas  devcrâo  mudar-le 
em  negativas  ,  c  reciprocamente  i  porque  fe  até  agora 
x^  -4-  nx^  -^ox^  -hpx-hk  fe  podia  conCderar  igual  a 
(;c-htf)  (íif-h^)  (;tf-t-r)  (x-hd)  ,  donde  refulta 
x=  -ay  xz=z  -^,  i3c=~r,  xzri-^dy  depois  da  lub- 
ftitui^o  ,  devella-hiamos  julgar  igual  2l  (—  x  -h  a) 
( — X -{-&)(—  .3c4-r)(—  x-^d)^  donde fahexzr tf , 
xzuiy  xz=LCy  x:=zdi  mas  fubftituindo  -x  por  Xy  he 
claro  que  fó  devem  mudar  defignal  os  termos,  que  con- 
tém potencias  impares  de  ^  (  Numero  273  ) :  logo ,  mu- 
dando o  iignal  aos  ditos  termos ,  ficâo  mudados  os  das 
raizes  da  equação :  aíSm  as  duas  equações  x^-{-2x}  — 
ix^  -h  x—^  =0  y  x^  —  %x^  —tx^  _^— jrro,  de* 
Yem  ter  quatro  raizes  iguaesrefpeâivamcnte,  menos  cm 
quanto  ao  fignaL 


jf- 
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Applicação  da  Tbeoria  precedente  d  indagação 

das  raízes  inteiras  das  equações  numéricas 

de  qualquer  gr  do. 

yzo  O  Eja  para  exemplo  propofta  a  equa<^o  •r?  -l-  • 
O (>x^  —  yx  —  6o'=:o\  he  manifefto  que  efta 
equação  deve  ter  três  raizes  \  que  eítas  não  são  todas  ne- 
gativas i  porque  a  fcr  aílim ,  os  factores  tcriao  a  forma 
A;-Htf,  x-^íy  x-i-Cy  e  por  tanto  o  feu  produclo  nSo 
comprehenderia  termo  com  fignal  negativo  j  também  não 
são  todas  poíitivas  j  porque  endo  os  binómios  produ- 
ccutes  fcrião  como  x  —  a y  x—  b y  x  --c y  cujo  produ- 
ílo  he  x^  —  {a-^b-^c)  x^  +  {ab -^ac-^-bc)  at  — 
ij^^,  produclo  onde  os  fígnacs  são  alternados :  logo  a 
equaqâo  propofta  deve  ter  raizes  negativas ,  e  raizes  po- 
íitivas ;  e  como  os  (Ignaes  alternão  hiima  vez ,  quando 
fe  paíTa  do  fegundo  termo  4-  6x^  para  o  terceiro  —  yx^ 
e  não  alternão  duas  vezes ,  a  fabei-,  em  x^  -*-  6x^ ,  e  era 
—  yx —  6o y  concluiremos^  que  as  raizes  negativas  são 
duas  y  e  huma  a  poíitiva. 

521  Suppondo  agora  que  as  ditas  raizes  são  reaes, 
e  são  números  inteiros  ;  advirtamos  (Numero  fiS), 
que  o  termo  -  60  deve  repreíèntar  o  produto  de  todas 
as  raizes  :  logo  reciprocamente  devem  eftas  fcr  alguns 
dos  diviforesde  60}  mas  determinando  os  divifores  de 
60,  como  fica  eníinado  (Numeio  ijé)  acharemos 

a ,  1  ^  3,5     Divifores  primos 
*   »   /Divifores  compoftos 

TC  \     ^^  ^^^^  primos 
iz  20  I  Divifores  compoftos 
30  I     de  três  primos 
60     Níimeropropofto,  donde  fevê, 

que 
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que  os  divifores  de  60  são  i ,  2 ,  3  , 4,  y ,  6 ,  10 ,  12 ^ 
15, 20,  30,  60 i  indo  pois  fubftiruindo  cada  hum  dejP* 
tcs  divifores  em  lugar  de  x  na  equação  propoíla  ,  ten* 
do  o  cuidado  de  o  íúbftituir,  ora  com  ofignal  -f-,  ora 
comofignai  —  ,  acharemos  que  ^J  -^óx^  —  jx  —60, 
fomente  lè  +eduz  a  cifia,  quando  fe  fubílitue  3  ,  —4, 
—  5*5  c  íogo  ^=^y  xzz—  4,  xzn—  y^  e  porconíè- 
quencia  os  binómios  produtores  sao;c  — 3  ,  ^  +  4^ 

N.  B.  Agora  ficar-nos-ha  fâcii  determinar  as  raizes 
reacs  ,  c  inteiras  de  qualquer  equação  numérica  y  foita 
porém  a  fubftituic^o  referida  ,  e  não  achando  divifor^ 
que  fatisfaça  ,  concUiiremos  ,  que  a  equação  dada  não 
tem  raizes  inteiras  ,  e  recorreremos  a  outro  meio  para 
as  determinar ,  exaíla ,  ou  approximadamente  ,  confor- 
ftie  cilas  são,  racionaes  ,  ou  irracionaes :  ao  diante  falla- 
remos  defte  Methodo ,  que  ao  mefmo  tempo  dará  a  co-' 
iihccer  quando  as  raizes  são  imaginarias.  (  i ) 

Das  feries  eni  geral 

522  TT  M  os  números  219  ,  e  íèguintes  ufamos 
ÍlL  já  de  algumas  íèries ,  ou  fequencias  de  ter- 
mos, que  vão  fucceffivamentederivando-lè  huns  dos  ou- 
tros ^  fegundo  certas  leis  >  agora  trataremos  com  mais 
particularidade  y  aílim  das  meímas ,  como.  de  outras  iê* 
ries. 

523  A  ferie  fe  diz  fer  afcendente  ,  crefcente  ,  ou 
divergente ,  quando  os  íèus  termos  vão  cada  vez  a  mais , 
defcendente  ,  decrefcente ,  ou  convergente ,  quando  vão 
cada  vez  a  menos.  Da- 

(  1 )  Ot  que  pcriend«reiii  aditntar-fe  grandemente  nefta  parte 
da  Álgebra «  podem  conAikar  as  Memorias  das  Academias  du  Scieii* 
cias  de  Parii  ,  e  Berlin  »  onde  acharáô  tudo  amplamente  dífcutid» 
pelos  Seoliorts  Lagny»  Courtivion^  Fontainc,  la  Grange»  &c. 
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524  Daqui  por  diante  reprefentaremos  por  n  o  nu- 
mero do  lugar,  que  qualquer  termo  occupar  nas  feries 
de  que  tratarmos ,  contando  defde  o  primeiro  inclufiva- 
mente :  e  por  T  a  exprefsão ,  onde  fubftitiAndo  em  lu- 
gar de  »  o  dito  numero ,  v^enhamos  a  obter  o  valor  do 
termo.  A*  exprefsão  T  chamaremos  por  efta  caufa  Ter- 
mo geral  da  ferie  propojla  \  aflim  por  exemplo ,  na  fe- 
rie aos  números  naturaes 

i>  ^>  3  >  4í  S^  6,  7,  &c, 

»  he  o  termo  geral,  ou  T=n  i  porque  íè  quizermos , 
Y.  g.  o  termo  quinto ,  fubftituindo  5*  por  n ,  teremos  com 
effeito  o  quinto  termo ,  ou  5 :  femelhantemente  na  ferie 
dos  números  quadrados 

I,  4,  9,  16,  25-,  36,  49,  &c. 

he  r  =  »2 ;  porque ,  fe  por  exemplo  ,  peitendemos  o 
termo  quinto  ,  fubftituindo  ^  em  lugar  de  n  ,  teremos 
H^  =:i^i  e  com  eíFeito  25  íie  o  termo  quinto  da  ferie 
propoíb* 

525*  As  exprefsôes  algébricas  compoftas  de  varias 
(quantidades  fe  denominão  em  geral  Funções  das  quan- 
tidades y  que  as  compõem ;  e  fe  entre  eftas  ha  alguma  ^ 
tal  como  o  n  nos  ditos  valores  de  T ,  da  qual  ,  por 
aífim  dizer,  asmeímas  exprefsôes  dependao  com  maior 
preferencia  quando  fe  ouer  ufar  delias ,  então  coflumao 
chamar-fe  mais  particularmente  Funções  dejfa  quanti-- 
daàe  :  aíCm  as  exprefsôes  T  confidcradas  ,  como  £ca 
mencionado ,  são  Funções  de  n. 

726  Defignando  jxjr  T  a  Fun^o  de  n  equivalente 
ao  Termo  geral  de  qualquer  ferie ,  reprefentaremos  por 
S  a  função  de  n  equivalente,  á  íbmma  dos  primeiros  n 
termos  da  mefma  íerie  ,  chamando-lhe  por  efta  caufa 
Termo  fomatorio  da  ferie  dada. 

527    A's  operações  ^  por  cujo  meio  paftamos  y  esu 

gr- 
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gr^  (Numero  224 )»  da  ezpreísâo  i :  ( i  -Hat)  para  a 
correfpondente  ferie  i  —  x  -h  ^c»  —  a?j.*-H  íc^  —  &c. , 
chamaiemos  converter  ,  ou  defenvolver  cm  íèrie  a  ex- 

j)refsao  i :  ( i  +-^);  affim  também  V^ÍM^, conver- 
tida y  OU  defenvolvida  em  íèrie ,  dará 


X  X 

—  —a 


^  2       lia     '     1         a  4i4   ^^  2         a  j  «6 

^28  Para  defenvolver  em  ferie  qualquer  das  expref- 
s6es  do  numero  precedente  ,  podemos  reconw  ou  aos 
methodos  já  enunciados,  ou  também  a  outro,  que  cha- 
mão  Metbodo  dos  coefficientes  indeterminados  ,  o  qual 
pela  fua  generalidade  ,  e  clareza  merece  que  façamos 
dcUe  particular  menção. 

Por  exemplo ,  querendo  defenvolver  em  ferie  a  frac- 

SI0  I :  I  4-  ^  ,  peidemos  confeguillo ,  ou  por  meio  da 
ivisão,  como  fizemos  em  o  Numero  224,  ou  pela  for-- 
mula  do  binómio ,  pois  que  i :  H-;c=  iX(i  -♦•  xy^^ 
(Numero  148 ) :=  (i  -h x)—^ ;  ou  em  fim  pelos  coeffi- 
cientes indeterminados ,  para  o  que  deveremos  fuppôr 

reprefentando  por  Ay  B^  C^  Dj  &c.  certas  quantida- 
des por  agora  incógnitas ,  ás  quaes  os  Geómetras  cha- 
mao  indeterminadas  ,  e  que  podemos  facilmente  obter 
pela  maneira  feguinte. 
Com  eflfeito  fuppoz-fe 

^:^=A'i-Bx-hCx*  -hDxí  4-&c. 

e  por  confequencia 

izziA-i-Bx  +  Cx^-t-Dxí  -h&c 

^Ax-hBx^-i-Cxí 

D  ora 
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ora  éfta  igualação  deve  eziftir,  feja  qual  for  a  grandeza 
de  9C í  logo  deveremos  ter  -/fm,  ^-h^rro,  C  + 
B=Oy  jD4-C=zo,  &c.  donde  fe  tira  fi=—  tyC:::! 
I ,  D  =  --  I ,  &c.  de  modo  que  vem 

j-i^     Semelhantemente  fe  pertendeflemos  achar,  lè- 
gundo  efte  methodo  y  o  valor  de  y  i  -f  |r  fupporiamos 

VrTT=-rf-+-B^-hC*«  +/>*>  -h  &c. 

e  logo  teríamos 

1  -^ b  —  A^  -^  zABb -^-xACh^  -\- ^ADb^  4-&c. 
-h  B^  b^+  iBCbí    4- 
donde  fe  tira 

-4^  =  1,  iAB=iy  2AC-hB^=Oy2JÍD^2BC=o 

&€• ,  ifto  he 

^=i,S.-Í3C=  -i,D=i.,&c.  elogo 

y3Q  Pelo  methodo  ,  a  que  chamao  inverfo  das  fe- 
ries y  poderemos  também  deduzir  das  feries,  como  xz=, 
Ay-^-By  -h  Cyi  -hDy^  -v-  &c. ,  outras  da  fórma  y  = 
A'x  -*-  É'x^  -*-  Ox}  -i-  I/x^  -H  &c. ,  fervindo-nos  igual- 
mente dos  'CoéíBcíentes  indetermioados. 

Eroponlia-íc  ,  por  exemplo ,  achar  defcnvolvido  em 
lèrie  o  valor  de  jf  ,  extrahido  da  equação  w  =;  j  — 

i  j^a  4-  i  j,,  _  i  j,4  ^  &c;  fupporemos 
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elogo  teremos 

—  i  yí  =  ^i  ^*  »i«  — ^»i»  —  áCnd  -  &C. 

2 

-H i  jr!  =  i  ^»  w'  -t--í»  fim*  -Í-&C. 

oquedá 

-  -  ^»  w«  —  -4B»»'  —    ÁCm*. 


2 


4-  -i  il»  »»'  4-  -4*  fiw4 

—  -J  ^4  Mí4 

•i +i  =0, ou  c  = -J i  z)-i - T ■+-•; -i=o> 

ou2)=:^i  &c.  logo  he 

Jí  _  »H-   X.,  /^  ,.a,}  ^  I.4.J.4 


donde  fe  tira 


ferie  ,  cujo  termo  geral  he  j-~- 

cíi    Poderemos  empregar  da  mefma  forte  o  mrtho- 
do  inverfo  das  feries  ,  pai-a  calcular  que  Função  de  * 

correfponde  ajK,  fendo  4r+  5y"•*'•;^^■^'^'*: 
JW«H-j«»-*-&c.  ,  a  Funçiío  à&  y  correfpondente  a  a?  . 

ou  também  para  defenvolrer  em  ferie  os  valores  de  va- 
rias incoenitis,  que  fe  encontrão  em  certas  equações  da 
fórma    ^        ■  D  U  Aí 
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Jytn  +.  J5ym  x^^  .  .  ,  ^  Kx^  =0 

Tomaremos  como  exemplo  defte  fegundo  cafo,  d(^• 
terminar  feries^  que  pofsáo  reprefentar  os  valores  de  x 
na  cqua^o 

axi  -^hxy^  -hcy^  —o 

para  o  que  ílippondo 

lerá  x^  igual  a 

e  ATJ  Igual  a  y  ^         ^ 

tH  3  AB^y^^^  ^-  2»  -I-  6  ABCy}^  +  3» 

donde  refulta  em  lugar  da  equa^o  propofta  a  feguinte 
Ai  ayi'^'^  3  A^  Bayi^  +  »-h  3  -4«  Gíy  }«-Hâ«4.  &c.=o 

Aiym+i  ^  Biyn'\rn-+  j  -j-      C5  jfW  +  a»  -fc- 1 

onde  por  caufa  dos  expoente»  indeterminados  podemos^ 
fazer  ditFerentcs  hypotneíes  >  das  quaes  refultem  conícr- 
quentemente  diveri^s  feries.  Aílim  fuppondo  primeiro 
jwrzj,  e  yn  +  nzzm^i^  teremos  w=i,  «=i, 
c  a  cquaçio 
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A^  ay^  4-  3  -4»  Bay^  +•  3  -rf^  Cayi  4-  &c.  =0 

da  qual  fe  tira  ,       ^ 

A^  a'^cz=o'yO\xA=,\J-cia  —  --\/c'.a  —  —  c     \a  y 

^A^Ba-irAb  —  o\oví'B  —  —  b\'iaA—h\ia^  c  ^  > 

2A^Ca+-  -^AB*  a-hBè  =  oi  oxiC=  —  (2AB^a-^ 
Bb):sA^ai&:c. 

fuppondo  porém  wi-t- 3  =  3,em4'»-i- 3  =  3W«>  tere- 
mos wrzo,  »rz—  3  ,  e  a  equação 

-áéj^r  -^A^  a-i^-^A^  Bay  -  J  -H  &c. =0 

donde  fe  tira 

wrfÃ-+-r  =  Oi  oxxAzz:  —c:6 

A^  a'+Bb  =  o'yO\iBzz—  A^  a:  b  —  ac^  :  b4 

iiA^Ba^Cb=.OyO\xC—'^lA^Ba:bz=.^ia^c^  : 

h  i  &c. 

Podemosemfimfuppôr3w=WH-3  i  c^m-{-n=^„ 
o  que  dáwi^i'^,»^:  —  "a^^*  equação 

9  j 

-rfj  irv"^  H-3-4*P#jfJ  +  ^A^  Cay  ""  -^SccrzQ. 
Á  i 

donde  fe  tira 
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-»*, 


(3-i*tf-l-í)  =  ±3^— 1.4»  *í«:  g^^íj  &c. 

Temos  pois  defta  forte  achado  quatro  íèrics ,  que  Gt- 
tisfazem  ao  que  fe  pede ,  e  sâo  as  feguintes 

i.       i.  *     ' 

*= -(f  7  :  rf"?  )j,^(í:  3^  7  rT  )^«  _  O-t- &c. 

x=--(c:i)-i-(act  :  ^  )jr- i~  (34»  fj  :Í7)y  -« 
-t-&c.  ^  ^-^ 
S      l      X 

*"»  f»:  8*  »)jf  "«*-»- &c. 
Z       JL        » 

jji  Efte  mefino  methodo  ínrcrfo  pôde  ferrir-nos 
pai«  achar  feries  convergentes ,  que  nos  dem  os  valores 
approximados  das  raizes  inexaâas  das  equações  :  leia 
propoflo  para  exemplo  achar  o  valor  de  jf  na  equa^ 
yi  — j,«4.j,_o,  1=0:  fazendo  o,  i=»i(c3o}, 
teremos  y  — jr«  -i-  jíi  =  i«  j  feja  agora 

yz:zAní-^-Bnfi  -t-Owi  -h Z)i«4  -t-&c. 
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y^  —  ^1  »íJ  -f- 3l-4«  Bm^  ■+■  &c. 

e  por  confequcncia  y  — y*  -l-  j"  >  ou 
mz=Jm-h    Bnf-i-      Cmi  •+■  Dm^'\ 

—  ^»  »í«  —zJBmi  —     zJCm*  Ç 

y-hccc 

—       B»m^( 

4-    ^5  »lJ  -H   3  -á«  5»|4  J 

donde  fetira  ^=i,fi  =  i,C=i,i)=o,&c.  logo 
_y  =  »í-t- »/'-»-»<'  -ho-h&c. 
z=o,  H-o,oi -l-o,oon-o,oooi -h  &c. 

=o,ino&c. 

CÍ2  Brevemente  veremos  outro  modo  de  obter  e£- 
tas  raizes  :  agora  paffaremos  a  moftrar  como  por  meio 
dos  mefinôs  coeíEcientes  indeterminados  fe  pôde  calcu- 
lar huma  exprefóo  fraccionaria,  que,  defenvolvida  era 
ferie,  produza  huns  tantos  primeiros  termos defta  ferie, 
iguaés  a  outros  tantos  de  outra  ferie  dada ,  quando  af- 
fim  for  poffivel. 

Por  primeiro  exemplo  feja  propofta  a  fcne  x  +■ 

JíL-L.  il_-4---íi-4-&c.,  e  vamos  determinar  a  frac- 
as  ^^  1.2.}  ^^  «-a-M  ' 

cão,  que,  defenvoWida  em  fewe,  dê  os  primeiros  qua- 
tro termos  da  ferie  refultante  ,.corwii)ondentemente  iguaes 
aos  quatro  primeiros  MMonos  da  ferie  dada. 
SuppcBihamos  ,  que  -a  firaa^o  i)edida  feja 

* -,  defenvolvendo  em  ferie  ,  virá  x— 

J£fl  -f(^  -  J8)«J-*-.CiB  -C  -Ai  ytc*-^  &c.i 
^  jgua- 
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igualando  pois  termo  a  termo  efta  ferie  com  a  propot 
ta,refulta^=  — ;  i-4*  -^=7  >  ouÃ  =j^i  2fi  - 

C—  -4i  =  — ,  ou  C  m  o  ,  e  logo  a  frac^o  pedida  he 


a  12 


Siippondo  que  a  fracção  procurada  foíTe 


.i4^« 


-,  defenyolvendo ,  e igualando,  acharíamos 
AzzOyBzn—  ^  ^  C  =.—'y  donde  refultaria  igualmcn- 


Ae*  ^-  Bx^ 


te  -. 

12  —  6x  ^  JC 

Porém  fuppondo  que  a  fracção  foíTe  2 — ^, , 

defeuvolvcndo  ,  e  igualando  os  termos  correfpondentes  ^ 
acharíamos  Az=^^y  B  —  ^y  C=:—  «i  j  donde  reful- 
taria fer  a  fracção  procurada  '^  ^  ^f^  ^'  . 

Defte  cafo  fe  infere  o  que  devemos  praticar  cm  to- 
dos os  feus  homogéneos :  infeie-fe  mais  y  como  podere- 
mos ailignar  muitas  vezes  huma  fracção ,  cujo  valor  dif- 
iira  de  outro  valor  dado  ,  menos  do  que  huma  certa 
grandeza ;  por  quanto ,  reduzindo  o  valor  dado  cm  hu- 
ma ferie  convergente,  e  vendo  qual  termo  defta  ferie  he 
menor  do  que  a  dita  grandeza  ,  tudo  íè  reduz  a  deter- 
minar huma  fracção  ,  que  defcnvolvida  produza  outra 
íèrie  y  cujos  primeiros  termos  4Í^o  iguaes  aos  da  pri- 
meira, até  áquelle  que  fe  achou  fer  menor  do  que  agran« 
deza  propoíla. 

5^34    Os  meíinos  coefficientes  indeterminados  lêrvera 
para  fc  detcnniiuir  o  termo  geral  T  de  qualquer  ferie  ^ 

quaa<^ 
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quando  fe  conhece  oíèutermo  IbmmatorioiT;  porque  Ce 
a  ílinçao  de  n  igual  ao  termo  fommatorio  for  deíignada 
por  Ffty  ittohe,  ícSznFni  reprcfentando  por/  afom- 
ma  de  todos  os  termos ,  menos  o  termo  T ,  ou  o  que 
he  o  mefmo  a  íbmma  dos  primeiros  n  —  i  termos ,  de- 
verá fer  s=  F  (  »  —  I  ) ,  e  logo  S  —s »  ou  Tzn  Fn  - 
F(»—  I ) :  os  exemplos  brevemente  faraó  mais  perce- 
ptível efta  propoíição. 

53^  Não  fe  pode  com  igual  facilidade  achar  Sy 
quando  he  dado  T :  com  tudo ,  fe  tratarmos  efta  quef- 
táo  relativamente  aos  cafos  ,  que  mais  encontraremos , 
ver-fc-ha ,  como  todos  podem  fer  refolyidos  pelos  coef- 
ficiénrcií  indeterminados  ,  em  confequencia  de  hum  fó 
principio ,  que  paíTamos  a  pôr  cm  pratica. 

Pertenda-fe ,  por  exemplo  ,  achar  a  fomma  dos  pri- 
meiros n  termos  da  ferie  dos  números  naturaes  1,2, 
3,4,5',  &c. ,  onde  como  vimos  T=zft. 

Rcprefente-fe  efta  fomma  por  S,  e  por  s  a  dos  pri- 
meiros (ft  —  I )  termos  i  donde  immcdiatamente  fe  le- 
gue S—s  —  T=n. 

Supponha-fe  agora  SznJn^  -+-  Èn  ,   logo  (533  ) 

B  (»—  I)  =Jf2^-h  (B-zA)  n-^A—  B  :  logo 
S  —  s— T—  nzazzAn-^B  —  Ay  igualando  termo  a  ter- 
mo ,  fahe  zAzzi  yow  Azu^y  B--  A—  o,  oui?  = 

^  =-^  ;  e  por  tanto  S=^^n^  -\-  \n-  2i^  :  de 
forte  que  j  pertendendo  faber  a  fomma  dos  primeiros 
dez  números  naturaes,  te-emos  iTzr  ^^-  — 5.11  ^Jj: 
c com cfFeito  i+-2-H3-f-4-l-5'-4-6-f-7-h8-+-9-4- 

5-36  Ordenanio  ajora  do  modo  íegainte  as  duas 
feries 

E  I 
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X,  2,  3,  4,  5,   6,   7,  8,  9,  &c. 
I,  3,  6,10,15,21,28,36,45,  &c. 

das  qiiacs  a  primeira  hc  a  dos  nmncros  naturaes ,  e  a  fe* 

funda  formada  pelas  fommas  fucceílivas  dos  primeiros 
um ,  dous ,  três ,  &c.  termos  da  primeira ,  lie  claro  que 

a  exprçfsão  "^"7^  >  termo  Ibmmatorío  da  primeira  fe- 
rie ,  vem  a  fer  o  termo  geral  da  lêgunda  i  poderemos 
pois,  como  em  o  numero  precedente ,  acharoiermofom- 
matorio  defta  fegcnda  ferie,  epara  ifto  bailará  fuppôr- 
mos  agora 

S::zAn^  -H-B«*  -hCw  ,  donde  rcfulta 

s-Aijí—  i)J  -Hi5(íí  — i)«-hC(«  — I), 

c  logo    S  —szzi  An^  —  3  An-\-  A 

-+-28»  -B 

mas  S  —  szz  Tzn  ~ — h  ^  >  igualando  pois  termo  a  ter- 
mo, acharemos  ^Azz^  >  ou  A  =,^  i  2-B  ^iA=^ 
ou  jB  =  í  j  A—  jB-lrC=o,  ouC=j  ;  e  portanto «V 
Beftc  fegundo  caio  igual  a-2»>-f--j'ir^-H-»=r 
«^  -^jn^^^n  _  >i{»^4-}"-fO  .  mas  «^  ^-  2» -H 2 

é  I.  2.  }  3 

he  vifivelmente  igual  a  (»-f-i)  («-H2);  logo  o  ter- 
mo S  dcfta  fegunda  ferie  hc  "(''^'J<"+'?  :  fazendo  , 

por  exemplo,  »  =  8,  teremos  |~?  =  4-  3.  io=:i20» 

Dif. 
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537    Difpondo  agora  as  três  íèguintes  feries 

I»»»   3»  4»  f»  ^»   7>     8,     9,&c. 

1.3,  6, 10, 15-, II,  18,  36,  45-, &c. 

1 . 4 ,  ia,  20 ,  3J ,  j6 ,  «4 ,  120 ,  165 ,  &c. 

das  quaes  a  terceira  hc  formada  pela  addiçâo  fuccedlva 
dos  primeiros  hum ,  dous ,  três ,  &;c.  termos  da  fegun- 
da ;  vemos  que  o  termo  S  defta  he  ao  mefmo  tempo  o 
termo  T  da  terceira :  logo  paíTando  a  calcular  o  foraa- 
tório  deita  terceira  íèrie ,  faremos  para  o  obter 

S=:  Am  -H  5»»  -t-  Ctfi  4-  D», 
logo     X=^(»— l)4-h  £(«™.I)}  -i- C  (»-.i)«+- 
D  (»-  I) 

S—  s-=.Tz=.4fAn\-'  6A»»-hJ^Aft—A 

-hzCn  —  C 
mas  na  ferie  de  que  fe  trata  he  T  =  lílijilÍJLi-L' = 


.?  j — * 


lf±Jli]ogo4A=l,ouA=l^iSB- 

6/f=i,ouB=-;  2C~3S-í-4^=i,  ouC  = 
^i  D  -  C-^B-~  Azzo»  o\x  B  zz  ^  ,  e  logo  J*  = 

_  «(»»>   4-  <»*  H-  n*-^ O— "("•«•  ')("+  «Jíq-^-O 
I.  a.  ^.  4  -"  I.  «•  }•  4 

EU  Or. 


3^  Elementos 

^38     Ordenadas  as  feries  feguintes 

1. 2.  3.  4,   5.     6.     7.      8.     9.  &c. 

1.3.  6.  lo-iy.  21.  28.  36.  45.  &c. 
I.  4. 10. 20. 35'.  56.  84. 120.  165.  &c. 
1. 5'.  15'.  35. 70. 126.  210.  330. 495.  &c- 

Vemos  cm  fim  que 

O  termo  geral  da  primeira  he ,  ^ 

Odafegunda^líiftií 

O  da  terceira,  M^^-^')(^+^> 
1.2.} 

O  da  quarta,  n(n^i){n^2)^n^  ^)   ^^^ 


Por  tanto  he  de  concluir,  que  íè  foíTemos  formando 
aífim  as  outras  feries  confecutivas ,  o  termo  geral  da  íè- 
ric  N  feria  -{-+^){^^'^^)^' - -- {^-h^- ^) . 

5*39  Eftas  íêries  reprefentão  os  números  figurados  ^ 
de  que  mais  lezes  deveremos  íàliar  ^  a  primeira  fó  cha- 
ma-íè  dos  números  naturaes  j  a  fegunda  dos  números 
triangulares  j  a  terceira  dos  números  Triangulo-Pyra-' 
midaes }  a  quarta  dos  números  pyramidaes ,  &c. 

540  Vê-fc  pois  ,  que  o  fommatorio'  dos  números 
naturaes  he  '"<^,;^'^  o  dos  triangulares  "<"  "^'j/"  "^  ^  i 

o  dos  triangulo-pyramidaes  ^^'*'^'y^;^^>(^^?^  \  elo* 

go  o  termo  fommatorio  dos  números  da  ferie  1^  deve* 

rá 
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Ti  fcr  «O.-HOC+^M^H-^)-^-:^;;-^^)  ^ual  ao  ter- 

mo  tt  da  ferie  N-)r  i-  (  i  ) 

Paf- 

(i  )     Pucliamos  Utnbeín  tratar  eíla  queftáo  pelo- modo  feguintCj 
que  não  deixa  de  merecer  contemplação 


«j  34,  Jrf.  A*»»       $«#      6tf, 

tf»  5''>  6'«  i^"**    M''»    3itf^ 

tf.  A"**  ic^''»  3<^^t    ^S''»   .)^'* 

*.  J«»  M<»  í$*»    70tf,  liótf, 

tf,  6tf,  aitf.  sOtf,  ia6tf  ,2$.atf. 


ftc. 


Tomada  qualquer  ferie  tf ,  tf »  tf «  de  quantidades  iguaes ,  e  fei- 
tas fommas  fcmelhantes  ás  que  praticamos  com  os  números  natu- 
raes  ,  nafcerão  as  mais  feries  fupra  efcriptas  ,  onde  cada  termo  ht 
juRamente  igual  ao  fcu  homologo  na  correfpondente  ferie  dos  nu« 
meros  figurados »  multiplicado  pela  quantidade  tf :  agora  para  defcu- 
brir  a  lei  deíles  termos ,  dividiremos  cada  hum  delles  pelo  feu  pre- 
cedente na  mefma  ferie,  donde  ttfultaráó  as  feguintea 

I  .        1       I      1        »       I       f      I        >   dCCa 

I  I  II 

a.     1-,   1-.   1-.   I-. 

2  S  3 

I  a  f 

6,      }-,   a-^.   a-,  a     , 

t  aflim  teremos ,  que  o  coefficiente  dt  cada  primeiro  termo  de  hu*' 
ma  das  primviras  feries»  he  confiantemente  igual  a  i  ;  o  de  cada 
fegundo  termo  =  i  X  P^^^  '^  ^^  ^^"^  *  ^"^  ^"^'^  ^^*'  fegundas 
occupa  o  roefmo  lugar ;  o  de  cada  terceiro  termo  das  primeiras  íe« 
lies  =  1  X  P*^^  1-^  X  P®'^  a.o  termo  da  ferie,  que  entre  as  fe- 
gundas ociupa  o  mefmo  lujar ;  e  aíTim  oi  mais  de  forte ,  que  o  ter- 


3S  Elxhentos 

5^41     Paliando  agora  á  determinado  da  íbníma  dos 
números  quadrados 

I,  4,9,  16,  25-,  36,  49,  &c. 


no- 


mo II  de  cada  huma  dai  primeiras  feries  deverá  fer  igual  no  produ* 
âo  da  unidade  pelo  1.0  ,  1.0  ,  ^.o  ,  &c.  at^  n—  i  termos  da  fe* 
ríe ,  que  entre  as  fegundas  occupa  o  mefmo  lugar :  ?anms  pois  ver 
fe  he  pofHvel  aífígnar  facilmente  o  valor  de  cada  hum  deftes  termos* 
para  o  que  principiaremos  ^  efcrevendo-ot  como  fe  fegue 

t  I  f       .    r 

a.   ,-.  I-. ,-,  1-. 

9  e  9  fl 

,.  ,-,  ,-.  ,-.  1-, 
4.  li. li. li.  li. 
í,    1-,  I-,  I-.  1-, 

6.      I-.    1-,    1-,    I-. 

e  bem  ciartmente  concluiremos ,  que  fe  N  reprefenta  o  numero  cor- 
refpondente  ai»  lugar  da  ferie «  o  feu  1.0  termo  deverá  fer  N* 


3 


04.0  =  1-»-^^^  =  ^5M:j.&c 

4  4 

de  m<ido  que  o  termo  11  da  ferie  21^  fera  N^n^  i :  «;  e porcon* 
fequencia  o  feu  terme  ji  —  izrJV-f-ii-a:  n-i  •  fegue-fe  pois  » 
que  o  coefficiente  do  termo  m  da  ferie  #  que  entre  as  prímcifas  oc- 

cupa  o  lugar  N=,  1.  Wl  ■    ^^    ,  ■   . . .  _ ;    mas  o 

coeScíeate  do  Urmo  n  da  ferie  N  f  como  fâdUneiue  fe  pôde  ob* 

fer- 
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notemos ,  que  hc  T  zn  n^  ^  logo  igualando  a  »«  a  cx- 
prelsão  de  ò'  —  /  achada  em  o  Numero  5*36  ,  teremos 

3^=i,ou^=-j  ;  2 J8  — 3-4=0,  ouZf=  iiC^ 
B-hJl=Oy  OU  C  =  -j  j  donde  refulta  otermo  procu- 
rado <r=-i«$  -H  -»«  -4-  7  H  =  ^22Lázj:L±JL  = 

I  2  o  1.  2.  } 

M'"' -^  ?" -»- ')  -!L11±J)JJ1±J)-  aifim  afomma  dos 

J.    9.    )  I.    O.    ) 

primeiros  8  quadrados  he  8. 9, 17  :  !•  2.  3  =  4,  3, 17  r: 
204. 

542    Querendo  a  fomma  dos  cubos 

I,  8,  27,  64,  125,  216,  343,  &c. 

c  vendo  que  otermo  geral  Tzzn^  9  igualaremos  a  «J  o 
valor  de  ò  —  s  achado  em  o  numero  5*37  j  o  que  dará 

j^A  =  i,o\i  J=  ^  i  ^B  -6A  —  0y  ou  JB  =  -^  i 
2C-^3B-h4^zzo,ouCzz^j  D-C+B-A- 


fcnrar «  he  fumpre  igual  ao  cocfficiente  do  termo  Af  da  ferie  m :  lo- 

r      .  .  ..  «.    .  «-4-1        »-f-2         H  +  iV— 2 

CO  fera  lambem  o  dict  coemciente  ri  n,  — - —  • • .— r? ; 

"*  2  )  iV—  I 

e  o  mefmo  termo  zz  m. . •  •  — r :    ora   da 

2  \  A  —  I 

formação  das  feríet  fe  colige ,  que  a  fomma  dos  primeiros  n  termos 

de  qualquer  delias  equivale  ao  termo  n  da  fua  immediata :  logo  feri 

o  (ommatorio  dos  primeiíos  11  termos  da  ferie  N  igual  ao  termo  n  da 

^.^•.                              .1           >f-h-iff4-2«-t-  iV—  I 
ferie  N  -^  i «  e  por  tanto  igual  a  «a. .  .. . 

Taes  slo  as  exprefsóes  geraes  de  T»  e  de5^f  que  por  cfle  modo  fe 
obtém  :  he  aííás  evidente  a  fua  total  conformidade  com  as  dos  nwt 
meios  siS,  e  (40  ;  pois  que  neflas  ultimas  vale  11  huma  unidade 
mais ,  que  nas  dos  dttos  números ;  o  que  provem  de  principiarmot 
ajora  pela  ferie  1  ,  1 »  i  »  &c«  quando  cntSo  psincipiainos  pela  doa 
Bumecos  naluraes» 
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o ,  ou  D  =  o  j  e  logo  a  fomma  defcjada  S=  -j  »4  H- 

por  confequencia  a  ibmma  cfFcftiva  dos  primeiros  8  cu- 
bos igual  a  ^=  i6.  BV=  1296. 

.543  Por  h*'ini  modo  ícmclhante  chegaremos  a  deter- 
minar o  termo  fommatorio  das  Potencias  de  qualquer 
gráo  dos  números  naturaes  ,  e  em  geral  fe  pertendeíTe- 
mos  aíliçnar  o  termo  fommatorio  da  ferie ,  cujo  termo 
geral  fofle  an'^  -«-  ^»«-  «  -f-  c»'»  — «  -j-  dn^  -  í  h-  &c. 
•+-  k  ,  fariamos  S  =  -^««-t-»  -h  Bh"»  -h  Cn^^  —  i  +• 
&CC.  ;  fubílituindo  depois  »  —  i  em  lugar  de  »  ,  viria 
S=A(n—  1)'»+  i-Hif  (;/-  i)m  ^-CC»—  i)'«  — 'H- 
&c.  ,  e  logo  «y  —  j  =  ^  [»»'+»  —  (»—  I )«+  n 

-H  &c. ,  formula ,  que  delênvolvida ,  c  ordenada  nos  da- 
ria huma  exprefsão ,  a  qual  por  meio  da  igualação  fuc- 
ceífiva  dos  feus  termos  ,  e  dos  termos  da  quantidade 
an'»  -+-  í/r''*— »-4-r/?"«— 2-Í-&C.  faria  conhecer  -4,5, 
C^  Dy  &c.  com  o  que  ficaria  conhecido  o  valor  de  S 
como  íè  pertendia. 

5' 44  áe  por  exemplo  quizermos  determinar  o  fom- 
matorio das  potencias  m  dos  primeiros  n  numcios  na- 
turaes,  em  cujo  caio  Tzzff^y  acharemos 

O  i.°  coefficiente  J=  -^— 

O  2.^  5=   T 


/rv 


0  4.°Di=:o 
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O  6.0  F  =  o 

^  /•     '^  —  2,  J.4.J.  6.7 

"^  2.}. 4. 5*6 

2.J-4-5 

O  8.^  H=  o 

^  ?•    ^  —  ^ 

"^  2.  j.  4.  y-  6.  7.  « 

(m^  »)  (m-^2)  (m-  ,\  {m^A)  (m^j)  lm^6)  ^^ 
2.  J.4.  í«6.7 

2,|  ^ 

O  IO.*  L  =  o  &c. ,  ou  mais  límplcsmentc 


tf ^  — 

W^-I 

B= 

t 
s 

I» 
0 

E  = 

«(« 

-ot*- 

s) 

3. 

}.4.S'6 

F- 

0 

^_  ffl(ig'-i)(m-*2)  (m^j)(fit^4) 

^ — "^  2.  J.4*  5«6.7»6 


H 
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Hzzxy 

T iff  (wt„  O  Im^n)  (m-^i)  lm-^4)  im^$)  im^6) 

*    —  t.  |»i(.  {.  6.7.  8«6«  s 

Lzzo&c. 

donde  fç  rira 

ir=—í—, »«'♦-«-<-  -i.r«-H  J!!L.»m-i_ 

^2.5.4.5.6        •^"'      "^  ""^  B.j.4-5.6.7-6 

í.  ).  4.  5.  6. 7.  8.  6.  5  • 

jf»-7  4^  &c. 

como  fe  queria :  advertindo  ^  que  ie  deve  parar  ou  em 
«^  ou  «m  «?  • 

5*45*  Reíla-nos  dar  a  foluçâo  dcfta  queftao  geral : 
9)  Dçteraiinar  o  temto  T  de  qualquer  ferie  peio  fimples 
yj  conhecimento  dos  feus  termos  ãy  b^  c ,  d^e y  &c. »» 
Para  cfte  fira  fupporemos  Tzz  An  -+-  J?»  (»  —  i)  -H  Cn 
{n  -i)(p  —  2)  -^-  &c. ,  e  notando  que  nzzi  deve  dar 
T:=:dy  que  « =  2  dá  í  r:  í ,  &c,  terçuips  as  feguintcs 
cqua^Òes 

2^4-25  =  * 

J.rf-í-65-h6C=r 
-4-24C-h24Dr:i,&c 

das  quaes  íè  tira  ^ 
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e  logo  T-an-  (2^  -  h)n.  '-±i-h  (3^^-  3*  4-0 


»-  f 


&c. 


«Cprefsâo  onde  cada  termo  ,  na  hypothefe  de  fer  N  o 
feu  lugar  ,  deverá  ler  igual  ti±(,Nã--N' 

-+-  JV.  — y-  .  — j—  c  —  &c.)  ».  — j-  .  -^  • 

ufando  do  fignal  -h  quando  i^T  hé  par  j  e  do  ugnál  — 

quando  N  he  impar. 

Applicando  efta  formula  á  ferie  p,  p-^r ,f->f^r^ 
/>-»-  3r,  &c.,  teremos  l—pn-  (p—  r)n.  "-^  -H 

(/>  -  O  «•  V-  •  V  -  ^^  ~ '' )  *•  ~5 — r  • 

J46  o  methodo  chamado  das  diftrenças  pôde  cwir 
duzir-nos  a  outra  exprefsâo  do  precedente  t ;  da  qual 
iremos  a  tratar  ,  para  aoe  junto  com  dia  fagamos  eo* 
nhecer  huma  parte  do  dito  methodo. 

Difpoílos  os  termos  <í,*,f  ,&c.  em  tuma  columna 
vertlcai 

0 

F  H  rf- 


»    " 

#-f' 

r\  ■ 

.   (w- 

•r^i 

\  ^ 
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«fcrevercmos  ao  lado  as  diiFerenças  dos  terniofi  comi* 
guos  jb  —  a  yC —  b  yd —  r,  &c.  as  qiiaes  chamaremos 
primeiras  differettçss  \  depois  as  differcnças  deftas  ditfe- 
rcnças ^  e—  xb-^-a^d  —  ir-F^,  &c.  as quaes  chama- 
remos fegundas difí^ercnças  dos mcfmos  termos  a^byCy 
fcç.  i  e  continuando  affim  atjé  onde  bem  nos  pareça ,  fup- 
poreiíios  Tzzia-^^Çb-^a)  (n—  i)  5-h(r—  ib-^-a) 
(í$—  i)(jt  ^  ^)C'\-  Scc. ,  onde  fazendo fucceílivamentc 
»= 2 ,  =  3  5  =  4 ,  &c.  aífim  como  em  o  numero  prece- 
dçate;i  acharemos 

s^(b^a)B=b 

daqui  reíulta 
£  =  i. 

D=6  =  i.2.3«  &c. 

eT=a-^{b^a)(a^  i)-h(r  —  2A-héí)(»  — i) 

cxprcfsão  y  que  fomente  ícrá  finita  ^  quando  alguma  das 
mencionadas  difierenças  for  cifra  ^  e  cambem  as  que  íe 
ieguirem  depois  delia. 

Efta  formula  ápplicada  ao  meíhio  exemplo  da  prc* 
cedente ,  dá 

T  =  /4-r  (»— I):  logo^-Hr  (/f—  i)  ^pn  — 
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z=p  in  —  n.  — ^ — h».— 5— .  -^— —  «c;  —  r 

(  _  «.  IILL  -h  ».  ILZ_L.  !L1Í  &c.) ,  onde  fazendo  »  — 

íiZZJ.  -4-  &c.  =  J  ,  refulta  ^-4-r  (n  -i)=ps—r 
(j— «),  ou  p-\-r»  —  r=ífS^rs-[-rH  ;  igualdade 
dcnde  fe  tira  j  =  i  ,  e  logo  temos  »—  ».  -í^  -1- 

».  ""  '  .  HLL  —  &c.=:  I :  equação  da  qual  ao  diante 

formaremos  melhor  idéa. 

J47  Sefizermos  b  —az=.d!,c—zb-\-a—d!'yd-' 
y-\-ib—az=:d"S>u:,y  teremos  Tzza-^álin--  i)-h 

5-48  Se  tiveíTemos  fuppofto  T—a.n.A-\r{b'-'a)n, 
( «  —  I  )  fi -t- (í— 2* -h  iz) »  (»  —  I)  (»  —  2) C-t- &c.i 
então  fazendo  »  =  i ,  =  2 ,  =  3 ,  &c. ,  leriamos 

*A—a 

^Aa-\'ZÍb—a)B-=zh 

-^Aa-^Sib  -a)B^6{c-2Í^a)Czzc,  &c. 

donde  íè  tiraria 

A=i 

B  —  b  -  24:  2(í  — «) 

C=3<í  — 3Í-hf:  6(í  — 2Í-h4),&C. 

o  que  fubftituido  em  T*  facilmente  daria  ofcu  valor,  que 
todavia  deixamos  pda  lua  maior  complicação. 
549    Tomando  pois  ao  do  numero  ^^6  J  fupponha- 

mos. 
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mos  ,  que  íervindo-nos  do  mcrmo  mcthodo  queiramos 
determinar  o rommatoríò  da meCma  íèrie ^a^b^c y &c. : 
claro  he  ,  que  a  queífêo  fe  reduz  a  determinar  ó  termo 

feral  da  ferie  a^  a  -F*,  J-F^-Fr,  ^-i-í-t-r-f-rf, 
cc  :  ora  ncfta  íèrie  temos  d^zzb  i  d' zzic — by  d"  z=i 
d—ic-^-bic alfim  por  diante ,  de  forte  que  o  temio 
procurado  S  fera  igual  ^  s  -h  b  (n^-i)  4-  (c  —  b} 

n-i.  ^^^  ^(d^  2c-^b)n^  i.  ^.  rii  4- 

&c.  y  que  applicado  á  íerle  i ,  3  , 6 ,  to  ,  15' ,  &c.  dos 
números  triangulares ,  dá  S=  i  -H  3  (»  - 1)  -H  3  (»  —  l) 

cxmio  achámos  fá  em  o  Numero  536. 

5' 5-0  Seufaflemos  do  primeiro  methodo,  ifto  he,  fe 
tivcíFemos  fuppofto  S= An-^  Bn (^  —  i)  -H  C»  (n  —  i) 
(»  —  2)  -+-  &c. ,  em  cujo  cafo  tcriamos  A^zay  B  = 

i(^-^),C=-i  (ia^2b^c)yDz^^C^a^sb 

—  3r+-</)i  ou  t2ímhcmA=:ayB=Z'^d'yCzz'^d\  D 

—  l  /"  &c.  refultaria  J  =  ^;r  -t-  4  ^'>»(^-  O""-  7 

d^^^Cw— i)(»  —  2)-l-  &c. ,  exprcfsão ,  que  applica- 
da  á  mefma  Icric  i  >  3 ,  6 ,  &c.  produziria  tamoeni  S 

=  fj'\-  ^  .2/^(»—  l)-H-j;»(»—  I)(xr— 2)='J'». 

»-HI.»-fr2. 

5'5'  I  As  feries  onde  as  dilferenças  de  qualquer  ordem , 
e  por  confequencia  todas  as  de  ordem  fupenor  ,  fahem 
iguaes  a  cifra  >  são  oídinariamcnte  chamadas  algeírai- 
cas  i  vê-fe  pois ,  que  todas  as  lèries  defta  natureza  ad- 
mittem  hum  termo  geral ,  e  hum  termo  fommatorio  d;| 
forma  exprefla  cm  os  precedentes  numcios  ,  a  qual  he 
fcmpie  huma  fiui^  de  ^y^  onde  fe  involvem  K  de  ter- 
mos 9 
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mos  ,  lè  as  diffcrenças  da  ordem  K  sáo  as  primeiras 
iguaes  a  o :  ora  nós  temos  feito  as  exprefsões  dos  ditos 
termos  dependentes  dos  primeiros  K  termos  da  lerie, 
todavia  podemos  fazer  que  ellas  dependao  de  quaefquer 
K  termos  confecutivos  cia  mefma  ferie :  por  exemplo  po- 
demos fazer ,  que  a  exprefsão  de  T  dependa  dos  K  ter- 
mos fcus  precedentes ;  e  nefte  cafo  obteremos  a  dcmonf- 
traçáo  do  thcorema  de  Moivre  i  a  faber ,  que  fendo  á*' 
zz  o  ,  e  tomados  os  k  termos  precedentes  áquelic  de 
quem  fc  tratar  i  fe  chamarmos  aefte  T,  e  aos  mais  poi* 
lua  ordem  s,  r.q^py  &c. ,  fera  femprcT  — xfe—  r*- 

-.--»-  í  *•  -1 ] —  f*^  -?-  •  — r  • 

i  —  &c.  i  c  com  eíFeito  ordenados  os  termos  do  mof- 


4 
do  feguinte 


s 


tomadas  ,  c  efcritas  as  fuás  difiFerenças  i.",  2.",  j.*», 
&c.  facilmente  concluiremos ,  que  fe  as  diiferenças  i.»« 
forem  nullas ,  fera  Tzzj  y  xuas  fc  o  forem  as  diferenças 
2.«,  então  5r=j-H(/  —  r )  i  fe  as  3.^  então  r=x-H 
is  —  r)  -h  (^—  jr-f- í )  i  de  forte  que  cm  geral  fera 
r=  J  (l  -h  I  -t-  I  -H  I  -h  &c.)  -r(i-h2-H3-H  &c.) 
-4- ^ (i  -H  3  -h  ícc.)  — &c.  i  ccomo  foppomos  rf*'  =  o » 
ifto  íará  ^ue  o  polynomio  multiplicaaor  de  s  tenha  k 
de  termos  ioder,fe— iiodc^,fe— 2  &c.  ;  mas 
defies  polynomios  o  i.^"  cenftitue  a  ferie  àã$  imidades 
fimpUccs»  o  2.''  a  dos  nmneros  naturaes  ,  o  3.<>  a  dos 

tri- 
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triangulares  ;  e  aífim  por  diante,  logo  (Numero  535^ , 
c  feg, )  he  como  fc  queria  T=s.k--  r.h     "^  '   -Ar  q* 

k.  ~^ .  -^^^  —  &c.  Continuando  a  applicar  á  ferie  dos 

números  triangulares  1,3,6,10,15',  &c.  onde  d""=  o 
teremos  T=,  ^s—  ^r-i^qi  o  que  dará  por  exemplo  ly 
=  3. 10  — 3.6 -H  3. 

55'!    A  exprcfsao  achada  T:=za  -Hrf  (»—  i)-H^' 

(«-')  (^)-^/f"  (—0  {^)  (^),  ferve 
comrantagem  n^  interpolação  das  feries  ^  cporiflb  não 
devemos  paíTar  em  filencio  efte  feu  uíb  tão  notável. 

Interpolamos  huma  ferie  ,  quando  entre  cada  dous 
teimos  coníècutivos  delia  fe  introduzem  outros  ,  con- 
lèrvando  fcmpre  a  lei  da  ferie. 

Hum  exemplo  moftrará  bem ,  como  devemos  haver- 
nos  cm  todos  os  cafos  defte  género  :  proponha-fe  pois 
interpolar  hum  termo  entre  cada  hum  dos  termos  da  fe- 
rie 1,3,6,10,15',  &c, :  ora  nefta  ferie  temos  Tz=.  n. 

ílti. }  formula  donde  ,  fazendo  fucceífivamente  »  =  i , 

n  2 ,  =  J  ,  &c.  refulta  cada  hum  dos  termos  1,3,6, 
10 ,  15* ,  occ. ;  aflím  vifto  querermos  mais  hum  termo  mé- 
dio entre  cada  dous  deftes,  deveremos fuppôr  nz=ii  yzz 

I  ■i,=2,=2-j=,  &c.  c  teremos  a  ferie  i ,  i  | , 

3,4-|,6,7-y,ro,  &c.  cujas  differenças  fegundas  são 

confiantemente  iguacs  a  -j ,  ou  -^  . 

Se  em  geral  quizeflemos  interpolar,  c  de  termos  fa* 
riamos  »=i,=n-i,=n-^,=i-H^,  &c. 
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=  2 ,  =  z  -H  7  ,  &c.  e  tcriamos  Tt=:i^—  ^-^ — >^ 
ti  +  I     g-4-g  V  ^^+t    £±-Lv  ^^"^t  /^c.    ca- 

jas  diflfercnças  primeiras  ícriao  -í— Ç— >  ' — 7-»     ^^.í"  ' 
&c.  i  o  que  dá  as  diflferenças  2.*»  conftantemcntc  iguaes 

y  j  3    Se  por  maior  generalidade ,  fuppofta  a  ferie  coixl- 
tante 

ay  ay  ayúyay  &c. 

a  fommarmos  comílgo,  e  com  a  quantidade  í,  de  mo- 
do que  rcfultc 

e  ncfta  fommaitnos  fatielhantemcntc  cada  termo  comfi- 
go,  e  com  a  quantidade  dy  a  fim  de  ter 

a^b^dy^a-h2b'hdy6a'\'^b  +  dyioa'^' 
^-^dyScc.     . 

immediatamente concluiremos,  que  nefta  ultima  ferie  de- 
ve fcr  T—an.  ii-i  4-to-4-á:  fazendo  pois  »=i,= 

I  -^  JL  ^  &c.  para  interpolar  c  de  termos ,  refultará 
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H>aiandQ  as  dlifercnças  primeiras^  rirá 


enasdiiFerenças  íêgundas  teremos  conílanteiTienre  a:c^  i 
donde  íè  deduz  huma  regra  muito  fácil  para  interpolar 
quantos  termos  quizermos  em  huma  ferie  ^  cujas  ditfe- 
renças  íêgundas  Fofèm  ^  ou  íè  puderem  reputar  conílaiv- 
tes ,  poraue  tudo  íè  reduz  a  dividir  a  pelo  quadrado  do 
BOtmro  008  (ermois ,  a  fim  deter  as  novas  fegondas  dif- 
ferenças  i  multiplicar  depois  o  mefmo  a  pelo  triplo  do 
referido  numero  i  ajuntar-lhe  i  ;  dividir  a  fomma  que 
reíiiltar  pelo  trípk)  do  dito  ^drado,  e  fommar  cite  quo- 
ciente com  o  de  ^  pelo  meimo  numero  c  i  o  que  dará  o 
primeiro  termo  da  ferie  das  diiièrenças  primeiras ;  com 
o  qual  com  o  da  ièrie  dada  ,  e  com  o  precedente  das 
diíFerenças  ícgimdas  já  calculado  ,  poderemos  formar 

2uantos  mais  auizertncsj  o  que  tudo  fc  ré  praticado  no 
;guinte  exeinpio. 

íeric  dada    12,  32,  69 y  120»  188,  6cc. 
diff.  i.«        4,  20,36,    52,    68, 

!.••        16,  16,  16,      16,      16, 

temos  çois  if=i6*,  í=  — 12,  rf=8i  efuppondo  que 
fequcirao  interpolar  4  termos,  fera  r  =  4:  affim  execu- 
tando a  regra  fuperíor^  teremos 

1.0  «  noYO  ^'=:  16 :  4*  =  i 

a.^  o  sovo  if  1 16  X  ?'^"t'  --—=:?  i 
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e  logo  oovas  difièrenças  a.**  i ,    i ,    i ,    i , 

ferie  pedida  ii ,  ly  -i,  lo, 2$  ^  ,  &c. 

Dos  Lagarithmos. 

554  T^  Etertninada  huma  grandeza  4  ,  que  cha- 
XJ  snaremos  bafe  logarichmica ,  entenderemos 

por  yy  loçarithmo  de  qualquer  numero  o  expoente  da 
y>  potencia  ,  a  que  íc  deve  levantar  a  bafe  para  ter  o 
f9  mefmo  numero,  n  AíIIm  defignando  por  b  a  baíè  lo- 
garíthmica,  e  «hum  numero  qualquer  ^  (q  b^  -zzn^  di-* 
remos ,  que  x  =  log.  n, 

555  10  he  a  bale  logarithmica  tabular ,  ou  das  ta- 
boas  ordinárias  dos  logarithmos ,  por  fer  a  grandeza  mais 
coiTefpondente  á  nofla  numeração  j  por  tanto  íè  10*  = 
»  ,  he  X  =  log.  n  y  de  forte  ,  que  cm  geral  teremos 
10  '^^  *  =  /!r. 

^$6  Coníèqucntemcntc,  vifto  fer  10'  =10,  10*  ::r 
íoo ,  105  =  1000 ,  104  zz  loooo ,  &c. ,  tciemos  log.  10 
=  I  >  log.  loçizz  2 ,  log.  1000  =  3 ,  log.  loooo  =  4,  &c.  i 
onde  íb  vé  y  quç  o  lo^aritlimo  da  unidade  fcguida  de 
qualquer,  numero  de  cinas  y  confta  de  tantas  unidades  ^ 
quantas  são  as  cifras. 

557  Pelo  que  vimos  (Numero  147)  em  lugar  de 
n^  podemos  Aibftimir  i ,  de  modo  que  nefte  fentido  po- 
demos dizer  ^^3  =  1,  logo  lo*  =  i ,  e  por  confequcncia 
o  =  log,  I  i  conclue-fe  pois,  aue  a  unidade  tçm  por  lo- 
garithmo  o,  iílo  hc,  nao  tem  logarithmo. 
•  5y8  Vifto  fer  o =log.  i ,  i  =iogt  10 ,  a  n:  log.  100 , 
&c.  fegue-fe,  que  a  todos  os  números  >  1 3  e  <  lo» 
iílo  he^  a  todos  osoiuneros  digitos  d^vem  porreíponder 

Gii  lo- 


5X  ÊLEMEKTOS 

logarithmòs  pofítivos  <  i :  femelhantemente  concluirei 
ir.os ,  que  a  lodos  os  números  >  i  o ,  e  <;  i  cx)  >  ifto  he , 
a  todos  os  números  de  duas  letras  devem  correfponder 
logarithmòs  >  i ,  c  <.  2 ,  e  affim  por  diante ;  ac  ma- 
neira que  dado  o  numero ,  íèrá  fcmpre  fácil  determinar 
a  parte  inteira  do  íèu  logarithmo ;  pois  que  efta  íempre 
conílará  de  tantas  unidades  menos  huma,  quantas  forem 
as  letras ,  mie  reprcfentarem  os  inteiros  do  numero  dado ; 
^cíla  pane  inteira  do  logarithmo  ch^ma-fccaraíierryiha  i 
aílim  a  caraAeriftica  do  logarithmo  de  98  deve  fer  i  >  ar 
a  do  logarithmo  de  $^75  ^  e  3  a  do  logarithmo  de  5^758, 

34- 

5*59  Náo  hc  tão  fácil  determinar  o  refto  do  loga- 
rithmo de  qualquer  numero  primo ;  porexanplo,  do  nu- 
mero 2i  por  quanto  devendo  fer  lo^^s*^  —2,  e  íènda 
claro,  que  não  ha  potencia,  onde  levantando  10  tenha- 
mos 2 ,  fegue-fe  que  log.  2  deve  fer  hum  numero  incom- 
menfuravel,  e  por  tanto  fó  o  poderemos  detcmiinar  apro- 
ximado até  huma  cafa  qualquer  de  dizima. 

Ainda  que  Neper  antiior  deíles  celebres  números  ar- 
tificiaes  os  deternnnou  por  hum  methodo  aífas  fácil ,  co- 
mo eíle  involve  immcníb  trabalho ,  paliaremos  a  fubíli- 
tuir*lhe  outro ,  onde  fa(;;amos  uíò  da  theoria  dada  fobre» 
as  feries ,  depois  de  demonftrarmos  as  principaes  proprie- 
dades ,  c  ufos  dos  mcfmos  logarithmòs. 

5*  60  Vifto  que  b^^í-^zzHy  teremos  igualmente  b  '♦^-  ** 
—  My  clogo  b^^e^^y.b^^g^^zumn  —  bin^^-^^^í^^y  ora 
b^^g^^zznm  ,  logo  i^rw-h/#/.ii  —  hug.mn  donde  íc 
tira  Iog.(»f»)=zlog.  wi-f-log^»;  ifto  he  >>  que  afom- 
>9  ma  dos  logarithmòs  de  quaefquer  duas  quantidades 
99  he  igual  ao  logarithmo  doproduClo  das  mcfmas  quan- 
79  tidadcs.  9» 

fói  Semelhantemente  demonftiariamos ,  que  em  ge- 
ral log.  (mnpqScc.)  =  log.m  -í-  log.»  4-  log.^  -H 
log.  q  -h  &c.  i  porque  em  primeiro  lugar  log.  (  w/r )  — 

log. 
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log,  m  -H  iog,  n  \  ora  fazendo  mnzzky  teremos  log.  (kp) 

—  log.  k  -h  log.  p  y  ou  log.  (  mnp  )  =  log.  (  w»  )  -h  log.  í) 

—  log-  w -4-  log. » -V-  l<^g-^  1  agora  fanamos  m^tpzzk  y 
e  aíTim  por  diante  até  fe  conduir  em  geral  >»  que  o  log. 
»  de  hum  produ(ílo  compofto  de  quacfquer  fadores  iie 
9f  igual  á  íomma  dos  logáriíhmos  deites  faâores.  99 

Fica  por  tanto  fácil ,  achados  os  logarithmos  dos  nu^ 
meros  primos  ,  deícubrir  os  que  reílão  ,  pois  que  por 
exemplo  log.  4  =  log.  2  -H  log.  2  =  2  log.  2  j  log.  6  = 
log.  3-hlog.  2i  log.  12  =  log. 6 -H  log. 2,  ou  =  2log. 

2-HiOg.  3  i.&C. 

562  Das  duas  equações  primeiras  do  Numero  560 
tíra-fe  também  tt^  r=  — ,  ou  —  =  í  ''^- »  ^  /'/. » ; 

mas  (Numero  554)  deve  fer  ^  '^*  *"  ="^>  ^^g^  í^®* 

mos^^^í-»-'  ^^^«  =^      *"  ,.  donde  refulta  log.  —  = 

Icg.  n  —  log.  7n  i  ifto  he  «  que  o  logarithmo  de  hum 
j>  quociente  acha-lc  diminuindo  o  logarithmo  dodiviíbr 
»  do  logarithmo  do  dividendo.  » 

Rcprefentando  pois  por  -  a  quantidade  ^^^  ^^v  > 

teremos  log.  (4)=log.  (^^J^)  =log.fe-log.a 

—  log.  (^abc  &c. )  —  log.  (w np &c.)  =  log.  a 4- log. b 
4-  log.  r  -h  &c.  —  log.  m  —  log.  n  —  log./?  —  &c. 

^6%  Pois  que  b^^f-^  zz  ffy  leremos  ^''  '*/•»  =:  «''^ 
mas  deve  fer  também  b^^i-  (»''  J  =  »'*  j  logo,  r  log.  n 
=  log.  (  «'^  )  ;  daqui  fe  fegue  »  que  o  logarithmo  de 
»  qualquer  potencia  de  hum  numero  dado  >  acha-fe  mui* 
f9  tiplicando  o  log.  do  numero  pelo  expoente  dapoten» 
fí  cia.  >f 

Da 
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5:64    Damefma  eqaa(^oí^*^'»  =  »  fe  tira  *   »»  = 

tu 

=  V  ^  >  o^*  ^  =  V  » }  Ií>go  temos  --Í —  =  log. 

\/»i  donde  refulta  »  que  ologarithmo  de  qualquer  raiz 
5?  de  hum  numero  dado,  acha-íè  dividindo  ologaritlimo 
»  dcfte  nume!'o  pelo  expoente  da  raiz. 

5-65'    Recapitulando  agora  os  números  precedentes , 

teremos  log.  (7X5')=log'7+"íog*y >  lofi-f  =  log- 

7  — l^g-  5  i  logv( 70  =5  l^g-  7  i  log.  \/r=  ^~"  * 

donde  claramente  fe  nota  quantas  vantagens  traz  comli- 
go  o  ufo  dos  logarithmos  no  calculo ,  havendo  taboas , 
que  a  hum  lado  tenhâo  os  números ,  e  no  outro  os  lo- 
garithmos, que  lhes  corrcfpondem  j  poi^que,  primeiro, 
querendo  achar  o  produfto  de  -}(>  por  i/y  ,  lòmmo  o 
log.  de  jd  com  o  de  175  ,  e  tenho  o  de  76  X  175  ^  que 
procurado  nas  taboas  terá  correípondendo-lhe  ao  lado  o 
produflo  que  fe  pertende ;  fegundo ,  fc  quizeffemos  achar 

o  quociente  de  ^^  ,  advertindo  que  log.  ^^g-  =  log. 

20700 --r  log.  5628  ,  procuraríamos  nas  taboas  cftes  dous 
logarithmos ;  e  determinando  a  fua  difíerença ,  efta  pro- 
curada nas  mçfmas  taboas ,  daria  ao  lado  o  quociente  pe- 
dido :  femelhantemente  querendo  achar  o  cubo  3e  725' , 
e  vendo  que  logarithmo  (  725  )'  =  3  log.  725' ,  procu- 
raríamos o  log.  de  725' ,  e  multíplicando-o  por  3  ,  tería- 
mos o  do  cubo  pedido  \  bufcando  pois  eft^  logarithmo 
nas  taboas  ,  o  numero  que  lhe  correíbondefle  ao  lado 
feria  o  mefmo  cubo  ;  querendo  em  nm  determinar  a^ 

V  de  2i5'72,  buícariamos  olog.  de  21572^  e  notando 

que  log.  V^iJt^  ^  ^^'^-'^^^  ,  dividiríamos  o  dito  Io- 
ga- 


DE  AriTHMETICA    UmITeRSAL*  5'J' 

garlthnx)  por  g  ^  certos  em  ter  na  quociente  o  log.  da 
raiz  procurada  y  e  logo  bufcando^o  nas  tabons,  o  nu- 
mero que  lhe  cOrrcfpondefle  ag  lado  feria  a  mefina  raiz : 
vè-fe  pois ,  que  por  meio  dos  logarithmos  fe  podem  mu- 
dar as  multiplicações  em  fommas ,  as  divisóes  em  dimi- 
nuições ,  as  elevações  a  potencias  era  multiplicações  bem 
fimplices  ,  e  as  extracções  de  raizes  em  divisões  igual- 
mente fáceis :  ifto  he ,  vê-fe  que  o  calculo  logarithmico 
hc  verdadeiramente  hum  calculo  de  expoentes ,  onde  fe 
trata  de  achar  o  expoente  de  hum  produfto  ,  de  huma 
raiz ,  &c.  quando  l'e  conhecem  os  expoentes  dos  íaClc- 
res ,  da  potencia  ,  &c,  como  effeélivamente  deve  acon- 
tecer ,  viíla  a  definição ,  que  dêmos  de  logaríthmo« 

yóó  Por  tanto  he  de  notar  o  muito  que  importa  ía- 
bermos  determinar  o  legdlithmo  deqnalauer  numero  da- 
do ;  ora  já  vimos  quão  facilmente  íe  acnâo  os  log.  dos 
numei-osj  que  fe  compõe  da  unidade  fegwida  de  qualquer 
numero  de  cifras ;  vimos  também  a  facilidade  (Nume- 
ro 558)  com  que  fe  pode  aíGgnalar  a  caraéleríftica  do 
log.  de  qualquer  numero  j  e  vimos  em  fim  (  Numero  561 ) 
quanto  ne  íacil  achar  os  log.  dos  números  compoítos> 
conhecidos  os  log.  dosfaâores  primos ,  que  os  formão-; 
rcíla  pois  quepaíTemos  adetenninar  os  logarithmos  deí^. 
tes  fíKÍlorcs  primos. 

Para  iífo  reprefente  i-H  ;c  o  numero  dado ,  e  lúppo- 
nha-fe  (i  4- a:)'»  =  i  -♦- ^  í  fga  mais  log.  ( i  -h  ;c^  = 
j^x  -H  Bx^  4-  Cxi  -4-  JJx^  -^  &c.  deverá. fcr  também 
log. i  I  -^ q)  =:  JÍq -{-  Bq^  -{-Cqi  •+-  Dq^  -^ &c. :  ora 
log*  ( I  -Hí)±zlog.(  I  -H  at)^  =«k)g.  (  I  -H*),logo 
Jq-^Bq^-hCqi  -^  Dq^ -^  &c.:t:  m  (Jx-{-  Bx^ -^ 
Cxi  -t-  Vx^  -H  &c. )  ;  mas  da  equac^  C  i  ^^  «?)«  — 

1  +  í ,  tira-fc  í  =  WM?  -H  w.  21^  x^  -Hw  (j^^) 

(=fi)  ,'+  «  (==^)  (ir:-')  (==1)  ».+  to.i  logo 

3* 
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f  t  =  w«  X* -t- m«  (w -.  Ox>  4- w*  (w  - 1)  ^J!íz:lí)  xi  ^_ ate. 
-H  »»«  (»!_  I )  í~^)  x4  -h 

=m»  X*  4- m*  Qn - 1)*»  +  m*  (tn- 1)  {2SL=2l\ *»  +.  8cc. 

q}  zzmi  xi  -4-  3»U  (^~^)  *■»  4-  &c. 

jt  =  W4  X4  -f-  &c. 

c  por  confequencia  m  (Jx  -^  Bx*  4-  Cx\  +■  Dx*  -f- 

&c.)  zzxy^mA-^x^  {m.^!^~.  A-\-m* .  B)-<rx% 

5h-3»i»  .  2i=^.  C-HW4 .  D)  -I-  &c. 
igualando  termo  a  termo,  vem 
i/^  mJ=:mÂ',oa  jÍTzA 

a.o  m  f^2j=_í\ ^4.  ^a  BzzmB^  ou  5  = i—  = 

:1vJ2Í2JZLL2_—      -^  . 

3.0»,  (Jl=liJ  (^)^-H»i«(í«-i)B4-»»'Cr= 
wC,  ouC=--A 

de 
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de  maneira ,  que  continuando ,  tcreaios 

He  pois  fácil ,  dado  hum  numero ,  achar  o  leu  Ioga- 
rithmo;  por  quanro  querendo,  por  exemplo,  o  log.  2 , 
teremos  i-H a;=  2 ,  aonde  ;v=  i  ,  e  por  confequencia 

log.  2  =  ^(1-  ^-1-7  — :j4-7  —•j-H&c.),e co- 
mo A  he  huma  quantidade  indeterminada  ,  concluire- 
mos, que  qualquer  numero  como  2,  pôde  ter  huma  in- 
finidade de  logarithmos  i  a  mefma  confequencia  tiraria- 
mos  rcfledlindo,  em  que  abafelogarithmica  pode  fer  o 
numero,  que  bem  quizermos. 

5"  67  He  claro,  que  mais  fáceis  para  o  calculo  ferâo 
aquclles,  onde  Az=,i  y  efte^chama-íè  o  modulo  ^  tna-- 
turaes ,  ou  também  hypcrbolicos  aos  logarithmos ,  onde 
elle  he  com  eílèito  igual  ai. 

568  Vifto  que  o  log.  nat.  (i  -h;v)  z=a?—  -j  x^  -H 
7  ^J  —  -^  a;4  -H  -i  A?y  —  &c,  teremos  log,  (i  -Ha?)+- 
log-  »  =  Iog-  {n  -f-  nx)  =log.  n^-  x—\x'^  -^^  x\ — 
^  ;ci4  -H  &c.  j  fuppondo  pois  nxzzZy  ou  x=z  ^  ,  te- 
remos log.  (»-H^)  =  log.  »  -H  -  -  «^  .  -V*+"  7  • 
— —  ~  .  -^  ■+■  &c.  fazendo  agora  z  ncgatiro  ,  tere- 
mos log.  (»-«)=log.»--í-^.-g--— i.  -^- 

•^  .  -~-  —  &c. ,  donde  refulta  log.  (m-\-z)—  log.  («-a),. 

H  ou 
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ou  log.  fii^)  =?  ( I -+- -^-h -^  4--^ -h  &c.) 

ferie  convergente  fuppondo  »  >  js. 

569  Querendo  agora  reportar  cada  logarithmo  ao 

feu  precedente,  fupponlia-íe  ^5^  = -3717  >  em  cujo  ca- 
lo teremos  ^  =  33^11  >  ^  F^  confequencia  log.  hrzr} 

w.         g      ,    í  T    -4 '       I  ^      ■■      ■    ' L-  ' 

4-  &cO  i  maslog.  (l7?r)  =  ^^g-  ^~  %  (iV^  -  O  > 

lerá  pois 

log.  T^z::  log.  (2f  -  1 )  +  .;3ç^  (  1  + ^^;^   4- 

' 1 ' — r  -h  &c. )  ferie  aíTás  convergcn- 

te  mcímo  em  ocafo  mais  contrario,  ifto  he,  quando  fe 
quer  o  log.  de  2 ,  pois  que  teremos  Nzz2  ^  c  por  con- 
fequencia Iqg.  2  =  7  ( I  +  7-'—  H 7-  -h  -7-  -H 

&c.)zzo,693i47i8. 

570  Querendo  agora  o  log^  y ,  teiemos  log,  j  =z  log.. 

4,  (oir2log-2),4--2  (n-  -7--h  -^-H&c) 

=  1,60943791  &C. 

Logo  teremos ,  que  o  logarithmo  natural  de  10 ,  ou  de 
2 X y  =log.  2  4- log.  5=0^ 69314718  4-  1^60943791 
=  2,  30258509  &c. 

571  Agora  fíca  externamente  fácil  determinar  o  mo- 
dulo, dos  logaritlmios  tabulares  ,  pois  que  fendo  nelles 
log.  10  =  1^6  tendo  em  geral  log.  10  =  jÍ^  log.  natu- 
ral d€  10  ^  he  Ax  2 ,  30258509  occ  =  I ,  e  logo  -4= 

Aioai/jogVc,  >  he  eftc  pois  o  modulo  dos  logarithmos 
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tabulares ,  e  por  tanto  calculados  os  naturaes  pelas  for- 
mulas alTima  dadas ,  e  multiplicando-os  depois  por  eífe 
valor  do  modulo ,  teremos  os  tabulares. 

Evidentemente  Ic  vê  o  que  deve  fãzen-fe ,  querendo 
paíFar  invcrfamcnte  dos  logarithmos  tabulares  para  os 
naturaes  ^  e  por  iíTo  não  me  demoro  x:om  cila  queítao. 
572    Supponhamos  que  dado  o  logarithmo ,  fe  per- 
tende  conhecer  o  nuniero  a  quem  pertence. 

Principiaremos  reduzindo  o  logarithmo  dado  ao  lo- 
garithmo natural  quando  o  n3o  íèja  ,  e  depois  empre- 
gando o  methodo  inverfo  das  feries ,  facilmente  achare- 
mos defenvolvido  em  ícrie  o  numero  que  fe  pede.  Por- 
que vifto  acharmos  log.  (i -^x)  z=:  x  —  -^  a?«-H-j 

jf  j  _  ^  Aí4  -t-  &c. ,  fazendo  log.  (i-hA?)  =  jf,e  fup- 

fcondo  xzzAy-^  By^  -H  Q?  -H  Dy"^  ■+-  &c.  teremos 
log.  (i-HAr)ouj^  =  ^-h]Bjy«-h  0)^1  -t-Z)y4  4-&c. 

-^^J^y^  -+-  A^  By4 

onde  igualando  termo  a  termo ,  vem  A=  if  Bzz  ^  ^ 
C=  ^,  i)  =  ^^^&c.,  logo  ;c==jK-H -#- -H  iV-H 

^2^+-&c. ,  c  por  coníèquencia  i  -h x=  i  -t-jf  4-  -^ 

Hii  +: 
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+  ~-  -H  ;;-•+-  &c. :  fazendo  por  maior  clareza  i-hx 

=  »,  teremos  «=  i-h/.^-h  ^'^ +^!^t^  ÍÍIill-t- 

&c  ferie  convergente  do  termo  »-*-2  em  diante,  epor 
tanto  própria  para  o  que  delia  fe  requer. 

573  Se  pertendeffemos  achar  por  meio  da  formula 
precedente  a  baíè  logarithmica  natural ,  ou  o  numero ,  que 
tem  I  por  logarithmo  natural ,  o  que  he  o  mefmo  i  cha- 
mando e  a  eífe  numero  ,  teremos  ^z=:i4-i4--^-h-2 
-H—  -i — Í--+-— '4- &c.  =  2,71828183:  numeio  do 

qual  faremos  ao  diante  algum  uío. 

574  Agora  também  nos  feria  fácil  defenrolver  em 
ferie  as  exprcfsões  como  cy  j  porque  fuppondo  cy  =fs^ 
teremos y.  lc:=Lln'y  mas  ( Numero  572  )  ;; iz  i  -h log-  n 

+-^  +  -"rTr  -<-  &C-.  logo  "  =  n-  /.»-»- 

-H  &c, :  logo  fe  c  for  o  numero ,  cujo  log.  zz  i ,  iílo  he , 
fe  cíle  czze^  teremos  é*  z=:i -Hj 4- 7^ J'*  +  —  y^ 

H- y4  -I-  &c. 

Na  mefma  ferie  fazendo  y  —  i  fahiria  Ic^  =  i ,  ou 
log.  r=i,  e  r=H-i  +  -^4-^H-&c.,iftohe, 

teríamos  o  mefmo  valor  ,  que  em  o  numero  precedente 

achamos  para  ^.  ( i ) 

Das 

(  1 )     No  tempo  cm  que  já  bia  adiantada  a  imprefsão  deíla  Obra  « 
■OS  fCM  i  mão  aXheorica  rfas  funções  aoalytícas  deM.  deiíGran- 
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Das  Taboas  Logaritbmicas  ^  efeus  ufos. 

575     1^7  Os  parágrafos  precedentes  vimos ,  como 

x\l  dado  hum  numero  fe  pôde  achar  o  feu 

logarithmo,  ou  cxaílo  quando  alfim  o  tem,  ou  defen- 

Yol- 


ge ,  donde  extrahinios  a  prefente  nota  •  pelo  novo  dia  eo)  que  p6e 
as  loluçóes  dos  problemas ,  àadú  bmm  nnmtro .  áttirminêr  ú  jtm  i$g4» 
fhhmo  :  dado  hum  hgarnhm» ,  âckar  o  fcu  numtr$. 

S^hçSâ  do  ^imiirê  ProhUmn» 

Acabamos  de  ver  (  Numero  554)  ^ue  fendo  b  a  bafe  logarídt» 
mica ,  fi  qualquer  numero  ,  x  ú  leu  logarithmo  t   teremos  fempre 

n^h^  ;  fubílituindo  agora  1  -(-  C  ^  *"*  O  ^^  ^^%^^  de  ^ .  e  feme* 
Ihantemente  1  +  (  0  ^  1  )  em  lugar  Ó9  n  ;  c  imaginando  ambos  oa 
membros  elevados  á  potencia  k ,  teremosi 

e  mefmo  cjue 

1 +  /:(«- 1 ) 4- ^,  -^(»«o  +  ^ — J-*  ~^(j^-^y 

-f.  &c.  =5  I  -H  ilx  (A-.i)+ib*.  Íi^(^-.  0^  +•  *«. 
reduzindo »  e  dividindo  por  k  t  vem 

-H  &c, 

mas  k  he  huma  quantidade  arbitraria »  que  por  íi  mefmo  deve  def- 
vanecer^le,  viftoque  já  a  fua  extílencia  natquação  primaria  não  he 
mais  do  que  apparente ;  nSo  fazendo  pois  cafo  dos  termos  que  in- 
volvem  k  ,  certos  nefte  defvanecimentu  ,  que  forçofamente  deve  ter 
lufar  pela  muMa  deflruiçlo  dos  mclinos  te fmoi »  vir•no^lu 
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volvido  cm  huma  ferie  convergente ,  própria  por  confe- 
quencia  para  íê  ter  o  dito  logarithmo  approximado  até 
huma  cafa  de  dizima  determinada;  vimos  também,  co- 
mo 

€  fazendo 

fabe 

ifto  he 

fuppondo  agora  ii  s  1  -t-  ts »  refulta 

ilXIog.  (iH-*)=:íc  -  -j  x^  +   i  «J  ^  «cc. 

formula  idêntica  á  do  numero  566,  menos  em  quanto  ao  prefente 
A  9  que  pela  comparaçlo  vimos  no  conhecimento  de  fer  o  reciproco 
dlo  que  alii  fe  nota. 

Segue- fe  pois:  i.o  que  fendo  ^  abafe  logarithmica,  fera  o  mo- 
dulo igual  a  1  :[*-,!-.  -i(í«  1)^4- i(*-.i)í  -.  ate.]; 
a.o  que  YÍfto  fer  o  modulo  =  1  nos  logaríthmos  naturaes ,  teremos 
lentlo  log.  ( I  +  »)  =2  «--  -i  **  +  -^  jí'  -,  êcc,  fenaiula  e(U 
abfolutamente  igual  á  que  lhe  correfponde  em  o  citado  numero. 

AlaçSê  J0  frMtmê  Jêgimiê* 

Toonda  a  mefma  equaçlo  «si*»  fubftituamot  ainda  1  -(- 
(  ^  —  I  )  em  lugar  de  i,  e  em  lugar  da  mefma  equaçlo  a  feguínte  » 
que  lhe  he  igual » 

reprefentando  ainda  &  Huma  «ibitratia  «  que  por  fi  mefmo  fe  def* 
vanece» 

Paf- 
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mo  dado  ologarithmo,  he  poflível  achar  o  numero  exa- 
cto, que  lhe  corrclponde ,  quando  efta  exacção  pôde  ter 
higar ,  ou  aliás  defenvolvido  em  hnma  ferie  lèmpre  con- 
vergente :  vimos  era  fim ,  que  ufo  tem  no  calculo  os  nú- 
meros logarithmos ,  c  por  tanto  como  nos  deveremos  fer-. 
vir  delles  i  ifto  he ,  como  deveremos  aproveitar-nos  das 
vantagens ,  que  elles  nos  otFereccm.  ^ 

Por  tanto  fer-nos-hia  pouco  difficil  fazer  huma  ta- 
boada ,  que  a  hum  lado  tivefle  os  números  i ,  2 ,  3  ,  &c. 
correfpondcndo  no  outro  aos  feus  logarithmos  refpcéli- 
vos ,  os  quaes  poderíamos  approximar  até  a  cafa  de  di- 

zi- 

Faflando  t  dclenvoUci  em  ferie  o  binómio  [1  4-(^  -  1  )]    , 
teremos  [  i  ^  (*- O]  ^^  =  i +*(A-^  O -f- *•  H^(^^  «)^ 

eífeâuadas  as  operações  indicadas ,  e  ordenados  os  termos  fcgundò 
as  potencias  de  k  »  he  evidente  ,  que  no  fim  virá  liutua  exprefsão  da 
forma  1  H-  -^It  -*-  Bk^  Hr  &c. ,  na  qual  A  ,  B  /de.  devem  fer 
funções  dt  ò. 

Levantando  agora  1  +  Àk  J^  B*^  4-  &c.  i  potencia  »:  *» 

lefiiltar-nos-ha  ( 1  4-^/t  -+-  »íc^  H-íccO*"  *  =:  1  -*-  'X.C^'^  -+• 

2k^  2.  jA:' 

j§k  -H  Bk^  ^-  êcc.  y  4-  &€• 
em  fim  ,  não  fazendo  cafo  dos  termos  onde  houver  k,  teremoc 

ii=i-t-illog.ii4-  ^log.*ii+    -~!og.U-|- fiic. 

ende  facilmente  fe  reconhece  omefmo  À^  que  feito  igual  ai»  pa- 
r»  ter  «  expreíTo  em  huma  fuoçSo  do  feu  logarithmo  natural ,  dof i 

»  =  1  -V-  l<»g.  *•  +  -^  log.^  11^-   -~  log.^  »  +  ac. 

Ctimuia  iiHeiramente  a  mefina  que  t  do  numero  (.73. 
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zima  ,  que  bem  nos  pareccflc :  efte  porém  feria  hum  tra- 
balho fuperfluo ,  por  haverem  já  impreíTas  diverfas  ta- 
boas  logaríchmas  ,  mais  ou  menos  extenfos ,  das  quaes 
nos  poderemos  aproveitar. 

5-76  Entre  as  mencionadas  taboas,  sao  de  uíb  mais 
commodo  as  do  Abbade  Marie  ,  ou  as  de  Gardiner, 
edição  deCalIet;  eeftas  mais  extenfas  do  que  as  primei- 
ras ,  por  conterem  7  letras  de  dizima  :  cm  quanto  não 
fe  publicão  outras  ,  cuja  imprefsão  foi  ordenada  pela 
Academia  Real  das  Sciencias  ,  não  deixará  de  fei'  útil 
fazer  huma  explicação  relativa  ao  modo  com  que  mais 
vantajofamente  nos  podemos  fervir  de  qualquer  das  di- 
tas taboas ,  limitando-nos  por  maior  brevidade  a  quan- 
to for  commum  a  ambas. 

5*77  He  certo ,  que  qualquer  taboa  das  referidas  traz 
íbmente  os  logarithraos  dos  números  inteiros ,  principian- 
do em  I ,  e  finalizando  em  hum  certo  numero  ;  e  por 
tanto  não  traz  os  logarithmos  dos  números  quebrados  y 
dos  fraccionarios  ,  e  dos  números  maiores,  que  o  ulti- 
mo onde  pára :  achar  o  logarithmo  correfpondente  a  hum 
numero ,  que  vem  nas  taboas ,  he  operação  aflás  fácil , 
aífim  como  também  a  fua  inverfa  i  porém  não  o  he  tan- 
to fazer ,  que  as  mefmas  taboas  fírvão  para  achar  os  lo- 
garithmos dos  números  mencionados,  que  ellas  não  in- 
cluem directamente  i  he  eíle  pois  o  objedlo ,  que  palia- 
remos a  defcnvolvcr  em  os  feguintes  paragrafes. 

578  Supporemos  daqui  por  diante,  que  nos  fervi- 
mos  das  taboas  logarithmicas  do  Abbade  Marie  ,  fup- 
pofíção,  da  qual  leitas  as  confequentes  ^  e  aílas  obvias 
modificações ,  poderemos  fem  maior  embaraço  paíTar  pa- 
ra as  de  Gardiner. 

5*79  Se  o  numero  for  inteiro  ,  e  exceder  os  limites 
das  taboas,  cortar-Ihe-hemos  á  direita  por  meio  da  vir- 
gula tantas  cafas ,  quantas  baftarem ,  para  que  elle  entre 
nos  limites  das  taboas ,  e  na  ciaílc  fuperior  delias  i  acha* 

do 
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do  o  logarithmo  da  parte  inteira,  que.reftar  ,  tomare- 
mos a  diíFcrença -delle  aoícu  próximo  maior  ,^  e  faremos 
efta  pioporçao  »  fe  i ,  diíFcrença  entre  os  números  correC- 
y>  pondentes  aos  dons  logarithmos  das  taboas ,  medátan* 
j>  to  de  diíFerenca  entrd  os  mefmos  logarithmos  y  as  letras 
«  cortadas  em  o  numero  propofto ,  quanto  me  devcráó  dar 
>í  de  difterença  entre  o  logarithmo  da  parte  inteira  do  meí- 
9f  mo  numero ,  e  o  logarithmo  de  todo  elle  :  »  achada  af- 
íim  efta  ditíêrença ,  íommalla-hemos  com  o  menor  dos  lo- 
garithmos procurados ,  e  teremos  as  dccimaes  do  loga- 
rithmo do  numero  dado ,  ao  qual  facilmente  (  Numero 
558)  applicaremos  depois  a  competente  caraòíeriftica. 

Tome-fc  por  exemplo  achar  o  logarithmo  de  8745  ^  ^ 
approximado  até  á  fexta  cafa  de  dizima.  Como  as  ta- 
boas  do  Abbade  Maric ,  da  fegunda  edição ,  tem  os  lo- 
garithmos dos  números  inteiros  até  2 1 600 ,-  e  874c  1 2  > 
21600;  fupporcmos,  que  em  lugar  de  querer  o  log.  de 
874512,  pertendemos  o  de  8745',  ^^-  ^''^  "^^  mefmas 
taboas  achamos 

log.  8745-  =  3,94^760 
log.  8746  =  3,941810 

DiíFei'.        =  o,  000050 

( I  )  Proporção  «  i :  50:  :Oyii:xzz6  99 
temos  pois  log.  8745  =z  3,94x760  ,  c  log.  8745, 12 
=  3,9417604-6  =  3,941766  approximado  até  á  fex- 
ta cafa  de  dizima  :  porém  o  numero  propofto  era 
'8745 ^ 2: ,  c  8745 12  =  100  X  8745, 12  deve  pois  fer  log* 
874512  =  log.  100  -4-  log.  8745, 12  =  2  -h  3, 941766 
.  =  5,  941766 ,  e  logo  he  efte  o  logarithmo  procurado; 
mzs  efte  logarithmo  em  quanto  á  dizima  he  igual  ao 

I       *  de 

(  i  )     Nefta  proporção  dc?e  notar-l'c ,  que  tanio  o  50  como  o  # 
reprefentão  mihootfituas ;  c  aíTiin  ttmbem  nis  equtçõci  rcguiotat. 
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áe  8745*)  II  j  fe  a  fua  caradlcriftica  he  y  ,  ifto  he ,  td 
tjUàl  a  teríamos ,  fazendo  para  eíle  fim  ufo  do  que  diC- 
lembs  em  o  Numero  5^8 ;  logo  determinada  como  afli- 
ma  a  parte  decimal  do  logarithmo ,  c  determinada  a  fua 
caraíteriftica  pdo  modo  expofto  em  o  Numero  55:8,  te- 
remos fatisfeito. 

Deve  advertir-fe ,  que  a  proporão  aflima  enunciada 
fupp6e  a  differença  dos  números  proporcional  á  dos  lo- 
garithmos  >  o  que  não  he  abíòlutamente  exadlo  i  mas  co* 
mo  cftes  logarithmos  são  appix)ximados  até  huma  ,  e  de- 
terminada cafa  de  dizima  ,  e  na  claflc  íiiperior  das  ta- 
boas  as  fuás  diíFercnças  pouco  varião  ,  poderemos  fem 
erro  íèníivel  até  aquella  meíma  cafa  de  dizima  fuppôr  a 
diíFerença  dos  números  proporcional  á  dos  fcus  logarith- 
mos. 

580  Quando  o  numero  não  he  primo,  como  acon- 
tece a  874512,  podemos  também  achar  oíèu  logarith- 
mo ,  decompondo-o  em  faiílores ,  que  entrem  nos  limite» 
das  taboas,  efommando  os  logarithmos  dcftesfaélores; 
porexemplo  874512  =  144X6073  ,  fcrá  pois  logarith- 
mo 874512  =  log.  144  -♦-  Ipg.  6073  =  2, 158362 -H 
3, 783403  zz  5,  941765  y  como  alfima, 

c8i  Sendo  feguido  de  cifras  o  numero^  aijo  Ioga- 
ritnmo  pertendemos  determinar,  acharemos  o  logarith- 
mo dás  letras  fignificativas ,  e  depois  dando-lhe  a  verda- 
deira caraâeriftica ,  teremos  determinado  o  logarithmo ; 
pois  he  evidente ,  que,  por  exemplo,  fe  em  lugar  de  log» 
874512  quizeífemos  o  de  874500  achado  o  log.  8745 , 
a  dizima  defte ,  e  a  do  precedente  devem  fer  as  mefmas  ; 
j)orque  fendo  874500  =  100  X  8745  >  teremos  log. 
874500  =  log.  100  4-  log.  8745  =  ^  -t-^  3  >  941760  = 
5,941760  i  logo  achada  a  dizima  como  fe  em  lugar  de 
874500  tiveflèmos  8745,  e  pondo  ao  depois  em  lugar 
^caraéleriftica  3  acaraâeriíacay^  S.^^  compete  (Nu* 

me- 
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mero  ^^Z  )  ao  numero  8745*00  ,  juftamente  refiiltará  o 
inefmalogarithmo  51941760,  como  fe  pertcndia. 

582  Sc  o  numero  dado  contiver  dizima,  cakulare- 
mos  a  parte  decimal  do  fai  logarithmo  ,  como  íb  foíTe 
inteiro  ,  e  depois  dando-lhe  a  conveniente  caradleriíHca 
teremos  fatisfeito. 

Por  exemplo  ,  fe  quizeíTemos  o  log.  de  87, 45*12 , 
achando,  como  aífima,  ^^^^176^  =  log.  8745*12,  em 
lugar  da  caralilcriftica  y  poremos  i  ,  eme  he  a  carafte- 
riftica  pertencente  ao  log.  87,4512  (Numero  558),  e 
teremos  i,  941765 .—  log.  87, 45 1 2 :  para  melhor  o  per- 
ceber note-fc  ,  que  87,  4512  =  Sl^»  ^  portanto  log. 

87,4512  =  log.  874512  —  log.  loooo  =  5,941765 
—  4=1,941765. 

583  Havendo  hum  inteiro  acompanhado  de  quebra^ 
do  ,  poderemos  reduzir  efte  quadrado  em  dizima  ,  e 
achar  depois  o  logarithmo  do  todo,  como  fica  dito  em 
o  numero  precedente. 

Por  exemplo  ,  querendo  o  log.  87  ^ ,  reduzindo 
2*-  em  dizima,  acharemos  0,4512,  í  por  lanto  he  log. 

87 g|  zzlog.  87, 45"  =  I.94I765- 

584  Poderíamos  também  achar  o  log.  87  ^  ,  re^ 

duzindo  o  inteiro  a  denominação  do  feu  quebrado  ,  e 
determinando  depois  (Numeio  562)  o  logarithmo  do 

todo  rcfulrante ;  porque  fendo  Zj  ~'=i  -^  \^^   ^  ■  >  . 

rz  IfJI ,  teremos  log^  87  ~  =  log.  54657  -  log.  6^S 

=4>  737646- 2, 79j88o=i,94i7^<5-      .    ,       ., 

585  Em  o  ttumero  K6^  demonftramos  ler  logantn- 

\'ú  mo 
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mo  —  =  k)g. »—  log.  m ,  e  no  precedente  fizemos  ufo 
delia  detnonftraçâo,  fuppondo  ii>  »i  ;  mas  fc  em  lu- 
gar de  quertr  o  log.  da  frac(^o  imprópria  —^ ,  qui- 

zeíTemos,  por  exemplo,  o  log.  da  frac^o  própria  ~^^j 

claro  he  ,  que  deve  fer  log.  -^J^  =  log.  615  -  log. 

5465:7  =  2, 795880- 4, 737Í46  =  -i3  9417^  i  ve- 
mos pois ,  que  o  log.  fahe  negativo :  e  como  nas  frac- 
ções deíla  natureza  he  fempre  »<w,  e por confequen- 
cia  log.  n  <1  log.  m ,  concluc-íè ,  que  os  logariíhmos  das 
fracções  próprias  ícmprc  são  negativos  :  e  reciproca- 
mente. 

586  Com  tudo  podemos  fazer  ,  que  eftes  Icgarith^ 
mos  tenhão  fomente  negativa  a  carafteriftica  ^  e  a  dizi- 
ma poíitiva ,  pois  he  evidente,  que—  1,941766  =  — 2 
-f-  0,058234  ,  o  que  por  maior  brevidade  fe  exprime 
allim  —  1,041766  =  1,058234;  cftes logarithmos  tem 
hum  de  diffei-ença  nas  caraéleriiticas,  e as  dizimas  fom- 
madas  fazem  hum ,  ifto  he ,  as  letras  de  dizima  corres- 
pondentes fempre  fommão  9  ,  menos  as  ultimas  ,  crua 
fazem  10  ;  por  tanto  he  fempre  fácil ,  c  polfivel  paflur 
dos  logarithmos  inteiramente  necativos  ,  para  os  que 
tem  fomente  negativa  a  carafteriftica  ,  pois  tudo  fe  re- 
duz a  mudar  o  lugar  dofignal  — ,  paHando-o  para  írma 
da  caracleriítica  ^  augmentar  a  eíla  tiuma  unidade ,  e  em 
lugar  de  cada  huma  das  leiras  fignificaiivas  de  dizima , 
cfcrevcr  quanto  lhe  falta  para  9 ,  excepto  porém  a  ulti- 
ma ,  em  aijo  lugar  efcrcvercmos  a  fua  differença  para 
10  :  aflim  vcremosjuc  —3,7638^3  =4;  236107,  e 
que-  2,071300=  5,928700.  Praticando  oinverfo  do 
que  fica  dito ,  paíFaremos  igualmente  dos  logarithmos  ne- 
gativos fó  na  caracleriílica  para  os  intciramçnte  negativos* 
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587  EItes  mefmos  logarithmos  negativos  em  quan- 
to ácaraéleridica,  podem  obter-fe  immcdiarameme  dos 
dous  logarithmos  correfpondentes  aos  termos  da  frac^o 
dada  y  diminuindo  o  iog.  do  denominador  do  log.  do 
numerador,  e  tomando  jx)rcaradleriftica  negativa  o  nu- 
mero de  unidades ,  que  for  precifo  ajuntar  á  caraéleriílí* 
ca  do  log.  do  numerador ,  para  que  o  outiX)  poíTa  ler  in- 
teiramente diminuído  dclle ;  aílim  na  frac^o  ^ropoíta  te* 
remos 

log.        625' =  2, 795880 

log.     5:4657  =  4,737646 

fazendo  pois  a  diminuição  como  nas  fracções  impró- 
prias ,  vemos  em  chcgam!o  ás  caradlerifticas  ,  que  he 
precUb  ajuntar  2  á  caraderiftica  do  log-  625 ,  para  po- 
der fubtrahir-lb  delie  o  log.  54657;  he  pois  T  a  caracle- 
riftica  do  logarithmo  da  fracção  tal ,  como  a  determiná- 
mos em  o  numero  precedente. 

580  Claro  efta  ,  que  os  logarithmos  negativos  nò 
calailo  devem  fcr  tratados  como  quantidades  negativas , 
que  realmente  são ;  e  que  os  negativos  fó  em  quanto  a 
caraderiíHca ,  também  o  devem  ler  da  mclhia  forte ,  mas 
fó  em  quanto  a  caraéleriítica :  aífim  teremos  7,058234 
-♦-3,512462  3^1,570696  Í75O58234— 1^25628  = 
—  3i^<>7394  =  4^73^6o6i  1,058234x3  =6, 174702; 
3X2, 73^)68  =  4, 197704 i  &Ç-. 

589  Tendo  porém  que  dividir  logarithmos  defta  ul- 
tima natureza ,  faremos  primeiro  que  a  fua  carafteriftica 
feja  multíplice  do  divifor ,  ajuntando-lhe  para  iíTo  as  uni* 
dades  negativas  neceíTarias;  epara  compenfar,  ajimtarc- 
mos  outras  tantas  unidades  poíitivas  com  a  primeira  le- 
tra decimal  j  por  exemplo ,  querendo  dividir  por  5  o  lo- 
garithmo 7,  C58234  9  coníideraremos  primeuo  efte  lo^ 
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garithtno,  como  fecm  feu  lugar  tiveffcmos^  4-  3,058x34, 
agora  paiTando  a  praticar  a  divisão  ^  virá  i-f-0,6116479 
ou"i,6ii647. 

590  Aífim  como  íkhem  negativos  os  logarithinos 
das  fracções  ordinárias  ,  aífim  também  devem  fahir  os 
logarithmos  das  fracções  decimaes ;  com  a  difibreoça  po- 
rém ,  que  ncftas  he  mais  íàcil  determinallos ,  quando  fó 
lhes  pertendemos  negativa  a  cara Acriftica ;  qucira-íè ,  por 
exemplo ,  determinar  o  log.  o,  345'  i  procurando  o  de  34^  ^ 

acharemos  2, 537819 ;  agora  vendo  que  o,  345  =  /^, 

e  por  confequéncia ,  que  o  logarithmo  o,  345  =:  log.  345 
—  log.  1000,  teremos  log.  o,  345  =z  2, 537819  —  3  = 
7,537819  =  — o,  4Ó2181. 

Raciocinando  da  mcfma  forte,  veremos  que 

log.  o,  0345=7,537819 
log.  o,  00345  =7",  537819 
log.  0,000345  =í,  5 378 19  &c, 

donde  ie  conclue  hum  modo  geral  para  determinar  os 
log.  das  fracções  decimaes  i  e  vem  a  fer  m  aílignar  as  le- 
99  trás  de  dizima  do  logarithmo,  como  Te  o  numero  da- 
w  do  nâo  foíFe  decimal  j  e  dar-lhes  depois  por  carafteriíli- 
79  ca  negativa  tantas  unidades  quantas  forem  as  cifras ,  que 
99  no  mefmo  numero  dado  eftiverem  á  eíqucrda  das  íuas 
jj  letras  decimaes  íignificativas ;  incluindo  aefte  numero  de 
99  cifras  aquella ,  que  occupar  a  cafa  das  unidades.  99 

Sequizermos  o  log.  todo  negativo,  fácil  feri  obiel- 
lo  depois  pelo  modo  indicado  cm  o  numero  586. 

591  .  Logo  inverfamente  fcquizermos  achar  o  nume- 
ro coitefpondente  a  hum  logarithmo  dado  ,  onde  íó  a 
caracleriítica  íeja  negativa  ,  determinaremos  primeiro  o 
numero  correfpoudente  ás  letras  decimaes ,  depois  efcre- 
vereinos  á  íua  cfquerda  tantas  cifras  ^  quantas  forem  as 

uni- 
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unidades  negativas  da  carafteriftica ,  pondo  a  virgula  Im- 
TOcdiata  á  primeira  delias  ;  he  de  advertir  ,  aue  para 
maior  facilidade  deveremos  entrar  com  as  letras  aecimaes 
do  log.  dado  na  claíTe  fuperior  das  taboas  :  fuppondo 
çois  que  4,c378i9  he  o  log.  dado,  e  entrando  comas 
luas  letras  aecimaes  na  clallc  fuperior  das  Taboas  do 
AbbadeMarie,  acharemos  3450,  eíçrevendo  agora  qua- 
tro ciíras  á  fna  efqucrda ,  e  pondo  z  virgula  depois  da 
primeira  delia,  teremos  o,coo345'o  =  o> 000345* ,  nu- 
mero que  aífima  vimos  conefponder    ao  logariíhmo 

4,3r378i9-  .  / 

592  Sc  o  logarithmo  for  totalmente  negativo,  far- 

Ibe-hcffios  fó  a  caratlciiftica  negativa,  e ficaremos  redu- 
zidos ao  cafo  antecedente :  allim  veremos  que  — 1,993781 
zzTyOcóiJ^  ,  cujo  numero  conefpondentememe  mais 
próximo  he  0,010144. 

593  Supponhamos  agora  pofitivo  o  logarithmo  da- 
do ,  mas  que  não  cahe  exaílx>  nas  Taboas  ,  e  feja  por 
exemplo  3,  965 142 ;  procurando  efte  logarithmo  nas  Ta- 
boas ,  vemos  que  clle  cahe  entre  3, 965"  108 ,  e  3,  ç6^  15^  ^ 
logarithmos  correfpondentes  aos  números  9228,  9229  > 
logo  deve  o  numero  correfpondente  ao  logarithmo  dado 
fer  >  9228  ,'c  <  9229  ;  ou  9228  acompanhado  de  hu- 
ma  fracção :  para  calcular  efta  fracção  faremos  huma  pro- 
porçlo  fimilhante  á  do  numero  579 ;  porém  invertida ,  c 
por  tanto  diremos :  fe  47  diferença  dos  logarithmos  ta- 
bulares, entre  quem  o  propofto  cahe,  meda  i  dediffe- 
rença  em  os  números  correípondcntes  a  eftes  mefmos  lo- 
garithmos, 34  differença  entre  o  logarithmo  propofto,, 
e  o  íèu  próximo  menor  nas  taboas  ,  que  ditíèrença  me 
dará  nos  números  correfpondentes  a  cftes  dous  logaritk*» 
mos,  . 

47:i::3-|:Af=o,7i 

cat- 
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calculando  o  quarto  termo  da  proporão  ,  achareiiloÉ< 
o>72  ,  donde  concluiremos  ,  que  0,72  he  a  difFcrença 
entre  o  numero  correfoondente  aologaríthmo  dado,  eo 
que  coiTefponde  ao  íeu  próximo  menor  nas  Taboas , 
mas  efte  he  9128  ,  logo  3,965142  he  iogarithmo  de 
9228,72. 

594  Da  mefma  forte  nos  liaveremos  em  todos  os  ou- 
tros cafos  íimilhantes :  he  porém  de  notar ,  que  nas  Ta- 
boas logarithmas  nao  podemos  contar  exadtas  as  letras 
do  numero  ,  que  excedem  as  dccimaes  do  Iogarithmo , 
por  exemplo  nas  Taboas  do  Abbade  Marie  ÍÒ  podemos 
contar  exíiAas  as  primeiras  d  letras  da  cfquerda  do  nu- 
mero, que  por  ellas  calcularmos,  e  he  por  ifto  que  no 
exemplo  precedente  não  levamos  a  approximaçúo  mais 

adiante;  porque  fendo  jczi  — ,  e  fendo  34,  C47,  dif- 

ferenças  de  logarithmos ;  iflo  he,  de  quantidades  fó  exa- 
c1:a«até  áfua  ultima  letra  decimal ,  íègiie-fe  que  04  e  7 
de\rem  íèr  letras  nao  exadlas ,  c  logo  praticando  a  divi- 
são 

340      1    47 
I  I  o    o,  7  2 
16 

vemos  claramente,  que  odiviíbr  16  pode,  em  lugar  de 
fel*  exafto ,  involver  hum  eiro  confideravel ,  e  logo  con- 
íideravelmente  errado  fahiria  todo  o  quociente ,  que  pa- 
ra ao  diante  foífemos  determinando. 

5" 95  Se  o  Iogarithmo  dado  fofle  4, 965 142 ;  ifto  he  , 
fe  tivcflc  huma  cara<ílei*iftica  maior  que  a  das  taboas , 
determinariamos  o  feu  numero ,  como  fe  elle  em  quanto 
a  caraAeriftica  pertencefle  á  claíle  fupeiior  das  mcUnas 
Taboas  i  e  achando  como  aflima  9228, 72 ,  paíTar-lhc- 
hiamos  a  virgula  tantas  cafis  para  a  direita ,  quantas  uni- 
dades tiveíFemos  diminuído  a  caraiileriftica  dada  \  neíh: 

ca- 
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cafo  huma ,  e  ficaria  92287, 2  fendo  o  numero  pedido ; 
por  outro  modo ,  achadas  as  letras  do  numero  fem  at- 
tcnçSo  á  caraéleriíHca ,  cortar-lhe-hiamos  depois  para  a 
eíquerda  tantas  letras  mais  huma ,  quantas  foíTem  as  uni- 
dades damefma  caratfleríftica  ^  aífim  vendo ,  que  naclaC- 
íè  fupérior  das  Taboas  922872  he  o  numero  correfpon- 
dente  ás  dccimaes  do  logarithmo  4,9(^5-142,  cortando- 
Ihe  4  -t-  I  letras  de  inteiros ,  virá  92287, 2  numei"0  pe- 
dido :  porque  9228,  72  he  o  numero  coiTefpondente  a 
3,965' 142,  e  10  o  que  correfponde  a  i ;  logo  (Nume- 
ro 5^60  )  9228 ,72X10,  ou  92287, 2  deve  ler  o  nume- 
ro corrcfpondente  a  31965 142  -h  i ,  ou  4,965:142  co- 
mo íè  pertendia. 

^^6  Se  o  logarithmo  tiver  huma  caradieriftica  infe- 
rior á  maior  das  Taboas  ,  nem  por  iilb  deixaremos  de 
ufar  da  regra  precedente  i  venlio  a  dizer ,  íèmpre  deter- 
minaremos as  letras  do  numero  ,  que  lhe  correfponde , 
entrando  com  as  decimaes  do  logarithmo  na  clafle  fupre- 
ma  das  Taboas ,  íem  attender  á  caraéleriílica ,  o  que  íè 
fará  depois  cortando  cm  o  numero  as  letras  devidas : 
aíEm  fe  o  logarithmo  dado  foíTe  1,965142  deteraiinan- 
do ,  como  já  fizemos  ,  as  letras  922872  concluiremos, 
que  o  numero  procurado  deve  ler  92, 2872. 

^^y  Pôde  acontecer ,  que  o  logarithmo  caia  cxado , 
ou  com  diiferença  de  huma  unidade  na  ultima  cafa  de- 
cimal ,  o  que  fe  deve  reputar  exaélo ,  aitendendo  ao  erro 
da  approximação ;  nefte  calo,  determinadas  as  letras  do 
numero  pelo  modo  precedente ,  attcnderemos  igualmente 
á  carafteriílica ,  ajuntando,  ou  cortando  cifras,  confor- 
me for  neceíFarlo  :  aflim  querendo  o  numero  coiTcfpon* 
dente  a  2, 152288,  bufcando  152288  na  fuprema  claf- 
íè  das  Taboas  acharemos  14200,  e  logo  142  he  o  nu* 
meio  pedido  i  querendo  agora  o  numero  correfpondentc 
a  5, 152288^,  e  tendo  achado  14200,  concluiriamos , 
que  o  numero  pedido  devia  fer  142000 :  a  razío  defta 

K  vc- 
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regra  he  íacil  de  achar,  logo  que  fe  advirta,  que  osmi^ 
meios  correfpondentes  a  logarithmos  fó  diveríbs  eiii 
quanto  ás  caraâei líticas ,  devem  ter  entre  fi  huina  razão , 
cujo  expoente  ièja  lo,  ico,  ioco,&c.  conforme  adi£» 
feren^  das  caraâeriíUcas  for  i ,  2 ,  3 ,  &c. 

Dos  Ctmpkmintçs^  e  fèus  ufos. 

59^    C^  Hama-fe  campkmento  de  hum  numero  a 

V^  diíferença  delie  a  outro ,  que  fc  componha 

da  unidade  fcguida  de  tantas  ci&as ,  quantas  são  as  iiias 

letras ;  aflim  1000  —  398 ,  ou  602  he  o  complemento  de 

398  i  iccxx)  — 4110  =  5890,  o  de  41 10. 

599  Sc  combinamos  os  numeres  398  ,  41 10  com 
os  fcus  complementos  602 ,  5890  ,  vemos  que  o  com- 
plemento de  qualquer  numero  he  outro,  cujas  letras  sao 
^s  diferenças  entre  9,  ecada  huma  das  fuás  letras,  ex- 
ceptuando a  ultima  letra  íignificativa ,  da  qual  fe  deve 
tomar  a  diíFerença  para  10 ;  aílim  achaicmos ,  que  o  com- 
plemento de  7225  he  2775. 

600  Por  meio  dos  logarithmos  mudámos  as  multi- 
plicações em  ibmmas  ,  e  as  divisões  em  fubtracçôes  \ 
por  meio  dos  complementos  reduziremos  as  fubtracçócs 
a  íimplices  addiçóes  ;  para  ifto  ,  íè  houverem  diverfos 
números ,  que  dcváo  fcr  fubtrahidos  de  outros  numetos 
dados ,  fommaremos  os  fegundos  com  os  complementos 
dos  primeiros ,  e  da  fi)mma  em  lugar  de  cada  numero , 
que  devia  íer  fubtrahido  ,  tiraremos  huma  unidade  da 
claíre  immediatamente  fuperior  á  claífe  maior  domefmo 
luimero. 

Qierendo  ,  por  exemplo  ,  determinar  hum  numero 
equivalente  ácxpref^o  37428-1- 18^371  -5643,opeia.- 
icmos  dg  modo  ièguiatc 


374^5 


Dl  Arithmetíca  Universal.       y^ 

37428 

18371 

Cl.  5-643  =     43^7 

Ibmma       60156 

mas  na  addiçao ,  qne  devia  ícr  fiibtrahida ,  o  milhar  lié 
a  unidade  fuperior  3  tirando  poÍ9  á  fommá  huma  dezena 
de  milhar,  virá  5'oi5'6  =  37428 -H  1837 1 —  5-643  ,co 
mo  fe  pcrtendia ;  porque  le  nós  fimplesmente  íbmmafle- 
mos  os  dous  números  37428,  18371 ,  afomma  conte- 
ria de  mais  o  numero  5643 ,  que  não  tinhamos  fabtra- 
hido;  mas  nós  além  denSo  fubtrahirmos  5643 ,  ajunta- 
mos 435-7,  que  fommado  com  5*643  faz  loooo;  logo 
afomma6oi5'6  contém  demais  do  que  deve  fer  a  quan- 
tidade locxx),  tirando-lhe  pois  eftes  locoo,  o  numero 
refultantc  50156  deverá  fer  o  que  fe  pede  :  por  outro 
modo  37428  -h  1 837 H- 4357  =  37428  H- 18^71  — 
^643  -H  loooo,  mas  37428  -H  18371  -+- 4357  =  00156, 
logo  60156  zz:  37428 -<-  18371 —  56434-10000,6  por 
confequencia  60156  —  loooo  =  37428  -h  18371  ~ 
5643 ,  como  fe  pertendia  demonftrar. 

601  Applicandoeftainduftria  dos  complementos  aoá 
logarithmos  ,  facilmente  converteremos  cm  fommas  as 
diminuiçóes,  que  occomerem  no  feu  calculo;  e  fe  faze- 
mos applicaçao  delia  aos  logarithmos  negativos ,  pode- 
remos em  lugar  ddles  empregar  os  feus  complementos ; 
e  aífim  confeguircmos  reduzillos  a  huma  fórma*  apparen- 
temente  pòfiiiva,  e  por  ifto  demais  fácil  applicaçao  ao 
calculo  arithmetico. 

602  Quando  ologarithmo  for  todo  negativo ,  acha- 
remos ò  leu*  complemento  pelo  modo  ordinário ,  toman- 
do adii&rença  entre  cada  huma  das  fuás  letras  e9,  me- 
nos a  ultima  iighiíicatíva'  da  direita ,  da  qual  tomaremos 
ardiffenença*  para  ro;  mas  fe  elle  tiver  lomente  a  cara- 

.  Kii       "  ae- 
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étcriítica  negatira ,  defta  fomente  he  que  deveremos  achar 
o  complemento  ,  que  addicionaremos  ás  mefmas  letras 
de  dizima  prcexiftentcs ;  aífim  8, 713243  he  o  comple- 
mento de—  1, 2^67^7  ,  e  também  lie  o  complementa 
de7, 713143. 

603  Deve  entender-fe  bem  5^  que  8,713243  ;  — 
1, 286757  i  "2 ,  71 3143  reprefentío  huma  fó  quantida- 
de, efcrita  de  divcrfos  modos i  por  quanto:  8,713243 
hc  realmente  8,713243  —  10  =  —  1,286757  i  c 
r,7ip43  he  realmente  —  2  -H  o,  713243  =  — 
1, 280757  da  mefma  forte. 

604  Se  por  meio  dos  complementos  quizermos  cal- 
cular o  quarto  termo  da  proporção  20567 :  3241  : ; 
X73  :x^  tejiemos 

log-        173  =  2,238046 

log.    3241  =  3,510679 

CK  log.20567  =  5, 686829 

log.  X  =iy4S5SS4 

procurandoo  pois  na  íuprema  daífe  dasTaboas,  acha*» 
remos  x  oroximamente  igual  a  27, 26. 

605  Quando  traballiarmos  com  logaritlimos  comple- 
mentarios  ,  deveremos  deícontar  os  complementos  ace- 
nas fer  pofla :  com  tudo  algumas  vezes  leremos  condu- 
zidos alogarithmo^,  que  involvão  complementos ,  e  cu- 
jos números  correfpondentes  queiramos  determinar ;  nef- 
te  cafo  reduosiremos  primeiro  asíbas  caraâerííticas  a  ne- 
gativas, e  operaremos  como  em  o  numero  591. 

Sttpponhamos,  por  exemplo,  que  íe  pertende  conhe- 
cer o  numero  correipondente  ao  logarithmo  7, 562872 , 
2ue  involve  hum  complemento  i  notemos ,  que  neíle  ca« 
_)  o  verdadeiro  logarithmo  he  7,562872 —  10,  oif 
}  9  562872  >  e  logo  procurando  onunoero  correíponden-- 

te 
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te  a  eíle  logaiithmo  ^  acharemos  o^  003655  próxima-* 
mente. 

Se  o  logarithmo  involveíTe  dons  complementos  ^  en- 
tão teríamos  realmente  7, 562872  —  20 ,  ou IJ,  562872 , 
cujo  numero  correfpondente  he  o,coooocxxjoooo5655í 

6c6  Se  a  ordem  do  calculo  exigir,  que  femultipli*- 
quem  logarithmos  onde  fc  involvem  alguns  complemen- 
tos y  deveremos  advertir  y  que  o  numero  de  complemen- 
tos igualmente  falie  multiplicado :  por  exemplo ,  fe  o  lo- 
garitnmo  7,562872,  que  involvc  dous  complementos. 
For  multiplicado  por  três  o  produtlo  22,688616,  deve 
involver  féis  complementos ;  c  iiiandc4he  dous ,  o  rello 
2,688616  involverá  quatro  ;  porque  realmente  o  Ioga- 
ritbmo  dado  he  7,562872  —  20,  e  logo  multiplicado 
por  3  ,  dá  22,688616  —  60,  ou  22,688616  involven- 
do  6  complementos. 

607  Querendo  dividir  por  qualquer  numero  os  lo- 
garithmos defte  género  ,  e  fazendo  hum  raciocínio  in- 
vçrfo  do  precedente  ,  concluiremos  ,  que  os  léus  com- 
plementos ficâo  igualmente  divididos  i  mas  para  que 
em  tal  cafo  nao  haja  quebrado  de  complemento ,  antes 
de  principiar  a  divisão ,  prepararemos  o  logarithmo  da- 
do, deíòrte  que  involva  hum  numero  de  complementos 
múltiplo  do  aivifor ,  ajuntando  para  efte  íim  á  caraâe- 
riílica  do  mefmo  logarithmo  as  dezenas  que  neceíTario 
for^  por  exemplo,  querendo  dividir  por  3  o  logarithmo 
2,688616,  que  involve  quatro  complementos ,  faremos 
primeiro ,  que  contenha  6 ,  ajuntando  duas  dezenas  á  fua 
caraAeriftica ,  o  que  daii  22, 68861^;  nifto  não  lhe  al- 
teramos o  valor  ,  pois  que  fc  ajuntamos  as  duas  deze- 
nas, para  iflfo  coníideramos ,  que  involve  6  complemen- 
tos j  iílo  he,  mais  dous  do  que  antes  involviaj  dividin- 
do agora  22,688616  por  3,  o  quociente  7,562872  1*- 

hirá  invoivendo  -^  de6>  ou  dous  complementos:  igual- 

men* 
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mente  nos  convenceremos  defta  verdade  ,  notando  que 
o  logarithmo  verdadeiro  ,  em  lugar  do  propofto  he 
2, 688616— ' 40,  ora  a, 68861 6— 40  =  2i, 688616  - 
60,  e  logo  ^>'^^^^^-^-  =  .»,m6,6^6a  -^^^6^872 

—  20,  ou  igual  37,5^62872  involvendo  dous  comple- 
.mentosj  como  jd  tínhamos  demonftrado. 

Varias  applicaçSis  dos  lagarithmús. 

608  O  Upponhamos ,  que  i  queftão  cjuinta  do  nu- 
O  mero  414,  fe  íiibílitua  a  feguinre;  a  quan- 
tos por  cento  fe  deve  pôr  a  juro  o  capital  lorx)  moe- 
das ,  para  que  íèndo  o  juro  compofto  ,  chegue  efte  ca- 
pital no  fim  de  dez  annos  a  1628'»  -h  4294''^ ,  2085' 
3^71875'?  \ 

Seja  X  o  juro  por  100 ,  e  fera  —  o  juro  por  i  i  ora 


o  capital  I  em  lo'"'-  *  ^  de  juro  compofto ,  deve  fu- 

bir  a  C''\^^\    y  logo  IODO  fubirá  i quantidade j^ de- 
terminada pela  proporção 

mas  as  1000  moedas  devem  fubir  a  1628'^  +  4^94''  > 

2085317187J  ,  ou  ;*^79«.oy7S.o.  ^.-i^g^  jg^^^ 

liÈZáÊL^ll22l=  xooo  (^^^)'\  donde  fe  tim 

100      J        — 


1024  J       •  i^^  — 

zo 


^Á 


De  Akithmetica  Ukiyersal.       jg 

y^iííZi^í?£2Zlíil ,  e  logo    ICO  +-  ;c  =  iQo  X 


^, 6^7, ysysioi  .  calculando  o  fegundo  membro  por 
meio  dos  logarithmois,  acharemos 

log.  1^7,99  =5,^22193 
CJ.  log.       1024  :=;  6, 989700 

Somma      o,  21^893  * 

Dividida  por  10  =0,021189 
,  log.  100  :z:2,OOGOOO 

Somma      2,021189 

procurado  na  fuprema  claflc  das  Taboas,  dá  105 ,  logo 
lOO-H^zz  105  ,  e  por  coníèquencia  Afzzy. 

609     Pertcndendo  agora  faber  em  quantos  annos  1000 
moedas,  vencendo  juro  compollo  a  razão  dcj  por  100 

cada  anno,  chegarião  a  2í£2^íí^1l2SÍ2S±x  chamando  x 
eíle  nmncro  de  annos  ,  veriamos  que  100  nefte  tempo 
fobe  a  100  i^\    ,  c logo  1000  fubirá  a  1000 ^-~ \ 
e  por  tanto  deve  fer  1000  ^-^^''^'^^^yS^ojStoi^  ^ 

(Í^)*  =  log.iííí^^^  iíá7>98  &c.~  log. 

1024,  mas  (Numero  563)  Iog.(-^J*  =  «Iog.  /^\ 

logoA?=^^g''^,^^-y'^";''^^g''^'^=  ^^'"^^>  =10 
éio    No  exeniplo  precodeote  vimo»  cqsio  os  1o|s^ 


8o  Elementos 

rithmos  conduzem  á  íbluçao  das  equações  da  fórma  a^ 
=  ^  i  da  mefma  foite  veríamos ,  que  por  meio  dellcs  fc 
podem  reíbiver  outras  equações  femeUiantes  ^  taes  como 

1 =  a       *i  pois  que  teremos  nefta  log.  (i**-f  ) 

— log.  (r»+')'=:log.(rf       *),  ou  (nx—q)  Lb  — 

ix-^s)  /.r=(r-H-^)  Ld y  tirando  o  denominador 

\tm{n^—ax)  Ib—  (x^  -hsx)  Ic—  (rX'\-s)Ld^ 
ordenando  fane  x^  (n.Jb~/c)  zzx  (r.ld-hs.ic  -^ 

S^lb)^s.ld,oiix^='>^^''^^>;!^:T'^''  X^ 
mente  refolveriamos  as  equações  da  fórma -jg-hx  = 


/**  ^  '^ ;  e  também  as  que  foíTcm  como 


^mjc"  ±  f 


c      — 


d^*  — ** ,  OU  em  fim  como  ^ 


mjf^^drrjc"  cilít 


^" 


'driU^dri 


6ii  O  que  temos  dito  ibbre  os  logarithmos  junto 
ás  formulas  oc  Halley  ,  pôde  convir  de  maneira  ,  que 
fique  por  extremo  breve  á  determinação  de  qualquer  raiz  \ 

leja  por  acmplo  propoíto  achar  vi",  temos  log.  z  = 
0,301030  ,  dividindo-o  por  cinco,  vem  0,060206  nz 

loi^.  Vr'^  1)1487  próxima  até  ás  decimas  milleílmas^ 
uíando  agora  <las  formulas  de  Hallqr  >  notemos  que  a 
defte  cafo  he  V 
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i«a' 


£tzendo  pois  a  =  i^  1487  ,  teremos  ai  =  2,  cooo- 
1432062359386207,  logo^  =  ~  o,  0000143 2o6>- 
359386207 ,  c 


V2_  ^  -hV         x6         -  .,(...4,7)' 

^>44^''        •,     4  /Q*999«^57Q?8iaoaf>4M7y 

—         4  "^      r  131, 257846264*4 

agora  extrabíndo  diredlamente  a  \/  indicada ,  obteremos 
o  que  fe  pede  com  baftante  exacçâo; 

Dos  Limitas. 

612     /^Hamaremos  confiantes  ^  ou  invariáveis 

V^  todas  as  quantidades  ,  em  cuja  grandeza 

x&o  fe  coníidere  mudança  de  valor  \  e  pelo  contrario  tif- 

riaveis  aqueilas ,  que  ie  coníiderem ,  como  podendo  ad- 

mittir  valores  difFcrentes. 

613  Diremos,  que  huma  confiante  he  o  limite  de 
huma  variável ,  quando  eíla  pode  creícer ,  ou  diminuir 
de  tal  ibrte,  que,  ainda  que  ofcu  valor  nunca  poíTa  fcr 
igual  ao  valor  da  conilante  ,  poíTa  com  tudo  ajpproxi- 
iTiar-íè-lhe  tanto ,  que  a  dilFerença  dos  dous  venha  a  (cr 
menor ,  que  qualquer  quantidade  aílignavel  por  quão  pe- 
quena eíla  fcja. 

614  O  limite  de  qualquer  variável  diz-fe  íer  limite 
em  augmentOy  ou  limite  em  diminuição  y  fegundo  a  va- 
riável nao  pode  fer  maior ,  ou  menor  que  o  ícu  limite. 

615  A  variável  fe  diz  fem  limite  em  augmento^ 
quando  pode  crcicer  de  tal  forte,  que  venha  aíèi  maior, 
que  qualquer  quantidade,  aílignavel ,  por  quão  grande  eÇ» 


%%  Blemèí»¥oí 

ta  feja ;  e  dii-íéfâm  lirniie  em  diminuição  y  ^ando  po- 
de diminuir  de  tal  force ,  que  a  íua  grandeza  v^nha  a  (er 
menor ,  que  qualquer  quantidade  aífignavel  por  quão  pe- 
quena èfta  fcja. 

ÔíiS  A  lomma  de  qnaefquer  variáveis  ;c,^,í3,&Cé 
cada  huma  das  quaes  não  tem  limite,  em  diminuição, 
mmbcm  náo  rem  limite  em  tiiminui(áo  ;  porque  feja  n 
o  numero  das  variáveis  x^  y\  z,  6oc.  e  k  huma  quan- 
tidade tao  pequena  quanto  fe  quizer  ,  tome-fe  x  <^ 

í  >J^  <í  ,  ^  <í  ,  &c,  ficará  íc-H^-H«-H&c.< 

k,y  e  logo  fem  limite  em  diminui^o  ( Numero  6  ly). 

*6i7  A  fomma  de  quaefquer  quantidades  ^  tomada 
no  íentido  aríthmetico  ( i  )  >  ifto  ne ,  confiderada  como 
reprefcntando  huma  addiçãoreal,  he  maior  do  que  cada 
huma  das  quantidades}  logo  feeftas  forem  variáveis,  e 
aditaíbmma  fem  limite  cm  diminuiçio ,  cada  huma  das 
quantidades ,  que  deve  íer  <[  que  a  fomma  também  nao 
teri  limite  em  diminui^o. 

6i8  Pela  mefma  caufa  fe  huma,  ou  muitas  das  ad- 
diçôes ,  que  fonuao  huma  certa  fomma ,  não  tiver  limi- 
te em  augmento^  a  fomma  também  não  terá  limite  em 
aogmento. 

619  Se  ;ií,  e^  são  duas  variáveis  fem  limite  em  di- 
minuição ,  a  fua  differença  ou  he  nuUa  ,  ou  fem  limite 
em  diminuição:  para  o  demonftrar  reprefentemos  por  k 
huma  quantidade  tao  pcauena  quanto  fe  quizer.  Tome- 
1è;v<;*,  ejy<fei  ora  ic;c=jf,  fera  x  —  y-zzOy  mas 
fe  X  >  j ,  teremos  x  —y  <  a:  ,  e  logo  também  <  it 

610  Se  x^y ,  % ,  &c.  í(f  yy' ,  s' ,  occ.  são  quantidades 
fem  limite  cm  diminuído  ,  teremos  também  (Numero 

:  ^^7)> 

•— '**~^-^-  ■    ■ ■ — -^^    ,- 

Cl)  Neflc  mefino  fentido  entenderemos  tod^s  z%  operais  de 
^e  falUrmos  ;  menos  quando  o  coauitíLO'  expreíGuncDle  molUar  • 
contrario «  ou  uóa  aíGân  o  adv^ttimot. 
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inite  em  dixninulçáo  i  mas  fazendo  ^  -^y  +  s^4-  £cc.  =2 
*i  Jif^-Hy-hísf-h&c.rz;^',  íeria  9$^^  ou  iHiUo^  ou 
fem  limite  em  diminuição  (Numero  619)  :  IqgQ  t^n^^ 
bem  ;v 4- jf -h  à -H &c.  *-y— y*— i5'*— &c.  ouhe  oul- 
k>^  ou  fem  limite  em  diminuição  í  iílo  he>  que  o  T^Ua 
de  qualquer  polinómio  compofto  de  tormos  poOtivos  |  ^ 
de  termos  negativos  ,  cada  hum  dos  quaes  nao  tem  li- 
mite ém  diminuição  ,  ou  he  nulio ,  ou  não  tem  limite 
tm  diminuicãa 

*  6%i  Sejiío  agora  x^  cy  duas  Quantidades  >  que  tem 
ai]hbas  o  mefmo  limite  s  i  íeguocto  efle  limite  for  <w 
augmento ,  ou  em  diminuição ,  aíTun  poderemos  fuppòr 
x=:a^x'yyzza  ^y ,  lendo  x' y  c y'  variáveis  fem  li- 
mite em  diminuirão  i  teremos  pois  x  —y  z=:{a:px^)  — 
(tf^jy')=iqi(x'qrj^'),  mas  ( Números 6i 6,  èilSip) 
k'  ^y'  oú  he  nuUo,  ou  não  tem  limite  cm  diimnuii^o : 
logo  também  x  — ^  ou  hc  nullo ,  ou  não  tem  limite  em 
diminuição;  donde  feconclue,  que  a  difici^nqa  de  duas 
quantidades  ^  cada  huma  das  quaes  tem  o  mefmo  limite » 
ou  he  nulla,  ou  não  tem  limite  em  diminuição. 

622  O  produfto  ax  de  huma  quantidade  conftante 
ay  edchuuvi  variável  x^  que  não  tem  limite  em  dimi<* 
riuição  5  também  não  tem  limite  cm  diíninuiçãò'  J  pois 
que  tomando  k  tão  pequeno  quanto  fe  quizer  ,  e  j^  < 


* 


-  ,  fera  fempre  ax<^k, 

622  O  produfto  xèi  de  duas  variáveis ,  huma  z  ca- 
paz de  limite ,  e  a  outra  x  ^  que  fião  tenha  limite  etn 
diminuição ,  não  tem  limite  em  diminuição :  para  o  dé- 
pionftrar  feja  a  o  limite  dess,  c  í  huma  çonííante  >  a* 
Tome-fc  s-<^>  mas>ií,5  fe  a  for  ofeu  limite  em  di- 
minuição ,  ficará  x^<ibx\  mas  (  Numero 622 ) bx  nSo 
tem  limite  em  dimimii^o :  loge  tambdm  ms  o  não  tem* 
Diífemos,  que  fe  toinaíTe  z<^b\  mas^^ii  feii  for 

L  ii  o 


A' 
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^  '  c  (êu  limite  em  diminuição  i  poraoe  íendo  a  o  limite 

;  >         em  aiigmento  he  fempre  X5<4j  elogo  xz<^axi  mas 

ax  não  tem  limite  cm  diminuirão  >  logo  também  xz  o 

não  terá. 

c-  ';'  >      624    Se  xfis  não  tem  limite  em  diminuição ,  fendo  z 

capaz  de  limite ,  com  mais  razão  o  não  terá  fe  também 

'    z  não  tiver  limite  em  diminuição. 

625    A  frac^o  ^ ,  cujo  numerador  x  he  variável 

íem  limite  em  diminui^o  ,  e  cujo  denominador  a  he 
cosftante  ,  não  tem  limite  em  diminui^o  i  pprque  to- 
mando k  tão  pequeno  quanto  fe  quizer ,  e  x<^ak^  fe- 

/f^  626    Se  a  frac^o  for  como  ^  onde  o  numerador 

iião  tenha  limite  em  diminuição  ,  mas  o  denominador 
íêja  capaz  de  limite ,  efta  fracção  também  naotem  limi* 
\<  .|  'v)K.      te  em  diminui^o ;  porque  fuppondo  a  o  limite  em  aih 
gmento  de  £S^  t  b  numa  conftante  <  tf  >  e  tomando  2 

>»^,  c  <tf,  ficará  *  <^  ,  mas  ^  não  tem  limite  em 

diminui(^o  ^  logo  também  ^  não  tem  limite  em  dimi* 

nui^o. 

Sendo  porém  a  o  limite  em  diminuição  de2,  efup 

pondo  a>tf ,  teremos  f  <7  >  mas  ^  não  tem  limi- 
te em  diminui^o  >  logo  também^  -  o  não  deve  ter. 

^27    Toda  a  fracção  ^ ,  aijo  numeradora  hccotíí' 

tante,  o  denon^inador;^  variável  fem  limite  emaogmen- 
to^  não  tem  limite  em  diminuído^  porque  tomando  k 

tão 


"-/  --./T 


^  r 


"<      > 
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tâo  pequeno  quanto  íè  quizer  ,  e  flf  >  -j  ,  teremos  ^ 

628  Toda  a  fracção  ^  ,  cujo  numerador  x  hc  va- 
riável capaz  de  limite,  e  cujo  denominador  z  he  varia* 
vci  íèm  limite  em  augmento ,  nao  tem  limite  em  dimi* 
nuiçao  y  poraue  i.<*  mppondo  a  o  limite  em  diminuí- 
do de  ;c^  ^  liuma  cooUante  >>  if ,  e  tomando  x  <^> 

c  >  ií ,  feri  -  <  «  i  mas  (Numero  617 )  -r  ido  tem 

limite  em  diminitii^o  ^  logo  com  mais  raz^  ^  o  nÍo  \ 

terá  :  2.<>  iê  iZ  for  o  limite  em  augmemo,  encâo  baftá 
que  lê  tome  x  <^a  para  termos  f  <  |  ^  e  porconfo* 

quencia  também  ^  1^  deverá  ter  Iknite  em  diminui-^ 

^o,  vifto  que  I  o  náo  tem  (Niuncro  627) • 

62^  Dos  quatro  prtcedentes  números  conclue-íc  í»- 
cilmente  ^  que  com  maior  razão  não  tem  limite  cm  di* 

jninuíf:io  toda  a  irac^^  como  j^ ,  cujo  numerador  aâo 

tem  limite  em  cKminui^o  ^  e  o  numeiador  limite  em 
augmento:  concluiríamos  omefiBO  direâamcnce^  coníi» 

derando  £  como  igual  a  xyc  ^  ;  ora  ;c  nao  tem  limite 

em  diminui^  pda  hypotheí^  >  -^  também  o  não  tem 

(Numero  ^27):  logo  também  não  terá  limite  cm  di*^ 

minui^o  o  produâo  de  x  por  ^  (  Numero  624)  • 

630  A  diflferwiça  x-^-^a  de  huma  variável  x  y  que 
1^  tenha  limite  em  augmento^  e  de  huma  confiante  it^ 


V 
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x&o  tem  limite  emauffmcnto;  por  quiinto  íê  tomarmod 
k  tão  grande  quanto  íe  quizer  ,  e  x  >  ^  -h  i>  ,  ficará 

631  O  produâo  áx  de  huma  confiante  a,  edehu« 
ma  variável  x.  que  não  tem  limite  em augniento,  tam- 
bém náo  tem  limite  em  aiigniento.   Porque  tomando  k 

tão  grande  quanto  fe quizer,  ex]>  -  ,  refulta ^a?>* Jb 

632  ScoproduíVo  for  como  «a,  compofto  dcdous 
faâores ,  hum  e»  capaz  de  limite ,  e  outro  x  lem  limite 
em  augmento  ,  também  náo  terá  limite  em  augmento  i 
pois  que  fé  a  lie  o  limite  deis^  e^  huma  confiante  <tf» 
tomando  25>  A,  (mas  <^,  fc  ^  for  o  feu  limite  em 
âugmento  )  ficará  xz^òxi  máí  x6  nâo  tem  limite  cm 
augmento  :  logo  também  xk  nao  tem  limite  em  au« 
gmento. 

635  Logo  ainda  com  muita  mais  raaáo  n^o  tem 
limite  em  augmento  o  produélo  de  duas  variáveis , 
quando  cada  huma  delias  náo  tem  limite  cmauguiento. 

534    Qualquer  fracção  ^  ^  cujo  numerador  x  nao 

tem  limite  em  augmento,  ecujo  denominador  ít  he  cons- 
tante, nâo  tem  limite  em  augmciítoi  porque  tomando  J^ 

tão  grande  quanto  íe  quizer,  e  ;tf  >ilfe  fica  -  >*• 

63 y     Toda  a  fracção  -^  ,  cujo  numeradora  não  tem 

limite  cm  augmento  ,  e  cujo  denominador  z  he  capaz 
de  limite  »  nao  tem  limite  em  augmento  ;  porque  íiip- 

Sondo  a  limite  de  s,  ^  huma  conílantc>>  a,  etoman- 
o  z<^h ,  {  mas  >  a ,  quando  a  for  limite  cm  dimi- 
nuição )  ficará  -j  >  I ;  mas  -j  não  tem  limite  em  au- 
gmento: logo  cambem  '^  òão  tem  limite  eaiaugmentiK 

To. 
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6^6    Toda  a  fi^acçao  -^ ,  aijo  numeradora  hecont 

tante  ,  e  cujo  denominador  x  nao  tem  limite  cm  dimi- 
nuição ,  não  tem  limite  em  augmento  i  para  o  ver  tomei» 

fe  k  tao  grande  qiianto  fe  quizer,  q  x  <^  j  y   teremos 

i>k. 

637  Toda  a  frac<^o  ^ ,  cujo  numerador  a  he  ca- 
paz de  limite  ,  e  cujo  denominador  gi  náo  tem  limite 
em  diminui^o ,  não  tem  limite  em  augmento  ;  porque 
íe  ^  he  o  limite  de  x ,  tomando  a  confiante  b<^a  ,  ç 
x^b\  mas  <;^,  fe  áf  for  o  feu  limite  em  augmento i 

ficará  f  >  "j  ;  nias  (Numei-o  636)  ^  não  tem  limite 

cm  augmento :  logo  também  ^  não  tem  limite  em  auy 

gmento. 

638  Dos  quatro  números  precedentes^  fe  oonduc^ 
que  com  mais  forte  razão  não  tem  limite  em  augmen- 
to toda  a  fracção  -j  ,  cujo  numerador  x  não  tiver  limi- 
te cm  augmento,  ecujo  denominador  z  não  tiver  limi- 
te em  diminuição.  Os  Números  633  ,  636  combinados 
poderião  conduzir  ao  mefmo  reíultado  ,  imaginando  a 

fracção  -^  como  compofta  do  produflo  das  duas  quanti- 

'dades  at  ,  e  -  ,  cada  huma  das  quaes  be  fem  Irmíte  em 

augmento. 

639  Se  em  hum  produélo  xs^r  capaz  de  limite ,  hum 
dosfaftores  x  não  tiver  limite  cm  diminuição ,  o  outros 
não  terá  limite  cm  augmento  ^  para  eílc  fim  fupponha-fe 
a  limite  <le  ^^2^  >  eit  huma  quantidade  fem  limite  em  di- 

mi- 


^8  E  L  B  ML  E  N  V  C  S 

^j,       ....  mlnuiçao,  íèrá  aíc  =  i^T*  >  Tegiindo  a  for  limite  em 

^  ~:     *.  >".       âugmento,  ou  limite  erhdimimução  á^xZy  defta  equa- 
ção tira-fe  z—  ^-^—-i  porém  Il^~  (  Numero  637  ) 

não  tem  limite  em  augmento ,  logo  também  z  não  tem 
limite  cm  augmento. 

640  Se  em  huma  fracção  ^  capaz  de  limite,  hum 

K,     .     ,    '^       <Jos  termos  a:  não  tiver  limite  em  diminuição,  lambera 
'^     y^  *  ^"V     o  outro  z  não  terá  limite  em  diminuição ;  porque  reprc- 

fentando  por  a  o  limite  de  «^ ,  e  por  k  huma  quantida- 
de fem  limite  em  diminuição,  teremos  •jzrtf  4rJk,íe- 
gundo  for  a  limite  em  augmento  ,  ou  em  diminuição; 
mas  defta  equacjão  tira-fe  z  —  -j^:^  ,  e  ( Numero  626) 

^-r^  não  tem  limite  em  diminuição  ,  logo  também  sí 

não  tem  limite  em  diminuição. 

641  Semelhantemente  dcmonftrariamos  ,  que  (cndo 
a  frac^o  capaz  de  limite  ,  e  não  tendo  hum  dos  feus 
termos'  limite  cm  augmento ,  o  outro  também  não  deve 
ter  limite  em  augmento. 

642  Toda  á  potencia  a^  de  huma  conftante  ay>i^ 
cujo  expoente  x  he  variável ,  íempre  pofitivo ,  e  não  tem 
limite  em  augmento ,  também  não  tem  limite  em  augmen- 
to :  porque  luppondo  k  úo  grande  quanto  íè  quizer ,  e 

tomando  x  >  j^^ ,  teremos  x  log.  a  >  log.  k ,  ou 

log.  tf «  >  log.  Jk ,  e  por  tanto  a^  >  ik. 

643  Toda  a  potencia  jr»  de  huma  variável  y  capaz 
de  hum  limite  >  i  ,  e  cujo  expoente  x  he  variável , 
ferapre  pofitivo ,  e  fem  limite  em  augmento  ,  também 
não  tem  "limite  em  augmento  ^  porque  fuppondo  a  oli- 

mi- 
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mite  dey  y  b  huma  conftante  <C^  j  iiias>  i ;  e  toman- 
do jf  >  h,  ficará  y^  >  ^^  ;  mas  è^  nao  tem  limite  era 
augmento ;  logo  também  y^  nao  tem  limite  em  augmen- 
to. 

644  Logo  com  muita  mais  razão  nao  tem  limite  em 
augmento  toda  a  potencia  y^  de  huma  variável  y ,  que 
não  tem  limite  em  augmento  ,  fendo  o  expoente  x  va- 
riável, pofitivo,  e  fem  limite  em  augmento. 

645:  Toda  a  potencia  tf «  de  huma  conftante  tf  <I  i 
fendo  o  expoente  x  variável,  pofitivo,  efem  limite  cm 
augmento,  não  tem  limite  em  diminuição  j  porque  fen- 
do tf  <  i  podemos  fazer  tf  =  y  ,  e  fera  ^  >  i ,  logo 

tf*  =  — .  i  mas  ^^  não  tem  limite  em  augmento ,  logo 

J—  ,  ou  tf*  não  tem  limite  em  diminuição  ( Numero 

627)- 

646  Sc  tf  em  lugar  de  fer  conftante  foífe  huma  va- 
riável capaz  de  limite ,  mas  efte  limite  <  i ,  ainda  tf* 
não  teria  limite  em  diminuição  ;  porque  fuppondo  è  o 
limite  de  tf  ,  r  huma  conftante  >  í ,  mas  <;  i ,  e  to- 
mando a<^c,  ficará  tf*  <  r*  ,  mas  r^«  não  tem  liifiite 
cm  diminuição  (Numero  645  ),  logo  também  tf*  o  não 
terá. 

647  Dos  dous  números  precedentes  fc  collige  evi- 
dentemente ,  que  com  muita  mais  razão  não  tem  limite 
em  diminuição  toda  a  potencia  y^  de  huma  variável  y , 
que  não  tem  limite  em  diminuição ,  fendo  o  expoente  x 
variável ,  pofitivo ,  e  fem  limite  em  augmento. 

.  648  Confiderando  agora  fracções  da  fórma  ax  : 
hc"^  y  onde  feja  c ,  ou  conftante  e  ]>  i ,  ou  variável  ca- 
paz de  hum  limite  >  i ,  ou  fem  limite  em  augmento  j 
s  pofitivo  ícm  limite  cm  augmento  i  e  x  pofitivo  fem 
limite  em  diminuição,  teremos  (Numero  622)  ax  fem 

M  U- 


i^••.t 


r 


limite  em  diminuição  9  i(%  fem  limite  em  augmento  (Nu- 
mero 642,  e  feg.)  ,  e  logo  (Numero  629)  ax  :  ia 
íçm  limite  cm  diminuição.  O  contrario  aconteceria  quan- 
do a  fracção  nas  hypothefes  ditas  foíTe  da  fórma  ia  : 

649  Mas  fenasmcfmas  hypotheíès  tiv^Tcmos  frac- 
ções da  forma  az:it£^  y  fazendo  r=  i  -H/,  ou  cm  ge- 
ral —  ^-H/,  fendo  ^/  ou  =,  ou  >  T  i  teremos 

porem  nefta  fracção  o  numerador  he  confiante ,  e  o  de- 
nominador cooíla  de  tennos  pofitivos ,  alguns  dos  quacs 
evidentemente  nao  tem  limite  em  augmento  (Numera 
^33  ) 3  vifto  que  z  não  tem  limite  em  augmento,  ealr 
ilm  o  mefmo  denominador  he  fem  limite  em  augmento 
(Numero  618);  logo  a  fi^cpo  não  tem  limite  em  di- 
iniouií^o  (Numero  627)  ,  e  por  tanto  as  fracções  da 
fórma  propofta  az :  bt^  não  tem  limite  era  dimmuiçno^ 
O  contrario  aconteceria  ykc  nunca  pudcílè  íèr  >  i , 
ou  fe  aliás  foffem  da  fórma  inverfa  bc^  :  az. 
.  650  He  I*  zz  I  qualquer  que  feja  o  valor  de  fc;  e 
logo  íè  tomarmos  e^  1 ,  fera  ff*  >  i*  ,  ou  >  i :  ora 
jc  ^  for  o  numero  (Numero  5*37  )  ,  que  tem  i  delo- 
garithmo  natural  ,  i^  huma  quantidade  tão  pequena, 
quanto  fequ^zer,  e^  huma  variável,  que  tenha  por  li- 
mite I ,  poderemos  tomar  x  <  ^  ,  o  que  dará  log.  x 
<;log.  e^  y  o  mefmo  que  log.  ;v<fc  log.  €,  ou  log.  x 
<  k :  donde  fe  tira ,  que  o  logarithmo  de  qualauer  va- 
riável x^  cujo  limite  he  i ,  não  tçm  limite  em  diminui-. 
íSo^  Sc 
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íji  Sex  não  tiveffe  limite  em  augmento,  o  leu  lo- 
garithmo  também  não  teria  limite  em  augmento  >  por- 
que tomando  k  tao  grande  quanto  íèquizer,  cx^  e^  y 
Tira  log.  x^k» 

6^2  Suppondo  agora  x  fem  limite  em  diminuição , 
acharemos  igualmente,  que  a  grandeza  doíèu  logarith- 
roo  não  cem  limite  em  augmento :  porque  fazendo  xzz 

^  íèrá  z  variável  fem  limite  cm  augmento ,  e  por  tanto 

também  log.  z  não  terá  limite  em  augmento  i  ma^  de 

ATzr  I  tira-fe  log.;ií  zr—  log.s,  logo  eíles  dous  loga- 

ríthmos  fò  diíFerem  no  fígnal  ,  e  não  em  grandeza  ,  e 
por  cònfequencia  também  log.  x  não  tem  limite  em  au- 
gmento. 

653  Os  dous  números  precedentes  moftrão  bem  co- 
mo devem  entcnder-fe  as  exprefsôes  dos  Geómetras  mo- 
dernos y  quando  aíErmão  y  que  o  logarithmo  do  infinito 
ke  infinito  pofítivo^  e  que  o  logarithmo  de  o  hc  infini* 
to  negativo.  (  i )  • 

^5:4  O  que  fica  demonftrado  a  refpeito  dos  loga*^ 
rithmos  natiiraes ,  tem  igualmente  lugar  em  qualquer  ou- 
tro fyftema  logaríthmico^  pois  que  em  qualquer  fjrftema 

helog.  ^  =  í:2i^. 

^  Mii  De 


(  1 )  IgAitImente  fs  deixa  entender  bem  como  deve  tom«r-fe  « 
exprefsáo^  de  que  as  quant idades  negativas  ião  <^0;  exprefsSo»  da 
tfúiA  lireraKnenre  entendida ,  refukafia  hum  abfurda  graviffimp  :  e 
com  e/Tciío  fe  foflTe  *^o,— i*<^o,  «  aíTmr  lamhem  h'^o » 
e  —  A  <[[]  o  •  como  poderia  fer«:— nss—  ir:^,o  queaiiàs  he  cvi. 
dente ,  «iito  que  'X^  ^"^  'X*-"^*  ^^  ^  como  teria  huma  quan- 
tidade ]^  o  com  outra  <^  o  a  mefma  razão »  que  huma  <^  o  tem 
com  outra  ^o;  Portanto  odvcrtiremofl  feihpre »  que  em  úmilhan- 
tfs  comparações  comparamos  grandezas  i  e  não  as  tuas  mineiras  át 
«Stíftir;  cottías  «fias  diílkiâat. 


^2  Elementos 

Le algumas  quantidades  capazes  delimite  ^  w  feJM 
em  augmentOy  aufeja  em  diminuição. 

655  T^^que  fica  dito  em  o  numero  643  íècon- 
JL/  clue ,  que  fendo  Z  huma  variável  igual  à 
fomma,  ou  á  differença  de  huma  confiante -^í ,  e  de  ou- 
tra variável  z  ,  que  não  tenha  limite  em  diminuição , 
deve  fer  A  o  limite  de^;  logo  *»  em  toda  aexprefsâo, 
>>  como  Zzz.A'^ z^  teremos  aexprefsâo  do  limite  de 
yy  Zj  apagando  a  daexprefsão  -^T  ^i  ou  o  que  he  o 
y^  mefmo  peio  que  reípeita  á  dita  cxprefsão ,  fuppondo 

6jr6  Quando  no  calculo  quizermos  exprimir  o  limi- 
te de  qualquer  variável ,  e  não  tivermos  para  iíTo  deter- 
minado letra  alguma  do  Alfabeto ,  efcrevercmos  as  pri- 
meiras três  letras  Hm  da  palavra  limite  antes  do  cara- 
íler,  ouexprefsão,  que  reprefentar  a  variável.  Aílím  pa- 
ra exprimir  limite  de  x ,  cfcreveiemos  lim.  x  ;  para  ex- 
primir limite  de  xy  ,  efcrevercmos  lim.  (xy)  para  cx-^ 
primir  limite  à^y^  ,  efcrevercmos  lim.  (j*  )  ,  e  affiin 
umilhantementc. 

6^y  O  limite  da  Ibmma  a  ■■\-  x  àt  huma  conftante 
41,  e  de  huma  variável  x^  cujo  limite  feja  ^  ,  he  igual 
á  fomma  if  -H  ^  da  confiante,  e  do  limite  b  da  variá- 
vel ;  pois  conforme  for  b  limite  cm  augmcnto ,  ou  limi- 
te em  diminuição  ,  poderemos  fuppôr  xz=Lb'^xf  ^  fen- 
do x^  variável  fem  limite  em  diminuição ,  e  afiim  tere- 
mos a-^rx  =  a-^b  ^  xí y  logo  (Numero  6^$)  \\m^ 

658  A  fomma  a-^rb  dos  limites  de  duas  variáveis 
Xy  ey  y  he  igual  ao  limite  da  Aia  fompia  x  -\-  y ,  ou 
igual  á  meíma  Ibmma  ,  feggndo  efta  for  variável  ,  oa 
confiante  :  por  quanto  fegundo  forem  a  c  b  limites  eiit 
augmcnto 9  ou  limites  çm  diminuição  de;c^  e  j,  pode:^ 
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remos  fuppôr  Jcrr^^^^jJ^zzè :^f , fendo x^ yC^' ra- 
liáveis  íem  limite  em  diminuição-,  e  por  tanto  fera  x  -hy 
zna^  b^{x"^^y')y  mas  (Numero  616,  e  619)  he 
a'  ^y  huma  quantidade ,  que  não  tem  linviie  em  dimi- 
nuição, ou  cifrai  logo  (Numero  6^^)  fe  x'  I^y'  for 
fem  limite  em  diminuição ,  lerá  b-^razz  lim.  (  x  -H  j  ) , 
c  fendo  x^ZÇ:y=.Oy  ièrá  b-^razux-^-y. 

659  Segu^fe  pois,  que  a  fomma  af -\' i^^ -^ a'*'  -H 
.  .  .  .  -h  ^"'  dos  limites  de  qualouer  numero  n  de  va-» 
riaveis  a';  a:'';  V  ....  ^''>  todas  capazes  delimite, 
fera  o  limite  da  fomma  a?'-Ha/'-Ha/''-í-  .  .  .  .  h-íc^' 
das  ditas  quantidades >  ou  igual  a  ella  j  porquanto  fen- 
do pelo  numere  antecedente  a'  -f-  a'*  zz  lim.  ( :v'  -*-  jc''  )  , 
ou  ^'-H/í"  zz  5/  -H  x",  e  coníiderando  x''hx''  como 
huma  fó  quantidade,  fení  no  primeiro  cafo  pelo  mcfmo 
numero  antecedente  a'  -H  íí"  4-  4?  "'zz  lim.  (jc'  -H  ^  -h  x'"  ) 
ou  tf'-H/2"4-/í'"  =  :^'-H^'H-A:'"  >  e  no  fegimdo  caio 
teremos  (  Numero  6^7  )  a'  -+-  a'*  -v-  tf"'  =  lim.  ( ;r^  -h 
x" -4- «''').  Semelhantemente  confiderando  ^  -i-  ^c''  -h 
,5^"'  como  huma  fô  quantidade  fé  provaria  ,  que  he  tf*-h 
4//+/''  +tfiv  — iixn.(A:'-t-A/'4-A/''  -H^^M  ou  ^'H- 
tf''  4-  tf"'  •+  tf »v =;^'  4-  ;e"  -h  A?"'  4-  ;viv.  E  ôlíim  fucccf- 
fivamente. 

660  A  differença  a  —  i  dos  limites  tf ,  e  ^  de  dua^ 
variáveis  x^  ey,  íèrá  igual  ao  limite  dafua  dificrença, 
ou  igual  á  differença  mefma ,  fecundo  eíla  for  variável , 
ou  confiante:  porque  fegundo  íoremtf,e^,  limites  cm 
angmento ,  ou  limites  em  diminuição  de  x ,  e  jf ,  pode- 
remos fuppôr  xz=:.a^:x^yy:=zb ip^' ,  fendo ^ ,  e^ » va- 
riáveis fem  limite  em  diminuição  j  e  por  tanto  fera  a  — 
j^zrtf  — ^-h(»*ipjy')  ,  mas  he  ^^^y'  huma  quanti- 
dade Tem  limite  em  diminuído,  ou  cifra  i  logo  fendo 
X*  ip  j'  fem  limite  em  diminuição  ,  fera  tf  —  ^  zn  lim^ 
ix—y)'y  efendo  ;v'— y  =  o,  fera  ã—  bzzx  -y. 

Se- 


94  Elxmentos 

66 1  Scgue-fe ,  que  o  limite  de  qualquer  polinómio 
variável  compofto  de  termos  conftantes ,  e  de  termos  va- 
riáveis capazes  de  limite,  ou  fomente  de  termos  variá- 
veis capazes  de  limite,  huns  pofitivps,  e outros  negati- 
vos ,  lerá  igual  á  differençi  entre  o  limite  da  íbmma 
dos  termos  poíitivos  ,  c  o  limite  da  íbmma  dos  termos 
negativos. 

66i  O  limite  de  qualquer  produdlo  ax  compofto  de 
dous  faAores ,  hum  a  conftantc ,  e  outro  variável  x ,  cu- 
jo limite  feja  i  ,  fera  igual  ao  produclo  aí  do  faclor 
conftantc  if ,  e  do  limite  b  do  faítor  variável  x :  porque 
fegundo  for  í  limite  em  augmento,  ou  limite  em  dimi- 
nuição de  X ,  poderemos  fuppôr  xzzi'^x'  fendo  x^  va- 
rifivel  fem  limite  em  diminuição;  e  por  tanto  fera  axzz, 
abZÇ.aoí y  mas  (Numero  622)  he  axf  quantidade  fem 
limite  em  diminuído  ;  logo  ( Numero  6^^ )  hc  lim. 
{^ax^-^zah. 

663  O  produdlo  ah  dos  limites  de  duas  variáveis 
Xy  t y  y  feri  igual  ao  limite  do  feu  produAo  xy  ,  ou 
igual  ao  mefmo  produdlo  ,  conforme  efte  for  variável, 
ou  confiante. 

Porque  fuppondo  ,  como  aílima  xzza^xf  y  e  de- 
mais yz=.b "^y' ,  teremos  oí^-zzabZ^^bx^Z^  ay^ ^ x^y\ 
mas  (Numero  620)  hclji^y  If^y  ^^-^J''  ,  ou  huma 
quantidade  fem  limite  em  diminuição,  ou  cifra  ,  logo 
no  primeiro  caio  fera  ab  —  liai.  xy  i  g  no  fegundo  ab 
zzLxy. 

664  Segue-fe  dos  dous  números  precedentes  ,  que 
havendo  hum  produdto  compofto  de  qualouer  numero 
de  faâores ,  que  fcjão  todos  ,  'ou  parte  delies  variáveis 
capazes  de  limite  ,  e  os  outros  conftantes  ;  o  produdo 
dos  conftantes,  e  dos  limites  dos  variáveis  fera  iguai  bo 

V  limite  do  primeiro  produclo  ,  ou  igual  ao  mefmo  pro- 
duiflo ;  pois  que  a  cada  dous  faâoies  poderemos  apj7li- 
car  hum  dos  raciocínios  precedentes  ,  e  depois  coníide- 

rar 
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Tar  ó  produdo  deíles  dous  fadores  como  hunv^ó  fadlor, 
que  fc  paflb  a  coiii binar  com  hum  terceiro,  ealfim  fuc- 
ceflivamente. 

665-  Logo  fe  os  ditos  faílores  forem  todos  iguaes , 
e  variáveis  capazes  de  limite,  ainda  fubfiftirá  a  conclu- 
são precedente  j  e  por  tanto  fçrá  em  geral  iim.  ( ;c»  )  zz 
tf" ,  fendo  a  =  Um.  x. 

666  O  limite  da  raziío  -^  dehuma  variável  x^  cujo 
limite  íèja  ^ ,  e  de  huma  conftante  a  ,  fera  igual  a  ra- 
zão -^  do  limite  b  da  variável  ^,  é  da  conftante  a. 

Porque  íèndo  b  limite  de  x ,  podemos  fuppôr  x  = 
b^oí ^  e  logo  -j  =  -^7—=  7  -+•  7  '  í"^s  j-  nao 

tem  limite  em  diminuição,  logo  íèrá  -j  =  Iim.  (^\  . 

66^  Similhantemente  fendo  b  =  Iim.  x  ,  lie  Um* 
f  1  Vn;  7  ,  pois  que  fuppondo  x  z=  í  hP  ^ ,  teremos   1 

=  y^,  =  í  ±  7(7$P7  3  ^«  (Numero  626) 
■^    —  ^,.  não  tem  limite  em  diminuirão  ,  logo  hc  t 

668  Sendo  a  ::=  Iim.  x  y  t  b  :=z  Um.  y  ,  teremos 
^  zz  Um.  ^- ^ ;  òu  =  -j  i  conforme  *  for  variável  ,  ou 
conftante  i  porque  fuppondo ,  como  fempre  temos  feito 
x=d-^x'yy=b^y iteremos  ^=f=j7  =T  ± 

tÇ^^^xi  mas  ou  rr^^A  não  tem  limite  cm  diminui- 


96  Elementos 

ção  (Números  617,  619,  620),  e  então  he  j  =  Um. 
f^)  joiíhe  cifca  (Numero  619),  c  então  he^  =^. 

669    He  de  advertir  ,   que  a  exprefsao  y^^'^^^/^  fó 

pôde  fcr  cifra,  íèndo  cifra  o  fcu  numerador  ay^^hx'^ 
itto  he  ,  fendo  bo^  negativo ,  e  igual  a  ay' ,  igualdade , 
da  qual  fe  tira  x^  :y^::a:by  ou  ali:  x^ :  ÃnPjy'  \\a\b\ 
mas  também  fó  pôde  íèr  bx^  negadvo  ,  e  a^  pofitivo 
quando  ;if ,  e^  sao  ambos  juntamente  capazes  de  limi- 
te em  augmcnto ,  ou  ambos  capazes  de  limite  em  dimi- 
nuição ;  logo  como  as  variáveis  fó  podem  avizinha r-íe 
ao  ícu  limite  em  augmcnto ,  crcícendo  ,  e  ao  feu  limite 
em  diminuição,  diminuindo  ,  fegue-fc  que  »  todas  as 
M  vezes  que  duas  variáveis,  x ,  ^y  ambas  capazes  .de  li- 
»  mite  crelcerem ,  ou  diminuírem ,  confervando  entre  fi 
»  conftantcmente  a  mefma  razão,  cfta  feri  a  razão  dos 
>>  feus  limites.  » 

670  Do  numero  ($68  fe  tira ,  que  a  razão  compofta 
de  qualquer  numero  de  razões  variáveis  ,  e  capares  de 
limite ,  terá  por  limite  a  razão  compofta  das  razões  dos 
limites  das  mefmas  variáveis ,  ou  fera  igual  a  efta  incf- 
ma  razão  compofta  ;  por  quanto  fe  coníiderarmos  as 
quantidades  x\  x^  \  oá'  \  od*' ;  &c.  y\y^\  y"  ;  y"^  i  &c. 
variáveis  capazes  de  limites  ,  e  lendo  eftes  a  -^  a^  \  a'''y 
J"  hLz.,b\V,W\  W*  &c.  refpeftivamente  fallando; 

coma  (Numero  (>(>%  )   j  =  *  ,  ou  =  a  lira,  (^\  \ 

17=  r>  ou  =  Iim.  (-^  i  jj:  =  -  ,  ou  =  hm.  (p^,) 

&c.  teremos  com eíFeito  (Numero  664)  7  X  p  X  jtt  X 

j^,  5cc.  ou  igual  a  yX—XjTi^c.  ou  igual  ao  fcu  li- 
mite. Se 
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671  Se  quatro  variáveis  1/,  a?,  jr,  2;  ,  das  quaes  as 
duas  U\^  Qx  não  teiihão  limite  cm  augmento ,  ou  em  di- 
minuição ,  e  as  outras  j^,  e  jb  fejâo  capazes  de  lim.ite, 
forem  confiantemente  proporcionaes ;  a  razão  dos  limi- 
tes das  duas  variáveis jf,  e  z  capazes  delimite,  fera  o 
limite  da  razão  das  outras  duas  « ,  c  a*  ,  ou  igual  a  ci- 
la ,  fcgundo  efta  for  variável ,  ou  confiante :  para  o  de- 
monfirar  fejão  ãy  cb  os  limites  dej,  ec  Pois  que  de- 
ve fer  femprc  ^  zz  i ,  fera  •^, :  -  ::=  i  j  ifto  lie  ,  as 

duas  fracções  ^  ,  c  -  creícerío ,  ou  diminuirão  ,  con- 
fcrvando  confiantemente  entre  11  a  razão  de  igualdade , 
e  por  coníèquencia  (  Numero  66()  )  feri  lim.  -^  :  lim^ 

-  r=  I  i  donde  feconclue  lim.  (^\  rrliiii.  C^Y^  mas he 

(Numero  6^8)  lim.  -^  =  -J  ,  ou  -^  =  7  ,  logo  lim. 

672  Se  duas  quantidades  A  j  c  a  forem  anibas  li- 
mites era  augmento  ,  ou  ambas  limites  em  diminuição 
dehuma  variável  x^  ferão  iguaes  entre  fi :  pois  que  fc- 
gundo A^t  a  forem  limites  era  augmento,  ou  em  di- 
minuição de  a;,  poderemos  fuppôr  x  z=:AT'^'  i  tx:r: 
a^x''  \  fendo  x^ ^  c  xf'  quantidades  fem  limite  em  di- 
minuição ;  e  por  tanto  fcrá  A"^  x^  zz  a  ^  xf'  ^  ou 

^lí:  ^;  zz  I ,  donde  fe  feguc ,  que  as  variáveis  A  ^  x\ 

c  ^  Hh^tf"  aefcerão  ,  ou  diminuirão,  confervando  conf- 
iantemente entre  íi  a  razão  de  igualdade j  e  logo  (Nu- 
mero 66^)  he  ^  =  ^^g-  zzi ,  donde  fe  tira  A- a. 

673  Se  três  quantidades  x^y  ^  z  todas  fimultanea- 

N  meu- 
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mente  variáveis  íêm  limite  em  duninuiçâo  forem  tacs  ^ 
que  feja  fempre  a  primeira  x  maior,  que  a  fegunda  j^> 
e  efia  maior,  que  a  terceira  2*  ^  e  fe  o  limite  da  rszáo 

•^  da  primeira  para  a  terceira  for  a  razão  de  igualdade; 
efta  íèrá  também  ó  limite  da  raz.1o  ^  da  íegunda  para 

â  terceira ,  e  da  razão  ^  da  primeira  para  a  íêguiida  t 

para  odemonftrar  note^fe,  que  viílo  fer  fempre  ^]>^, 
^>  25,  feri  também  fempre  a?>  ís  ,  e  por  confequen- 

«7>'>l>''f>«>l>^«f>7* 

fbpponhamos  |  =  i-Hí&í  J=n-Jk;e  *  =  H-^, 

fera  fempre ij>ife,  ei&>gi  mas  b  nao  tem  limite  em 

diminuição  por  fer  i  =Iim-  (^\  ;  logo  também  fe,  c^ 

ftâo  tem  limite  em  diminuição  j  e  por  confcquencia  hc 

l=lim.  (|)iei  =  linu(2). 

674  Sc  duas  variáveis  x^ey  forem  tacs  ,  que  hu- 
,ma  X  cr^fça,  eaoqirajr  diminua,  de  modo  porem  q«c 
fcja  femçre  jf  >  «%  c  jf  —  a?  quantidade  feín  limite  em 
làiminui^o  „  havcrí  de  neceffidade  huma  quantidade  conf» 
tante  ,  que  íèrá  juntamente  limite  em  augmento  da  va- 
riável X ,  que  crefce  ,  e  limite  cm  diminui(^o  da  varia- 
vel  jf ,  que  diminuc  :  por  quanto  erefcendo  x^  c  dimi» 
Huindoj^,  e  fendo  fempre  jr>íf,  nem  (Nume»  6iy> 
X  fera  lem  limite  em  augmento  ,  nem  y  fem  limite  cm 
diminuição ;  mas  he  lim.  {y  ^x)  zit  íim.  y  ^\]m.x 
(Numero  6^o),.e  por  fuppoíiçâo  lim.  iy-^x)  =  Or 
logo  lim.  jr-^  lim.^=o,  00  lim.^  =  lim.;ci  ífto  be^ 
o  limite  ejn  diminui(^o  dc^,  c  o  limite  em  augmento* 
de  x^  terão  igual  grandeza^ 

Sc 
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675'  Se  trcs  quantidades  Xyã^cy  y  das  quaes  a  fe- 
ja  conftante ,  e  as  outras  duas  x^  cy  variáveis ,  forem 
taes  y  que  tenhamos  fempre  x  ^  a  y  t  a^  y  ,  e  a 
ditFerença  x — y  nlo  tiver  limite  em  diminuição ,  a  conf- 
tante feri  limite  em  diminuição  de  a:  ,  e  limite  em.  au- 
S [mento  àty  :  porque  fendo  fempre  ^>^,  e  if  >  j, 
erá  fempre  tamt>e«^ * ^y  i  oc~y ^x  -^a^t  x  —y  > 
a  --yy  mas  x — y  não  tem  limite  cm  diminuição;  logo 
também  x  -  ãy  ca—y  não  tem  limite  em  diminuição , 
e  por  tanto  fera  (Números  613 ,  ^14)  a  limite  emdi- 
minuiçio  de  ;v ,  e  limite  em  augmento  de  y. 

676  O  limite  do  logarithmo  de  qualquer  variável  x 
capaz  de  limite ,  he  igual  ao  logarithmo  do  feu  limite : 
para  o  demonftrar  ftipponha-fe  a  o  limite  de  x ;  fegun- 
do  for  limite  em  augmento »  ou  limite  em  diminui^o  y 
poderemos  íiippôr  x:=za^xf  y  fendo  x^  variável  fem li- 
mite em  diminuição  i  e  por  confcquencia  teremos  log.  x 

=  Iog. (íí-i-;c')  =  log.<f-Hlog-  /zqp  ^j;  mas  (Nu- 

ma-o  6^0 )  log.   ^  I  •+  7  )  não  tem  limite  em  dimi- 
nuição i  logo  (Numero  6^s)  ^^  ^^^'  log*x  =  log.a. 

077  Se  o  logarithmo  de  íiuma  conftante  a  for  limi- 
te do  Jogarithmo  dehuma  variável  a:,  a  conftante  a  le* 
rá  limite  da  variável  x.  Vimos  (Numero  676)  lim. 
log.Aír:  log.  lim.  ;c;  mas  por  hypothefe  he  lim.  log.  x 
z=log.  4r}  logo  fera  log.  <!  =  log.  lira.  ;c,  e  por  tanto  é 
=  lim.jv. 

678  Toda  a  variável  Xy  cujo  logajrithmo  natural  he 
fem  limite  em  diminuição ,  tem  por  limite  i :  porquan- 
to he  (  Numero  676  )  lim.  log.  x  z=  log.  lim.  x ,  mas 
por  hypothefc  lim.  log.:vn:o  ,  logo  também  log.  lim.- 
xzzOy  ç  por  confcquencia  ( Numero  55*7  )  lini.  a?  rz  i. 

679  He  log.  a^^znx log.  a  i  mas  (  Numero  6zi)x 
log.  a  não  tem  limite  em  diminuição ,  logo  que  x  fecon- 

Nu  fi- 
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«íldera  variável  fem  limite  cm  diminuição  ;  temos  poii 
iicfta  hvpothefe  (Numero  678  )  lim.  tf*  =  i ;  ifto  lie, 
cjuc  tocia  a  potencia  aP^ ,  cuja  raiz  tf  lie  conftante,  e  cu- 
jo expoente  x  não  tem  limite  cm  diminuição ,  tem  por 
limite  I. 

68  D  Suppondo  agora  que  x  tenha  por  limite  b  ,  c 
por  coníequcncia  xzz.b'^ x^ ^  reíiihar-nos-ha  Icg.  tf*  = 
X  log,  tf  =z  (Ã  T^')  log.  tf  zrlog.tf*  hP  log-  tf''^' ,  mas 
log.  tf*'não  tem  limite  em  diminuição  (JNumero  679), 
logolim.log. tf*  =  log.  tf>  ,  e por confequencia  (Nume- 
ro 677  )  lim.  tf*  zz.  tf*  i  o  que  traduzido  em  linguagem 
fe  enuncia ,  dizendo  :  que  o  limite  de  qualquer  poten- 
cia tf* ,  cuja  rai2  a  he  confiante ,  e  cujo  expoente  x  he 
irariavel  capaz  de  limite  ,  íerá  igual  á  potencia  da  raiz 
tf  deíignada  pelo  limite  do  expoente  de  x. 

681  Log.j^*  n:  X  log.j^ ;  mas  fendo  x  variável  íèm 
limite  em  diminuição,  t y  variável  capaz  de  limite  ,  x 
log,jf(  Numero  623)  não  tem  limite  emdiminuiçío;  te- 
remos pois  neftas  hynoihefes  (  Numero  678)  lim.  (^*  ) 
rz:  I ;  donde  fe  conclue ,  que  toda  a  potencia  j*  ,  cuia 
raiz  jf  he  variável  capaz  delimite,  ecujo  expoente ;tf  he 
variável  fcm  limite  em  diminuição,  tem  por  lim.  i. 

682  Sendo  a  o  limite  de  j ,  ^  o  de  ;c ;  e  fúppondo 
y  =  aj^y\  xzzbl^x' y  teremos  j*  ir  j^^^*',  c  log. 
jf*=log.y  -Flog.  j*'  =  log.(tfip^')*  ^.log.  j*'=: 

log.  tf*  -4-  log.  Ç  i  q:  jy  -4-  log.  jy*'  ,  mas  (  Numero 
òyo  )  log.  ^  I  qp  M  não  tem  limite  em  diminuição ,  nem 

tão  pouco  log.y^  i  logo  também  log.  ^  i  q:  ^V  ^rlog. 

y^  não  tem  límire  em  diminuição ,  e  por  confequencia  /èrá 
lim.log.j^*=Iog-tf*  ;  donde  fcfegue  lim.  (^y*)zza^  i 
ifto  he  99  que  o  limite  de  qualquer  potencia  y^  ,  cuja 
9f  raiz,  e expoente  são  variáveis  capazes  delimite,  feri 

99  igual 
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79  igual  i  potencia  do  limite  da  raiz  y ,  defignada  pelo 
99  limite  do  íèu  expoente  x.  yy 

683  Ames  de  paíTarmos  adiante  notaremos ,  que  ha- 
vendo feries  infinitas  ,  ou  cujo  numcio  de  termos  não 
tem  limite ;  taes  como  i  —  x-^x^  -^xi  -ha?4  —  &c. , 
c  que  fe  alcanção  defenvolvcndo  exprefsócs  finitas ,  taes 
como  I  :  (  I  -b  x)y  quando  aflignalarmos  exprclsôes  co- 
mo cftas ,  donde  as  ditas  feries  emanem  ,  lem  com  tu- 
do attendermos  a  que  ellas  fcjao  ,  ou  não  capazes  de 
limite ,  chamar-Ihc-hemos  limites  de  exprejsão  da  ferie 
correfpondente ,  c efcieveremos  i  w-^x-zz.!  —  x-\- x- 
—  jíJ  -H^4  -  &c. ,  indicando  pelo  &c.  o  limite  de  ex- 
prefsão  de  todos  os  outros  .termos  da  ferie. 

684  Havendo  porém  feries  ,  que  a  pezar  de  ferem 
infinitas  em  números  de  termos ,  a  Ibmma  dettes  he  to- 
davia capaz  de  limite ;  quando  paflarmos  a  determinar 
as  exprelsôes  finitas  donde  as  ditas  feries  emanao ,  cha- 
maremos a  eftas  exprefsões  limites  de  exprefsao  ,  e 
grandeza ,  ou  fimplcsmente  limites  da  ferie  dada  j  ef- 
crcvendo  aflim  i:  i  -^  x  zz:  lim.  i  — x-^-x^  -^^j  4- 
x^  —  &c. 

Das  PragrefsSes  arithmeticas. 

685  /^  Hama-fc  Progrefsâo  arithmctica  huma  fe- 
V^  rie  de  termos  taes  ,  que  a  differença  de 

3uaefc^uer  dous  próximos  he  fcmprc  a  mefma  :  aíum  as 
uas  leries 

^  3-  5-  ?•   9*   ^^*  ^3*  ^y*  ^7*  &^* 

7  72.  68.  64. 60.  y6. 5:2. 48. 44.  &c. 

são  duas  progrefs6es  arithmeticas  :  a  primeira  das  que 
fe  dizem  crelcentesj  e  a  fcgunda  das  convergentes:  ora 
cftas  são  as  primeiras  invertidas^  ifto  he,  confiderando 
o  primeiro  termo  como  ultimo ,  c  reciprocamente  i  baC» 
tara  pois ,  que  fò  tratemos  daquellas  y  porque  o  mefmo 
fe  deverá  dizei'  deftas  invertidas.  O 
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686  O  fignal  4-  antes  do  primeiro  termo  da  pro- 
porção, fervio-nos  (Numero  372)  para  denotar  a  pro- 
porção arithmetica  continua  j  agora  ferve  íemelhante- 
mente  na  progreísâo  :  e  com  eíFeito  bem  claramente  fe 
conhece  ,  que  huma  progrelsão  deílas  nada  mais  he  do 
que  huma  propondo  continua  arithmetica  ,  produzida 
além  do  terceiro  termo. 

687  A  diflêrença  confiante  dos  termos  próximos  da 
progrcfsão  ,  chama-íè  razaâ ,  ou  differençã  da  meíma 
progrefsão  ;  aflSm  íè  p  reprefcnta  o  primeiro  termo  de 
qualquer  deftas  piogrefsòes ,  e  rf  a  fua  razão ,  ou  dilíe- 
rcnça ,  e  fe  a  progreísâo  for  crclcentc ,  teremos  que 

^  p.p  -\'d.p-^  ^d.p  -I-  id.p  H-  ^.p  4-  i^d  &c. 

deverá  reprefcntar  a  dita  progreísâo. 

688  Portanto  vê-íe,  que  cada  termo  da  progreísâo 
arithmetica  he  igual  ao  primeiro ,  mais  a  razão  tomada 
tantas  vezes  ,  quantas  são  os  termos  que  o  precedem: 
de  maneira,  que  íè  »  repreíenta  o  lugar  do  termo  refe- 
rido ,  he  efte igual  a^4-(»  —  i)á:  aífim  temos ,  que 
^-j-(»  —  i)rf  reprelènta  o  termo  geral  de  qualquer 
progrefsão  arithmetica  ;  logo  chamanao-ihe  t  íèrá  /  n 
p'\-(^n  —  i)d\  eauação ,  por  cujo  meio  podemos  de- 
terminar qualquer  aas  quantidades  t ^  p^  n^  d^  quando 
as  outras  forem  conhecidas :  por  exemplo  dados 

p^  »,  d  temos  /  -zip  -+-  (»—  i)  d 

tid,n  p=:  f  —  d(tt  —  i) 

^89    Querendo  agora  determinar  o  termo  fominato- 
rio  deíU  prqgrefião  ,  podemos  íèrrir-nos  da  cxpreisao 

de- 
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dcfenvolvida  em  o  numero  535'  para' outro  fim  feme* 
Ihante,  e*  teremos  2A=dy  o\xA=.-^yB—  Az=:p 

•-  d,  oa  B  zz  p  ^  {y  logo  S  ={  n^  -^  ^p-íy- 
\  {dn-^p  -  d+p)y  mas  dm-^^p—d—ty  logo  8-==. 

(/-h^)-;  >  donde  fetira,  que  »  albmma  dequaefquer 

»  teimos  de  huma  piX)grefsâo  arithmetica,  he  igual  ao 
í>  prodnílo  da  íòmma  dos  fcus  extremos  por  metade 
»  Qo  numcio  dos  termos,  ii 

690  Se  agora  conCderamos  as  íèries  -r  i.  2.  3.  4, 
y  &c.  i  -r  I.  3.  5.  7.  9  &c.  ;  -r  1.4.7.  lo-  ^3  ^c. ; 
^  I-  y.  9. 13. 17  occ. ;  as  primeiras  íòmmas  de  cada  hu- 
ma reprefentaráõ  fucceíTivamente  os  números ,  a  que  os 
Geómetras  chamao  em  geral  polygonos  y  e  mais  parti- 
cularmente triangulares  y  quadrados  ou  quadrangulares y 
pentagonaes  ,  exagonaes  ,  &c.  dciivados  de  certas  figu- 
ras geométricas  a  que  podem  adaptar-fe  y  ou  fegundo  as 
quaes  fc  podem  diílrioulr  os  ditos  números  ^  como  cm 
outro  lugar  íe  verá  mais  propriamente :  ferao  pois  as  íèries 
que  contém  cites  números 

Triangulares         3^  >  3  r  <í  >  *o ,  ly ,  &c. 

Quadrangulares    i>4r  9,i6^25,&c. 

Pentagpnacs  i  >  5  >  ^^  >  3^^  >  35  ^^c, 

Exagonaes  i  >  o ,  I5r ,  28  >  45 ,  &c.  &c» 

O  termo  fommatorlo  das  primeiras  feries,  deve  por 
tanto  fer  em  cada  huma  deftas  o  íea  terião  geral  ^  cT» 

go  fera  \  (dH-^-2p—d):  com  effcito  na  primeira  te- 
mos   -    -    f  =1,^=1,  cJ=^  («-H) 
na  íêgimda  /=  i  >  imi ,    Szz  -j  .  2» =«« 
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na  terceira  />=  i ,  à—  3  ,  Szz,  -j  C  3»  ~  i  ) 

na  quarta    ^=1,  ^=4,  S—  -^  (4;/-2)  =  »(z»-i) 
e  aíEm  por  diante. 

Se  nellas  formulas  fubftituimos  em  lugar  de  n  os  nú- 
meros 1,2,3,  ^^'  1 

vem  na  primeira ,  Szz  1,3,    6 ,  &c. 

na  fegunda ,  *$"=  1,4,    9  ,  &c. 

na  terceira ,  Szz  i  j  5^ ,  1 2^  ?  &c. 

na  quarta ,  Jr:  1,6,  15  ,  &c. 

^91  Agora  combinando  as  duas  equações  t^p  + 
(«—  I )  dyt  s  z=L  {t'\-p)  -2  ,  concluiremos,  queda- 
das três  das  cinco  quantidades  t^p^n^dySy  he  fempre 
poflivel  determinar  as  outras  duas  ;  com  eficito  dadas 
por  exemplo  t^p^Sy  tiraremos  de  ambas  o  valor  de»; 

a  faber ,  na  i.*  n  =  -~  -h  i ;  na  2.*  »  =  -^^ )  ^ 
Iogo-^:;i-=i^H-i,donderefulta  ã=^^i^,^ 

c  logo  como  n  —  -^  teremos  fatisfeito. 

692  -  Se  na  equaç3o  t=p  -h  (»  —  i  )  d  conlidera- 
mos  dy  c  p  confiantes,  oii  capazes  de  limite,  e  n  fem 
limite  em  augmcnto  ,  fera  /  fem  limite  em  augmcnto 
(Numero 6 18);  mas  fe«  não  tiver  limite  em  diminui- 
ção ,  /»  -  ^  he  o  limite  de  t. 

Néfta  mefma  equação  coníiderando  ^  ,  e  /.  confian- 
tes,  e  »  fem  limite  em  augmento ,  feri  d  fcm  limite  em 
diminuição  i  mas  íe  n  for  íèm  limite  em  diminuição  j 
t  -p  fcrá  o  limite  de  d. 

^  Con- 
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Confequencias  femelhantes  poderão  tirar-fe  a  refpei- 
to  de  todas  as  cinco  quantidades  t  yp^s  ^nyd. 

693  Se  cm  lugar  do  termo  fommatorio  da  progref- 
•âo  arithmetica 

pertendcrmos  o  termo  fommatorio  da  ferie 

/)'«,  ip-hd)^,  (/)-h  2dy»yÇp-\'  idy*  &c. 

note-fe,  que  fendo  o  termo  geral  da  primeira  t  —  nd-V- 
p  —  d  ,  o  da  fcgunda  deverá  fcr  {nd  -h  p  —  d)^i  fa- 
zendo pois p^d=k^  teremos ( nd-^ky^  zzd'^  »'»-i- 

m.d^'-^  »«•-!  k  -hw.  "H^k^à''--^  ffn-2^  &c. ; 

feria  agora  prccifo  fuppôr  S— An^  +  '  -H  Bn^  -^rCn^^'' 
-H  &c. ,  a  fim  de  determinar  S  ;  mas  em  lugar  de  affim 
o  fazermos  no  cafo  geral,  paílaremos  a  alguns  particu- 
lares. 

694  Seja  primeiro  wi  =  2 ,  é  teremos  (nd-^p  —  dy 
—  d^  n^  -h  id  (p-  d)  ft-h  (p  —  dy  ,   comparando 
com  a  exprefsão  defen volvida  em  o  numero  536,  fahe 

3^=^S  ou  JÍ-  -^í  2d(p-d)  zzzB-iA,  ou 
B^d{^-Í-{-'P)yA^B^C={p-dy,onC- 

pi  ^  dp-ir  -í^  \  àQ  forte  que  fe  a  progrefsâo  for  co- 
mo a  Icguintc 

-f  I.  2.  3. 4. 5'.  6.  &c* 

ifto  he ,  fe  for  dos  números  naturacs ,  onde  ^=  i ,  //= 
I,  €  /  =  »,  feri  ?  fomma  dos  feus  quadrados  igual  a 
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-h  -j  »«  -h  j;- »,  como  achámos  já  no  numero  541. 

695*    Sc  pértendeíTcmos  achar  a  fomma  da  fomma 
dos  termos  de  qualquer  progrcfsão  aritJimetica ,  então  a 

formula  (  Numero  689  )  S=z  1  •  »^  -+-  (^  ■-  '^)  »  fe* 

ria  o  termo  geral ,  e  o  feu  termo  fommatorio  correfpon- 
dente  achar-íe-hia  comparando  efte  termo  geral  com  a 
mefina  exprefsão  referida  ^An*  -h.(25—  j-á)  n-^A 

^B-^C ^  donde  refultaría  3-^  —  -  ,  elogo  Azu  ^  j 

aS-  zA=p-  ^,  elogo  B=  -f  i-rf-B-HC=o, 

ou  C  =  -^  --■  •-  :  applicando  á  mefma  progrefsao  do 
numero  precedente  y  acharíamos  a  fomma  da  fomma  ^ 
ou  J^dc  J*=  JiL  +  Jíl  4-  J!  =  "^^?;'-^^"  = 

6  s  )  6 

'±±:1ÍS±*Í  como  cm  o  numero  <x6, 

I«   >•    J  ^  ^ 

6^6    Pois  que  em  qualquer  progrefsao  aríthmctica 
temos 

fc  a  progrefsao  for  4»  i*3. 5',7.9. 11. 13.  &c.  ,  terei* 
mos  ^=  I  > dzz:  2 ,  e  logo  S  de  S—  - — H  -í^  -h  * 

-  ^"^  ■*->"'+-'  -  ^t^"^;i;7"^'\onde conforme fup-> 

pozermos 

»=i,  =  i,=  3,=  4,=  y,&c.ainin 
teremos  iTdc  í"  =  I  ,=  y  ,  =  14  ,  =  30  ,= 5'5' ,  &c. 
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t  com  efibito  da  progrcfsâo  dada  refulra 

aT  de *$*=  1,5,14,30, 55, 91, 140,  &c. 

697  Poderiamos  continuar ,  levando  mais  além  cilas 
inveftigações :  todavia  como  o  caminho  já  eftá  bem  mar- 
cado ,  não  o  prolongamos  y  os  curiofos  o  levaráô  aonde 
lhes  for  conveniente. 

Jlpplicação  d  refolução  das  Equações  numéricas 
de  todos  os  grãos. 

Imos  já  ,  que  fe  p  reprefenta  o  primeiro 
termo ,  //a  razão ,  e  »  o  numero  de  termos 
de  qualquer  progrefsão  arithmetica  ,  o  ícu  termo  geral 
Tz=:p-hd(n  —  i),  e  o  feu  termo  fommatorio  Szzd 

ra  fe  a  cada  termo  S^  augmentarmos  a  mefma  quantida- 
de h ,  refultará  huma  nova  ferie ,  na  qual  teremos  o  ter- 
mo geral  r  =  d  (^  +  <" "" ^^^/^ '>)  -+-/>;»  4-  A,  c 
chamando  S^  o  termo  íbmmatorio  defta  nova  ferie ,  té- 

/ ^  -f.  (*^^>*. ) -í- >?* ;  conCdcrando  agora  J* 4-/  co- 
mo termo  geral  de  outra  ferie  ,  e  4$*"  como  feu  termo 
fommatorio  fení  S''  =  d  Ç^  -h  {--^\}y^   ^ 

1.2.  j  "^  i.a-}.4  /  V  * 

^^         1.2        ^  U2.y  /\«  *•«/ 

OU  c 


io8  Elementos 

e  aífím  por  diante  ;  donde  íè  conclue »  oue  íè  fomm^ 
dos  os  termos  de  hunia  progreísão  aritnmetica  ,  dos 
quaes  o  primeiro  for  />  ,  c  a  difFcrença  d  ,  augmcntar- 
mos  a  cada  termo  da  fomma  a  quantidade  h  j  e  feita 
huma  nova  íòmma  ,  fe  ajunta  a  cada  termo  delia  aquan- 
tidade  / ;  e  fommando  depois  outra  vez ,  fc  augmenta  a 
cada  termo  defla  optra  Ibmma  a  quantidade  k ;  e  allim 
jjor  diante  ate  completar  hum  certo  numero  m  —  i  de 
lòmmas,  cada  termo  da  ferie  rcfultante  fera  reprefcnta- 

do  em  geral  pela  formula  feguinte  d  ^—  -t-  [»-'i)(^"^\ 

^     TTi      *         rrrr ^  .   .  .  • 

'•  2.   j.  4 ^    .     .     m  y   ' 

y>  /i»   ,    («-O»    ,     («-!)« (n-Hi>    t_        (>i-i)n(n-f>i)..(«-fw-?)\  , 
^U  '•*  '^STi  ■^•'^  1.2.  j.  .  .(m-oy"^ 

í  /Jg+íw-"!)^    .     («-^i)«(nM-i)    .          («-i)«(«-|-i)..{«-H??-4)\    , 
\'  Í-»       ^  i.a.}  '^" 1.2.  j   •     .     (/ii-jj  J-^ 

V  i-2  A.2.J  -r--^»^  1.2.  J     .      .      («|-4J;"*' 

^  &c. 

Ora  he  evidente  ,  que  efta  formula  defenvolvida ,.  c 
ordenada  a  refpeito  de  n  ,  dará  fempre  Jhuma  equação 
do  gráo  w,  onde  os  cocfficientes  àtn  ferão  funjõc*'  das 
indeterminadas  r,/),^,/  &c.  ,  e  oue  deftas  indetermi- 
nadas haverá  na  equação  defcnvolviaa  tantas  quantas  fe- 
rem as  unidades  de  m ;  logo  toda  a  eiprefsão  como  axi^ 
H-í;t«-'4-f^-24.  &ç,^_  .  ^  ^  ^^^  fuppondo  ;r=: 
» ,  pódc  copipai«r-fe  termo  a  termo  com  a  dita  equação 
defenvolvida,  e  efta  comparação  dará  os  valores  das  re- 
feridas indeterminadas  r;p^b^i  &c. :  pôde  poiscalcit 
lar-fe  o  valor  da  exprefsão  ax^  -h^;c»-'  -hr;v«'"*-H 

&0 


bE  Arithmbtica  Universal»      ic^ 

&c.  4-  Ax 5  quando jXzz  1 ,  =  2 ,  z=lx ,  =  4 ,  &c  pela 
mencionada  fommação  fuccefliva  das  íeries  arithmeticas ; 
dcfcnvolvendo  paia  ifto  a  parte  correfpondente  da  for- 
mula aílima  ennunciada  ,  e  comparando-a  teimo  a  ter- 
mo com  a  mefma  exprefsão,  para  aflim  determinarmos 
os  valores  de  r ,  ^ ,  Ã  &c.  Mas  rcfolver  huma  equação 
tal ,  como  ^.v»»  -+-  bx^'^^  -h  &c.  -\-  Hzzo  he  achar, 
Gue  valores  deve  ter  x  >  para  que  feja  ax^^  -+-  bx*^ "" '  -H 
ccc.  =  —  H\  pelo  dito  methodo  podem  calcular-fe  com 
facilidade  os  valores  todos ,  que  tem  ax^  -+-  bx'"  ^^  •+- 
&c,  nas  hypothcfes  fuccellivas  de;c  =  i,  =  2,iz:3,  &c^ 
Segue-le  pois ,  que 

699  '  i.o  Seasraizcs  da  equação  propofta  forem  nú- 
meros inteiros  ,  e  pofitivos  na  ferie  dos  ditos  valores , 
deve  —  H  apparccer  m  de  vezes ,  e  reciprocamente. 

zJ^  Se  as  mefmas  raizes  forem  números  poíitivos  y.  e 
fraccionarios ,  deverá  níío  apparecer  —  H,  mas  fim  nú- 
meros ,  entre  os  quaes  —  H  k  contenha  ,  então  ficará 
conhecida  a  parte  inteira  da  raiz  ,  c  a  fracção  ,  que  a 
deve  acompanhar  poderá  calcular-fe  da  maneira  ,  que 
abaixo  direi ,  a  qual  fervirá  também  para  a  approxima- 
ção  das  raizes  irracionaes, 

700  3.®  Sendo  porém  as  raizes  da  equação  propofta 
números  negativos ,  inteiros  ,  ou  fraccionarios  ,  racionaes , 
ou  irracionaes ,  a  ferie  mencionada ,  nem  conterá  —  Hy 
nem  moílrará  limites  que  o  eontenhão ;  convertidas  po- 
rém na  mefma  cquaçio  as  raizes  pofitivas  em  negativas, 
e  reciprocamente^  (Numero  519)  teremos  huma  nova 
equação  ,  cujas  raizes  íerao  números  poíitivos  ,  que  iè 
calcularão  como  fica  dito. 

70  L  4.^  Se  as  raizes  forem  reaes,  mas  parte  pofiti- 
vas ,  c  parte  negativas ,  calcularemos  primeiro  as  pofiti- 
vas ,  e  mudando  os  fignaes  ás  potenciai  impares  de  a;  ^ 
calcularemos  depois  as  raizes  pofitivas  da  nova  equação  ^ 
que  ferâo  as  negativas  da  primeira. 

5-^ 
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701  J.®  Se  a  equação  propofta  contiver  raixes  iguaes 
inteiras ,  ou  fraccionarias  ,  he  claro  que  nas  feries  fim 
acharemos  — /f ,  ou  limites  que  ocontenhâo^  mas  li^ 
tantas  vezes  quantas  forem  as  unidades  de  m  i  porque 
fupponha-fe ,  que  c  he  huraa  das  raízes  iguaes ,  as  ícrics 
dcveráõ  moítrar  que  ax^  -+-  6x^  •- '  +  &c.  fe  reduz  a  — 
H  quando  xz=.c  ^  mas  de  nenhuma  forte  podem  fazer 
conhecer  quantas  vezes  he  pollivel  íuppôr  xzzic  ^  ou 
quantos  fadores  ^  -r  entdo  na  mefma  equação  ;  de 
modo  que  fuppondo  que  ella  contém  n  de  raizes  r,  as 
feries  ló  moítraráó  w  —  »  4-  i  de  raizes  i  íè  a  equação 
tiver  n  de  raizes  c^  q  Aq  raizes  // ,  r  de  raizes  a  &c. , 
as  feries  ferao  que  conheçamos  fomente  w  —  »  -  ^  -  r 
-H  3  &c.  de  raizes ,  o  que  he  evidente :  para  eíla  falta 
ha  com  tudo  hum  remédio  prompto  ,  e  facil  >  vem  a 
fer  »  Dividir  a  equação  propofta  pelos  faélores  corref- 
>9  pondentes  ds  raizes  achadas  ,  o  quociente  fèrá  huma 
>>  nova  equação  de  hum  gráo  menor  S  ,  que  refolvida 
>9  como  a  precedente  ,  moílrará  ou  S  de  raizes  igiiacs 
>»  a  iS*  das  primeiras ,  fè  ellas  erao  iguaes  duas  a  duas , 
yf  OU  menos  do  que  S  de  raizes  ,  fe  entre  eftas  houver 
jj  algumas  iguaes  três  a  três ,  quaH*o  a  quatro ,  &c. :  no 
9»  i.^  caio  teremos  achado  todas  as  raizes  pedidas;  no 
yj  2.0  dividiremos  eíla  fegunda  equação  pelos  faftores 
9>  íimplices ,  que  eila  der ,  e  teremos  outra  que  refolvc- 
>»  remos  de  novo ;  e  aífim  por  diante  até  cnegar  ás  m 
79  raizes.  '9 

703  6.*  Se  formadas  as  duas  feries  para  as  raizes 
pofitivas ,  e  negativas ,  não  acharmos  —  //,  nem  limi- 
tes que  o  comprehcndão ;  ou ,  fe  achando  —  H,  ou  limi- 
tes feus  ,  não  refultarem  tantas  raizes  quantas  forem  as 
Hnidades  de  f«  i  e  dividindo  depois  o  primeiro  membro 
da  equação  propofta  pelo^^  faftores  correfpondcntfô  3s 
raizes  achadas  ^  a  nova  equação  refultante  for  tal ,  qú^  ^ 
^  feu  ultimo  í^ermo  ,  ou  nao  fe  contenha  nas  feries ,  qw 
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fe  fizerem  para  a  refolvcr,  ou  lè  contenha  menos  vezes 
do  que  são  nella  as  unidades  do  maior  expoente  da  in- 
cógnita ,  e  aílim  ruccefEvamcnte  ,  de  maneira  que  por 
fim  clieguemos  a  ter  huma  equaçio  ^  cujo  ultimo  termo 
não  entre  nas  feries  y  manifeílamente  devemos  concluir 
no  primeiro  cafo,  cjue  todas  as  raizes  da  equação  pro- 
poíla  são  imaginarias  ;  e  no  fegundo  que  sao  imagina-^ 
rias  as  que  fauao  por  conhecer  i,  pois  que  vifto  não  en- 
trarem nas  feries  ,  não  podem  fer  numero  algum  racio- 
nal, ou  irracional,  pofitivo,  ou  negativo ,  e.  por  coníè- 
quencia  não  podem  fer  numero  algum  real. 

704  Deve  advcrtir-fe,  que  de  três  modos  pódc —  H 
ter  limites  ,  que  o  comprehendão ;  ou  havendo  nas  lèries 
dous  termos  próximos  ,  hum  <  e  o  outro  >  /í ,  ou 
fendo  ambos  menores ,  c  a  feiie  convergente  ddles  para 
os  lados,  ou, fendo  ambos  maiores,  e a  ferie  divergente 
da  mefma  forte. 

705  Como  poderemos  principiar  as  feries  no  valor 
àc  fiy  ou  X  y  que  bem  nos  parecer ,  pouparemos  algum 
trabalho,  principiando  em  hum  termo,  cujo  lugar ,  pou- 
co mais ,  ou  menos ,  rcprefente  o  valor  de  x  na  equação 
propofta. 

706  O  exemplo  feguinte  não  fó  deixará  mais  claro 
tudo  o  que  fica  expofto ,  mas  também  fervirá  para  o  cal- 
culo das  raizes  fraccionarias  ,  e  approximado  conheci- 
mento das  irracionaes.  Ptoponha-fe  pois  achar  as  raizes 
da  equaçío  ;»J  —  ^«  -^  4i;v  -i-  100  —  o. 

Saiu f ao. 

Apenas  fe  obferve ,  que  a  equação  propofta  deve  ter 
duas  raizes  pofitivas  ,  e  huma  negativa  ,  paífaremos  a 
bufcar  as  primeiras  ,  defenvolvendo  da  exprefsão  ge- 
ral fonraiatoria  a  por<^o.  d  í"—  -+-  ^""""^l^^'  -h 
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arefpcitodcAíjdá-j  (;cJ  — ;c)  -H  -j  (aí« -hAf)-t-j;frr 

^4-^-  -l-^fx-H-f  -Hí),  fazendo  pois  ifto  igual 
a  ;vJ  —  .^^  —  41^,  teremos 
i.o  -j  =z  I,  ou  rf=  6 

2.^  i  =—  I ,  on  ^=  -  1 

3-^  ^^-l  +í=-4i,  ou  (7=-  39 

dados  com  os  quaes  formaremos  as  feguintes  ienes 

v»  —   2*       4.       10.       16.      22.     28.     34.  &c. 

—  2,       2,       12,       28,      jo,     78,   112,  &c. 

—  41,-37,—  ^7—   ">      ii>     39^     73i  ^^• 
—41,  — 78,— 105-,— 116,— 105-,— 06,      7,  &c. 

a  ultima  bem  patentca ,  que  as  duas  raízes  pofítivas  sao 
fraccionarias ,  e  que  devem  cftar ,  a  primeira  entre  2 ,  e 
3  ;  a  fegunda  entre  f  ,  e  6  j  porque  —  100  cahe  entre— 
78,  —  lOf ,  e  entre  —  105',  —66  :  tratemos  pois  de  ir 
approximar  a  raiz  menor. 

Supponha-fe  que  fcja  2-4-0,  ly,  ou  2-ho,oiy, 
ou  2-Ho,  ooiy  ,  conforme  a  quizermos  approximada 
até  ás  decimas,  centeíimas,  &c, ;  por  agora  feja  xzii 
-f-Oyiy  i  cfte  valor  de  x  fubftituido  na  equação  pro- 
poftâ  ,  a  transformará  na  feguintc^j  -h  çqy^  -  3300jf 
+  22000 zi: o,  onde  indagaríamos  o  valor  de  y,  alBm 
como  em  a  propofta  fe  indagou  o  de^rj  para  o  que  te- 
remos ^/=6, ^  =  100,»=— 3349,  ej>7,  e<8; 
logo  a  raiz  até  as  decimas  lerá  2, 7. 
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Se  agora  a  quizeíTeitios  até  is  centedmas ,  ou  tranf- 
fbmiariainos  a  equação  precedente  nefta  j^J  -{-^oqy^  — 
5300oqy-H  22CX>oooor:o,  a  qual  refolvida  nos  fatiC- 
faria  -,  advertindo ,  que  para  evitar  trabaliio  inútil ,  de- 
veríamos calcular  do  termo  70  por  diante ,  viílo  Ikber- 
fe  já  que  as  decimas  são  7 ;  ou  faríamos  ^  =  74-0, 
Ii3,  c  fubftituindo  7  -h  o,iJS  em  lugar  de  j,  teríamos 
ella  equação  zi-^-yioz^  —i^^^ooz-h  1693000  =  0, 
que  refolvida  daria  as  centefimas  da  raiz  j  e  aífim  con- 
tinuaríamos. ( I ) 

707  He  manifcllo  ,  que  dcfte  modo  approximaria- 
mos  a  raiz  até  onde  quizeíTcmos  ,  íc  ella  foflè  irracio- 
nal i  mas  que  a  fer  racional ,  acharíamos  huma  dizima , 
ou  finita  5  ou  periódica ,  cuja  conversão  em  quebrado  or- 
dinário feria  Icmprc  fácil. 
P A^ 

(  I  )  NcAas  equações  pôde  ler  muico  ufo  oinethodo  dos  termas 
iêininãnmi  Lagny  chama  termo  domÍNanle  de  huma  equsção  aquel- 
le  dosteiís  termos  incpgnitos,  1  cujo  refpeiío  íe  podem  reputar  «uf- 
Jns  os  valores  dos  outros  :  no  exemplo  de  que  tratamos  facilmente 
Í%  nota  9  que  34neoa  he  o  termo  dominante  ,  porque  devendo  » 
fer  hum  numero  digito,  nunca  fera  ^9»  c  oeíle  mefmo  cafo  te» 

remos  »í  +  7101^  —  245  {oos  =729+  s7PO  —2207700,  on- 
de bem  íica  rnanifeflo,  que  2207700  he  o  termo  dominante;  e  lo- 
go com  razão  maior  o  fera  também  fc  a  for  <^  9. 

Con4)ecido  affím  o  termo  dominante  •  refolveremos  a  equação 
como  fe  eile  foíTe  o  único  termo  incógnito  ,  e  vir-nos-ha  »  =s 
169  jooo :  a4s  joo ,  o  que  dá  a  ]>•  6 ,  c  <^  7  ;  ora  fe  efla  equação 
dá  a  ]^  ó ,  a  propofta  ainda  o  dará  maior »  pois  que  deUa  fe  tira  a 

s=  (169^000  -+-  a'  -1-710»^):  24HOO:  ^030  eftamos  bem  certos, 
que  a  não  pode  fer  <^  6 ,  c  por  tanto  formaremos  as  feries ,  prin- 
cipiando pelo  termo  fexto  década  huma  (Numero  70$  ^  t  pois  qut 
deíla  forte  pouparemos  o  trabalho  inútil  da  formação  dos  primeiros 
5  termos. 

Na  equação  prefeate  feria  igualmente  fácil  paffar  afubftituir  por 
ao  numero  7,  donde  refultaria  1717100  —  34790— )4i  =  16I19Ú7 
<^  169)000^;  e  cowo  fazendo  a  =:  I  fahe  191644 V^  1695000, 
concluiremos  que  a^7»e<^Sse  aflim  por  diante* 


ir4  Elbmkntps 

708  A  equação  em  y  deve  ter  três  raízes,  cada  hu- 
ma  das  quaes  junta  a  2  formará  huma  da  pi  opoíla  \  Ich 
go  coDiíecidas  aquellas ,  eílarâo  conliecidas  eílas^ 

709  Quando  muitas  raízes  forem  iguaes  cm  quanto 
as  unidades j,  ás  unidades  e  decimas;  ás  unidades,  deci- 
mas, ç  centefima$,  &c.  ,  o  feu  primeiro  afpcélo  fera, 
Qu  de  imaginarias ,  ou  de  inteiramente  iguaes  \  porém  á 
medida  que  formos  calculando  as  equações  em^f,  em^, 
em  a ,  &c,  iremos  formando  o  verdacleiro  conceito  das 
raizes,  e  determinando  o  feu  valor  exaólo,  fcibr  aíCm 
polTiv^eL 

Das  PrcgnfsS^s  Geométricas. 

710  A  Progrefeao  Geométrica  he  juflamcntc  a 
xV  proporção  continua  geométrica ,  produzi- 
da além  4o  terceiro  termo  :  vemos  pois  que  ella  deve 
formar  Jnim  ramo  particular  de  feries ,  cuja  propriedade 
fuildamental  coníiíla  em  a  perfeita  igualdade  da  razáo, 
oií  quociente  de  quaefquer  dous  termos  proxiaios  ,  to- 
mando hum  dellcs  femprc  por  dividendo ,  e  o  outro  por 
divifor.  Aflim  fr  ^  :  6 :  12 :  24 :  48  &c.  -rr  48 :  24 :  n : 
6  :  3  são  prog-efs6çs  geométricas  %  a  primeira  crefcen- 
te,  c  a  íègunda  convergente. 

711  Q  que  diíTermos  a  rçfpçito  das  primeiras,  po-^ 
dera  fer  immediatamcnte  applicado  ás  fegundas  ,  com 
tanto  que  a  razão  feja  determinada  em  ambas  da  inef- 
ma  forre ;  de  modo  que  k  nas  primeiras  chamarmos  ra- 
zão ao  quociente  do  confequcnte  dividido  pelo  antece- 
dente ,  nas  fegundas  operaremos  da  mçfma  forte  ;  af- 
íim  a  razão  na  primeira  das  progrcfsões  dadas  feii 

•j  =  2 ,  c  na  fegunda  ^  =  -j  •'  tendo  efta  attençáo  aiin 

bas  as  progrefsóes  ièrão  formadas  da  mefma  forte:  iilo. 
he ,  em  ambas  cada  termo  fe  formar4  do  íêu  precedente 
multiplicado  pela  razão.. 
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712  Seja  agora  p  o  primeiro  termo ;  t  o  ultimo  \  n 
c  munero  dcUes  j  era  razão ;  a  progrefsao  fera 

rr.  p:  pri  pr^-í  pr)  \  pr^  \  &c  :  />r«- »  =  /^ 

onde  fe  vê  que  m  cada  termo  da  progrefsao  he  igual  a 
•>  hum  produéto ,  que  tem  por  faftores  o  primeiro  ,  c 
>9  a  razão  levantada  á  potencia  deíignada  pelo  numero 
5f  dos  termos  precedentes :  >>  donde  refulta  fer  o  termo 
geral  t-zzpr^--^  \  lendo  n  o  feu  lugar,  como  fuppuze- 
mos. 

713  Conhecendo  quaefquer  trcs  das  quatro  quanti- 
dades t  ^  p^r  ^n  ^  poderemos  da  equação  t  =  pr^-^ 
deduzir  fcmpre  o  valor  da  quarta  ^  como  fe  vê  no  fc» 
guinte 

S 

I 

I-  i 


t  zzpr"-* 

r 


r. 


714  Das  precedentes  formulas  facilmente  feconclue, 
que  em  huma  progucfsíío  geométrica ,  iè  o  primeiro  ter- 
mo ^,  c  o  ultuTio  t  forem  confiantes,  e  o  numero  del- 
Ics  n  fem  limite  em  augmento  ,  a  razão  r  tem  por  li- 
mite r  :  por  quanto  fendo  tjQp  confiantes  ,  também 

PU  o 


11^  .  Elemehtos 

o  fera  i. ,  logo  pelo  que  vimos  (Numero 627),  coma 
n  he  íem  limite  em  augmento  -j^tj-j  não  tem  limite  em 

diminuição,  mas  (Numero  277)  ^/i  =  ('^j        > 
logo  (Numero  68o)pim«  ^í. ,  ou  lim.  r=i. 

715*  Feitas  as  mefmas  hypothefes  do  numero  pre- 
cedente, concluiremos  dclle,  que  a  difFerença  de  quaef- 
qucr  dons  tamos  próximos  da  mefma  progrcfsao  nao 
tem  limite  em  diminuição  i  pois  que  fendo  i  rz  lim.r, 
ht  p  zz  lim.  {pr)  ,  e  logo  f-^pr  não  tem  limite  cm 
diminuição^ 

716  Pois  que  a  diíFerença  entre  cada  dous  termos 
immediatos  da  progrefsao  não  tem  limite  cm  diminui- 
ção y  e  que  a  fua  razão  he  fempre  irracional  ,  quando 

-j  não  hq  potencia  perfeita  de  gcáo  algum  ?  fegue-fe, 

que  em  qualquer  progrcfsao  dcfta  natureza  fe  não  en- 
contrarão outros  números  racionacs  ,  icnão  os  que  fo* 

rcm  da  forma  />(-),  fendo  q  numero  inteiro  j  nem 

números  iiTaciopaçç  fenão  os  que  foreci  da  forma  p 


m 


í-  )         ,  em  que  m  nao  he  múltiplo  de  n—  i ;  equc 

fempre  havçrá  dous  termos  coníbcutivos ,  hum  maior,  c 
outro  menor  do  que  cada  hum  dos  números  ,  que  não 
pertencerem  a  nenhuma  dcftas  formas :  mas  a  dliferença 
entre  qualquer  dos  dous  números  y  e  cada  hum  dos  dois 
termos  da  progrefsao ,  entre  os  quaes  elle  ficar  compre- 
hendido  ,  ainda  fera  menor  que  a  ditFerença  entre  os 
{mimos  dous  termos  j  eíla  porém  he  fem  limite  em  di- 

mi- 
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minuiçáo ;  logo  também  a  diflferença  entre  qualquer  do$ 
números  fobreditos  ,  e  o  termo  da  progrcfsão  próxima 
maior  ,  ou  próximo  menor  ,  não  terá  limiic  em  dimi- 
nuição ;  e  por  conícquencia  dadas  as  exprefsões  gcraes 
dos  termos  próximo  maior,  ou.  próximo  menor  a  qual- 
quer dos  ditos  números ,  eíle  fera  o  limite  em  augmen- 
to  da  quantidade  variável  ,  reprefcntada  pela  fcgundar 
dcftas  exprefsões ,  e  o  limite  em  diminuição  da  quanti- 
dade variável  j  reprefentada  pela  primeira. 

717  Seja  por  exemplo  N  Qualquer  numero,  e  í> 
Ny  oquefcmpre  he  poílivel ;  íeja/'  o  termo  que  prece- 
de /,  e  /'<;Jv^i  ora  he  t  —  /'  fem  limite  em  diminui- 
^o ,  logo  (  Numero  67S  )  N  he  limite  em  diminuição 
de  / ,  e  limite  em  augmento  de  í'  • 

718  Poderíamos  achar  a  cxprefeão  geraldo  termo 
fommatorio  da  noíla  progrefsão  geométrica  ,  por  hum 
modo  análogo  ao  que  empregamos  nas  arithmeticas : 
porém  lembrados  de, que  a  progrefsão  geométrica  hc  o 
mefmo  que  a  proporção  continua  levada  além  do  ter- 
ceiro termo  i  notaremos  ,  que  a  cxprefsão  -^  p:  pr: 
pr'^ :  pn  :  pr^  :  &c.  :  t  ,  «juivale  á  exprefsão  -H-  p : 
pr ::  pr  :  pr^  : :  pr^  :  pr\  ::  pr^  : pr^  &c.  :  ora  cm 

aualquer  ferie  de  razoes  geométricas  iguaes  ,  a  fomma 
e  Guaefquer  antecedentes  he  para  a  fomma  dos  feus 
conlequentes  ^  como  hum  dos  antecedentes  para  o  feii 
confequente ;  logo  reprefentando  por  S  a  Ibmma  de  to- 
dos os  termos  da  progrefsão  ,  teremos  S — /:  S—p:: 
p:  pr::  1:  r ,  clogo  ( tf  —  / )  rzz S  — ^  ,  donde  rcr 

f^lta<^=VH^ 


Com, 


xi8  Eléuentos 

719  Com  eíla  equaçio  podçremoi  tanJ^em 

2  « 

p  —  tr—SÇr-i) 

720  Combinando  a  mefma  eauaçao  com  a  prece* 
dente  r  —  ^r^-- «  ,  fer-nos-ha  igualmente  fácil  dctermi* 
nar  cjuaefquer  duas  das  cinco  quantidades  t  ^p^r^n^s, 
quando  forem  conliecidas  três  delias. 

721  Se  comparamos  o  quadrado  do  primeiro  termo 
cora  o  quadrado  do  íègundo  ,  acharemos  p^  :  p^  r^  =: 
r«  ;  ora  comparando  o  primeiro  com  o  terceiro,  acha- 
remos igualmente  r^  :  logo  a  razão  dos  quadrados  dos 
dous  primeiros  termos  de  qualquer  progrefsão  geomé- 
trica ne  igual  á  razão  entre  o  primeiro  termo ,  c  o  ter- 
ceiro da  mefma  progrefsão. 

722  Levando  ao  cubo  os  dous  primeiros  termos , 
comparando  eftes  cubos  ,  c  comparando  depois  o  pri- 
meiro 5  c  quaito  termos  da  progrefsão ,  acharemos  tam- 
bém iguaes  refultados  em  ambas  as  comparações  :  da 
mefma  íbtte  comparando  as  quartas  potencias  dos  pri- 
meiros dous  termos  y  e  comparando  o  primeiro  com  o 
quinto ,  e  aífim  por  diante. 

723  Se  agora  a  coníiderarmos  como  dccrcíccnte, 
era  cujo  cafo  r  <i,  teremos  que  /=  ^r*-»  (Nume- 
ro 645" ) ,  não  terá  limite  em  diminuição ,  quando  n  for 
fera  limite  em  augmento :  logo  tr  também  iião  terá  li- 
mite em  diminuição  ;  logo  também  he  lim.  S  =  -=-^ 
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n  T^j  donde  lè  concilie,  que  b limite  daíbníma  dos 

termos  de  qualquer  progrcísão  geométrica  de  creícente , 
he  igual  ao  piimeiro  termo  da  progrefsão  dividido  pe*' 
la  diíferença  entre  i ,  e  a  razão. 

724  Quando  pois  quizenncs  achar  o  limite  de  gran- 
deza de  qualquer  dizima  periódica  \  aíllm  como  por 
exemplo  o,  373737  &c*,  notando  que  o,  yjyjyf  &c.  =  c^  /  '^  V 

^o-^-  Too^  -^  disT  -H  &c.  ,  ò  que  equivale  á  pro-    ^  .^ 
içrefsâo  -H-  —  :  --—  i  — 1^ — :  &c. ,  concluiremos ,  que    ' 

^  100  10000  lOOOOOO  '    Ji  / 

lim.  0,373737  &c.  =  -^=-^.  ^  .       . 

^    100 

Se  a  dizima  foíTe  como  o,  37282828  &c, ,  eniáo  ven* 
do  que  o,  37282828  &c.  :;=  0,37  -t-  0,0028  -H  0,000028    ' , 
-♦-  0,00000028  -h  &c,,  achariamos  que  lira.  0,37282828     '  -'  ^  • 

•^  990« 

Eftas  exprefsóes  i^ ,   ^ '  ^^^^  '^  podem  moftrar  aa 

mefmo  tempo  o  que  fe  deve  praticar  em  todos  os  ca:- 
íbs  homogéneos  i  iílo  he,  que  em  todos  deve  o  deno- 
minador conter  tantos  noves  quantas  íbrcm  as  letras  de 
cada  pcriodo,  íèguidos  de  tantas  cifras,  quantas  forem, 
as  letras  que  eftivcrêm  antes  do  primeiro  período  i  e  que 
o  numerador  Ce  formará  multiplicando  ellas  ultimas  le* 
trás  pelos  noves  do  denominador,  e  ajuntando  ao  prc*^ 
dudlo  hum  dos  períodos, 

725  Se  agora  coniideramos  r  ]>  lyC  n  fem  limita 


120  Elembktos 

cm  augmentOj  claro  he  que  /,-ou  j&r«-«  também  ido 
icm  limite  em  augmcnto, 

726  Vifto  que  a  exprefsão  de  t  na  progreísão  arith- 
metica  he  ^-h  r  (» —  i  )  ,  e  na  geométrica  pr"*-^^  k 
nas  duas  progrefsões  tivermos  iguaes  os  primeiros, -eíè- 
gundos  termos  ,  e  a  razão  na  primeira  for  >  i ,  cada 
termo  da  progreísão  geométrica  íèrá  maior  do  que  o 
feu  corrcípondente  na  arithmetica ,  pois  que  em  tal  hy- 
pothefe  he  fempre  /»ri- »  >/>-H  r  C  »  —  i  )  ;  por  quan- 
to reprcfentando  s  o  fegimdo  termo  de  cada  numa,  tc- 

aios, na  geométrica  r  =.^ ,  e  na  arithmetica  r  =  j-  — 

/>,  ora/>-H(x— /^)(;;_i)<^^iy-^",ouj-(«-.i) 

— P  (^  —  2)  <;  Ul^ ,  por  quanto  fuppondo  s zzp -+- 
qy  tei-emos  (p-hq)  (n—i)  —  p  (»  — 2)  =p-hq 

-^27    Como  cm  qualquer  progi-efsão  decrefcente 
-TT  p:  pr:  pr^  :  pn  :  &c.  temos 

lim.  (p  -^pr  ^pr^  -n^rJ  •+-  &c. )  =  -p^  fcrá  também 
lim.  ipr-^rpr^  -\-pr\  +•  &c.)  =-^  — />=  -^ 
Iim.(^^  -V-/rn-&c.)  =  737  — />r=  J*^ 
lim-(/>rí  -h&c.)  =  ~:~/r^  =  J^,  mas 

"í^  t!^^  tÍt  •  tÍ  "  TTV-  ^^-  >  ^^g<>  fodos  os  lími- 
tes   fobreditos  eílão  cm  progrefsão  geométrica. 
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.  Appfícação  das  idéas  precedentes  d  Thearics  dos  A- 
mites ,  e  conclusão  dejla  Tbeorica. 

.  71S  C  Endo  By  B^ ,  5'',  B'" ,  B'v  ^  J5v  &c.  quan- 
O  tidades  ínvariaTeis,  es  variável  íèm  limite 
em  diminiii^o  ,  a  quantidade  B  fera  limite  da  fiiuçao 
B±B'z^'  ±F'z^"±B"'z^'"±  &c.,  em  que  os  ex- 
poentes a*  y  a"  y.a''\  &c.  vão  fucceffi vãmente  aeícendo 
debaixo  de  qualquer  lei  que  íeja.  Porque  reprefente  m 
qualquer  numero  inteiro ,  e  pontivo  >>  t  ,  c  attribua-fe 
az  hum  valor  menor  ^  que  cada  liuma  deflas  quantidades 


&c.  i  fera        • 

JB"'z""<i£"z-",  &c. 

ora  refledlindo ,  que  fe  nos  íêgundos  membros  deftas  ex- 

f>reís6es  fubftituirmos  em  lugar  de  quaefquer  dos  ftus 
adlores  quantidades  maiores  do  que  elles,  crefcerá  ain- 
da mais  o  exceíTo  ,  que  os  mefmos  iègundos  membros 
levâo  fobre  os  primeiros ,  facilmente  veremos 

I.    Que  fubftituindo  na  fegunda  exprefsiío  ^  jB'25«' 

cm  lugar  de  B''z^'\  ficai4  B^'' &'''  <  ^  B'%^ 

•01 

IL    Que  fubílituindo  na  terceira  exprersão-^£'iB*' 

em  lugar  de  B'"  zí'"'6cari  B^^z^^''  <  -^  fi'ís^ 

-e  aíllm  fucceíllvamente  :    deíbe  modo  is  quantidades 


tii  '    E  t  B  M  ft  K  «r  é  f  '-' 

B'jB^^  B^z^^y  iS'"a«"',jB«vs«»v  &c.,  conftituiní6  htt- 
má  fcne  convergente  >  cuja  fowiM  krà  menw^  c|a<^a 

fomma  da  ferie  i  H-  ^  +  ^  •+"  'V  "*"  ^T"^  ^^* 
muItipKcada  por  £' »«',  e  por  coníèqiicBcia  menor  ( Nu* 
mefQ  723),  que  (,'7J)5'«''%  ou  (sÊi)^'^''»  "^^ 

fencto  «  ftm  limite  em  dimiftuição  >  também  — ^^  B*  sf\ 

e  com  muita  maÍ5  rawo  ^B! z>*'±B^'^\±B^''^'^ 
-h  &c.  fiarão  quantidades  íam  Emite  em  diminuição  \  lo- 
go (Numero  ójy)  fera  JS  o  limite  da  função  propofta. 

729  Se  os  expoentes  a\  a!'  ^  éí"  ^  it»^,  a^  forem  os 
termos  fuccciSvos  da  ferie  dos  números  naturacs  >  então 
a  função  propofta  fei4  B±  BTz  ^  B"  z^  ±  BI''  z^  ±  &<?. 
e  para  fazer  que  o  limite  das  iòmmas  dos  íèus  termos , 
menos  o  primeiro  ^  íèja  menor  que  o  limite  da  íbmma 

dos  termos  da  ferie  H-^-^--^ h-i--+-  &c.  multi* 

pfícadi»-  por  l^z  ,  ou  menor  quc..J^i8'j8>  attribui-^ 
4»qK»  %  s^hum:  valor  menor  ^(iw  ^  de  cada  huma  de£^ 

«as  quantidades  F?  >  |í^  >  ^ív  *^- 

.73P    Comoqualquei^fiinçao  àt>Zy  e  de  confiantes  íe 
pôde  fempre  reduzir,  ou  fuppôr  reduzida,  aefta  fórma 
£±;  J'«<±  fi''j5«''d;fi'''i5^"-4-&c., 
ou  m^fmo  particularmente  a  eíla 
Br±ff'z.±:B}'z^±R'*'z^:^Su:^ 
para  St  obter  a  exprefsao  dTfeu  limite  ,  b^âfta  fuppôr 
z=<f^.  p^is  que  deÔa  forte  lè  anniquila  a  parte  variável 
4a  n^efina  fuii^o^  que  Qonforme  acabamos  de  dcmonf- 
tfar,  nâo  tent  limite  em  diminuição  >  e  que  por  trato  fc 
deve  riicar  da  fua  exprefsâ<K  Sc 
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r^  7íl  Se^a  fuppofiçao  de  ic— o  aaniquilar  a  expoeí? 
«áo  da  fiiocão  de£,  cujo  limite  fe  pçrteade,  cfte  reíul- 
tado  quer  dizer  ^  que  a  dita  fuoçâo  aao  tem  limite  em 

diminuisáo  i  e  fe  a  reduzir  a  -^  ,  ou  em  geral  á  hum* 

cxprefsâo  fraccionaria,  cujo  denominador  (èja cifra,  ifto 

3uer  dizer ,  que  o  dito  denominador  nao  tem  limite  em 
ixdinuiçao  ,  e  logo  que  a  funçb  propofla  tâo  tem  li-i* 

mitc  em  awgmento.  Se  a  reduzir  porém  a  ^  ,  efte  rt^ 

filhado  quer  dizer ,  que  a  função  propoíta  exprime  a  ra- 
2ao  de  duas  quantidades,  cada  huma  dasquac$  nâotem 
limite  em  diminui^o  i  mas  como  efta  expreísâo  (Nu« 
mero  444  )  íempre  denota  erro  na  ordem  das  operações 
praticadas  para  íe  obter  o  refultado  ,  que  fc  pertende, 
{>óde-fe  inferir  de  mais,  que  nos  termos  dafun^oprò- 

S)ofta  ha  alguma ,  ou  algumas  operações  indicaaas ,  que 
e  devião  executar  antes  da  fuppofiçao  de  a  =  o,  eque 
depois  deíla  fuppofiçao  íètornão impraticáveis:  portan- 
to lerá  precifo,  que  primeiro  lè  realizem,  para  que  de* 
pois  fe  poíFa  obter  a  expreísão  do  Umice  ,  que  íe  per- 
tende.  ^ 

732  Do  que  temos  dito  íècollige,  que  99  para  de^ 
99  terminar  o  limite  de  huma  função  de  muitas  varia- 
99  veis,  das  quaes  humas  fejâo  capazes  delimite,  eou- 
3»  trás  íèm  limite  em  diminuição ,  íè  deve  fubftituir  na 
91  exprefsâo  da  função  em  lu^r  década  huma  daspri- 
yy  meiras  o  feu  limite  em  particular  ,  e  cifra  em  lugar 
.9»  de  cada  huma  d^$  outras  >»  por  quaqto  fubíUtuindp 
em  lugar  década  huma  das  primeiras  o  feu  limite  mais, 
ou  menos  huma  quantidade  ,  que  náo  tenha  linlitc  em 
diminuição ,  e  desenvolvendo  em  íêrie  a  função  propof- 
ta ,  ncíta  íerie  não  pôde  haver  fen^  termos  conftante^ , 
,e  termos  que  nâotenháo  limite  em  diminuição  :pracftes 
j)odem  difpôr-fe  pela  ordem,  fucceífiva  da  grandeza  dos 
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expoentes  de  cada  hutna  das  quantidades  ^  que  nao  tem 
limite  em  diminui^o  y  em  tantas  feries  auantas  forem 
as  ditas  quantidades  i  e  como  a  refpeito  ae  cada  huma 
deílas  icries  íèmpre  tem  lugar  a  demonftraçâo  anteceden- 
te ,  cada  huma  delias  pôde  fer  coníiderada  como  liuma 
fó  quantidade  ,  qiie  nao  tem  limite  em  diminuição  i  e 
.  por  confequencia  a  ferie  total  como  compoíla  de  hura 
termo  conílante  igual  i  íbmma  de  todos  os  termos  conf- 
iantes p  que  nellas  houver  ^  e  da  fomma  de  tantas  quan- 
tidades íem  limite  em  diminuição ,  quantas  forem  as  fe- 
ries mencionadas  i  donde  fe  iegue ,  que  para  ter  a  cx- 
prefsão  do  limite  da  função  propofta  ,   fc  devem  anni- 

ãuilar  as  ditas  feries ,  ou  ^  o  que  he  o  mefmo  cada  hum 
os  fèus  termos  j  ifbo  hc ,  cada  huma  das  quantidades , 
que  nao  tem  limite  cm  diminuição ;  e  como  he  indiífè- 
rente  fazer  efla  anniquilação  antes ,  ou  depois  do  defen- 
Yolvimeuto  em  ferie,  fica  evidente  a  legitimidade  dase- 
gra  alfima  exprelTada. 

733  Podemos  pois  dizer  em  geral,  que  o  limite  de 
huma  funcho  qualoiier  Fx  de  huma  variável  x  capaz  dè 
limite ,  he  igual  á  íunçSo  homogénea  do  ícii  limite :  com 
cíFeito  feja  a  o  limite  de  x^  fegundo  for  limite  em  ai>- 
gmento,  ou:  limite  em  diminuição  ,  poderemos  fuppôr 
x  —  a':^x'y{èndo  x' variável  íem  limite  em  diminuição; 
«portanto  fcrá  jRv=F(íí  ^ly) ;  mas  fendo F (a z^: x^) 
iiinção  de  hum  binómio ,  fcmpre  fè  pôde  fuppôr  defen- 
volvida  na  feiie  Fa-^  Ax^-^Bx^^  -H  Oc'*  -H  &c, ,  em 

3UC  JÍy  By  CyDy  ôcc  rcprefentão  differentes  fiin<j6es 
.  t  ay  c  por  confequencia  íerá  (Numero 732)  fim.  Fx 
:=zFay  mo  he,  lim.F;cr=FKm. ;!?•. 

734  Daqui  íè  feguc  que  »  o  limite  de  grandeza  do 
jy  limite  de  exprefsão  d!a  íbmma  dos  termos  de  qual- 
fj  quer  ferie  ,  he  igual  ao  limite  de  grandeza  da  lòm- 
>t  ma  dos  termos  da  raeíina  ferie  »  por  quanto  fuppon^ 
ido  fer  F  (4:  qpx')  o  limite  decxprcfsão  da  fomma  dos 
termos  da  ferie  Fm. 
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Fa  H-  Ax'  4-  Bx'^  +  CV  -f-  &c. 

he  Fa  (  Numero  733  )  o  fcu  limite  de  grandeza ,  eaca,- 

bamos  de  dèmonftrar,  aue  he  FazuYim.  F^aZ^x^). 

Eftes  dous  últimos  tneoremos  geraes ,  a  que  rcdluzi- 
mos  toda  a  Theorica  dos  limites ,  deverão  ficar  bem  im- 
preíTos,  viílo  o  frequente  ufo,  que  ao  diante  podem  ter. 

De  outras  feries ,  e  particularmente  das  Jeries 
reciprocas^ 

735  ÇE  tomarmos  duas  feries  taes,  como  porex- 
O  emplo  â  dos  números  naturaes 

i>  2  ,  3  ,4  ,  jr,  &c.,  n{Ay 

e  a  fegulnte. 

lèmpre  de  modo ,  que  cada  termo  da  primeira ,  v.  g»  4  ^ 

multiplicado  por  -  ,  íeu  correlpondente  na  fegunda ,  dê 

I  de  produdlo  ,  diremos  que  eftas  feries  sao  reciprocas 
entre  fi  :  por  tanto  chamaremos  reciprocas  aquellas  fe- 
ries ,  cujos  termos  geraes  são  números  recíprocos  en^ 
trefi. 

736  Continuando  com  a  ferie  5,  e  diminuindo  or- 
denadamente cada  termo  do  feu  predcceíTor^  fahirá 

it;>  7rí>  Tilí»  ^^'^  I.I/I-+-1)  (O 

de  forte  que  fazendo  fBz=,x^  tecemos  ÍC  zzx  ^^  $c 

-f-i_(i  :»H-  i);  o  que  àáffi  :»(»-hi))  =  ni 
(«-hl)}  com  cfFeito  luppondo  para  exemplo  «  =  3 1  vem 
4  -t"2  +  ^zr  -5:^=4  9  c^^o  ^^  M  realidade» , 


tt6  E  I.  K  M  X  »  T  o  < 

Dobrando  agon  cada  hum  dos  termos  defta  mefma 
ferie ,  refiilta  evidentemente  n-  i  h-  i-|-  &:c.  -f-  (z :  » 

■(«-Hl)),  ou/(j:»(»-t-i))s:2»:C»-t-i)  =  z 

y  (» :  («  -h  i)  )  j  ora  na  ferie  dos  números  triangulares  hc 

Tr: »(» -H  I) :»,  na  prcfcnte  vemos  r=  z :»(» -f.  I) , 
he  pois  efta  reciproca  daquçlla ;  e  o  feu  fommatorio  igual 
a  2n:(a-\ri)i  exprefsâo,  cujo  limite  hc  2 ,  fuppondoj» 
&m  limite  em  augmento. 

AÍIim  como  iT  dá  zS,  aifim  aT  deve  dar  aS;  Io> 

go  qualquer  qué  feja  o  valor  de  #  , .  teremos  fia  :  n 

(»^0)='/(i:«(»+i))=*»:(»-hi);oque 
dá  Um.  S:=:a. 

Jlj    Da  mefma  forte  que  na  ferie  recipTOco-natural , 
que  por  outras  razões  também  fc  dcaomim  ferie  òarmo- 
mca,  tiramos  de  cada  termo  o  fcu  immediato,  poderia- 
mos  tirar^he  o  feu  pofto  immediato  ,  ou  qualquer  ou- 
tro i  ou  ainda  tirar  dafomma  dequaefqucr  delles  afom- 
•ma  de  outro  igual  numero  de  tennos  i  com  tanto  que 
efta  operaí^o   fe  praticaíTe  conftantemente  debaixo  de 
■huma  lei  mefma :  os  refultados  formariâo  fempre  novas 
feries,  cujos  fommatorios  dctenninariamos  cora  facilida- 
de; e  por  confequencia  os  daquellas,  cujos  termos  fof- 
fem  equimultiplos ,  òu  equifubmultiplos  das  calculadas ; 
ou  que  foflèm  comportas  por  fomma ,  ou  fubrraccao  def- 
'<as ,  e  de  outras,  cujos  fommatorios  conheceflemos :  he 
evidente  ,  que  nefte  ultimo  cafo  devera  obter-íè  o  fom- 
matorio da  ferie  final  ,  compondo  os  fommatorios  das 
4èries  primarias  do  mefmo  iflodo,  porque  eftas  fecom- 
puzo^o,  a  fim  de  formarem  a  ultima*  ferie. 

Para  ewmplificar  o  que  fica  dito  ,  voitemos  4  fe- 


no 
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ric  By  e  de  caâa  ierjno  St&  tirano^  o  poítiAimçdiâco  a 
elle  i  acharemos 

ri>  A>  ri'  *^''  ;rutT^(^y 

ciijo  íbmmátorió  deve  fer  x—x+  i  +•  t  —  (r  :  (lí +- 

0)-(i-  (»-*-^))  =  'í-(^^«-^-  3)  ^  ("-^O 
(;!r-h2)  =  (3««-1-y»):2(«-í-i)(»-+-2)i  de  fone  que 

fuppondo  »=  3  >  teremos 

*        ^^,   jS V^^^L!  —  — 

Será  pois  gerakcente  fallando  /(a :  (/f  -H  2)  »  )  =  •;  # 

y*(2:(»-V-2)»)  =  -j  tf  (7  _2»-H3:»-t-íXÍHP2) 

e  o  feu  limite  igual  a  3^. 

Exemplo  i.«  Dá  fomma  de  cada  dous  termos  coa- 
fecutivos  da- ferie  B  tire-fe  adosdous  fcus  immediatos^ 
c  teremos 

1.  2. |. 4  '    a.  |. 4*  5  *  *  '^ *  «.n-^  i.n-l-a.^i-f"!^ 

cujo  Ibmmatofio  ^deve  fer  ^ 


I     .         I        .        1 


__L->  —  1  i  —  ( 4n*  +  "^"rt-^-r,.. )  ,  cujo  limite 

Es- 
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'     Exemplo  3. •  Tome-fe  agora  a  íèrie 

cujo  termo-^eral  lie  wn-  (n--i)r-h(a:c)(2:  («• 
^~  ^)  )  i  decompondo-a  nas  duas 

wf,    w-t-r,    w-+-2r,...,    m-H(»  — i)r 

«  tf  «  *  s 

c  achado  o  fommatorio  da- primeira  =-i  »(  2?»  -H  (» 

—  i)r),  o  dafegunda  =  (^:r)x(2»:(/r4-  i)), con- 
cluiremos bem  evidentemente  ,  que  o  da  ferie  propoíía 
equivale  a 

'    738    Voltando  á  ferie  dos  números  reciproco-trian- 
gulares,  cujo  fommatorio  achamos  igual  a  ift:  (n-i-  ly^ 
cdiminuindo-Ihe  ordenadamente  a  cada  termo  o  feu  con- ■ 
fequente^  íàhirá 


•2+.ÍH-&C.4- 


multiplicando  pois  cada  termo  por  | ,  fahe  a  ferie  i-e- 
ciproco-piramidal 

Nefta  ferie  temos  Trr  1.2. 3  :  »(»-t- 1 )  («4-  ^  )  ^ 
e  por  confequencia  fcm  limite  em  diminuiçto  ,  quando 
»  Jb|e  fcm  limite  cm  augmento  ;  o  limite  potéin  dò  feu 

ter- 
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termo  fommatorio  4^=3»  (»-h  3):  2(^4- i)(»-4-2), 
na  mcfma  hypothefe,  he  -i  =  i  -i-  -i  • 

739  Partindo  agora  da  ferie  precedente,  e operando 
por  hum  modo  análogo,  virá 

-  -t-  occ.  -h- «^„^.,)  (« ^.  2)  («4- j)  —  ("4-0  («4-2rF=FT)  "^ 
donde  multiplicando  por  -•  refulta 

o  1.2.?. 4  ^4«(n^4-6»4'»i)        Zf 

I-HÕCC.  H-  n  («+i)  («+2)  («-h5 j  —  ,  («+ 1)  («4-2)  («-^5)  ^"^ 

ferie  onde  temos  lim.  J"  =  -^  =  i  4-  -r  . 

740  Vê-fe  por  tanto  claramente,  que  a  continuação 
deftas  operações  deveria  conduzir-nos  com  igual^  facili- 
dade ao  conhecimento  dos  fommatorios ,  e  fcus  limites , 
de  todas  as  feries  reciproco-íiguradas. 

741  Fazendo  o  fommatorio  dos  números  inverfo- 
naturaes  =(p'»,  dos  inverfo-tiiangulares  zr  ^''  »  ,  dos 
invcrfopyramidaes  zz(f)^'n^  &c. }  c  notando  bem  o  mo- 
do como  forão  determinados  os  ditos  íbmmatorios ,  con- 
cluiremos; que 

Ç)"/r  =  7  (^'»— <f>'(»-l-i)+i) 
fèrá  pois  generalizando 


esptef^o  ,  que  facilmente  dará  o  íbmmatorío  de  qual- 
quer das  feries  reciproco-figuradas  ,  íubítituindo  çor  ê 
o  numero  do  lugar  que  ella  occupa  ,  contado  deídc  a 

ferie  harmónica  i  -^"  -;  -•"  4  -4-  &c.  incluí! ve. 

742    Todavia  nefta  ferie  harmónica ,  ondç  Tz=.  -j  , 

ifto  he ,  onde  T  he  fem  limite  cm  diminuição ,  quando 
n  não  tem  limita  em  augmento  >  o  íèu  íbmmatorio  S 
nao  conJiece  limite  era  augmento  i  de  modo  que  porelle 
lado  vem  a  diifèrir  de  todas  ajs  mais  íci;ics ,  que  deriva^ 
mos  delia. 

Para  o  demonftrarmos ,  tome^lè  qualquer  tcnno  ^ , 

ç  o  feu  immediato  — ^ ,  formando  com  ambos  a  pr(h 
grefsao  geométrica^ 


(«4-ir    (»  +  i)í 


&c. 


até  que  cheguemos  a  hum  termo  n^\  (»-H  i)*»+'ino 
nor  do  que  i :  «* ,  oque  femprq  he  poífiveL  por  nao  ter 
limite  em  diminuição  o  termo  geral  de  qualquer  pix)- 
grefsão  gcometiica  decrcfccnte»  Seja  pois  «f» :  (»-i- 1)*""^' 

=  1  :  rn^  ^  fera  r>  i ,  e  teremos  S—  ^-XT  X^ 

(»+i)-  i^  :  rfr=  i  -4-  ^^^( Numero 718),  oquedi 

J  >  I  ;  mas  fe  coordenarmos  a  ferie  harmónica,  e  a 
dita  progrefsâo  geométrica  ,  transformada  pelo  modo 
fçguinte  ,  fazendo  corrcfpondentes  os  feus  termos ,  fe- 
rindo moftraoiQs  agora 
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'        '  '  '     ,&c. 

— :  kc. 


II  I 


claramente  lê  verá  ,  que  cada  termo  da  ultima  lèrie  hc 
menor  do  que  o  feu  correfpondente  na  primeira ,  excepto 
os  dous  do  principio  y  que  são  iguacs  reípeâivamentc ; 
mas  o  íòimnatorio  4a  progrefsão  he  >■  i  ;  logo  com 
mais  razão  fera  >  i  o  fommatorio  da  primeira  ferie ; 
notando  agora  ,  que  o  numero  dos  termos  defta  ferie 
inâo  tem  limite  em  augmento  ,  concluiremos,  que  tam- 
bém não  deve  ter  limite  em  augmento  o  numero  de  i , 
que  delia  podemos  extrahir  pela  forma  precedente ;  c  lo- 
go a  mcfma  ièrie  fcrá  íèm  limite  em  augmento ,  como 
le  pertendia  demonftrar, 

743  O  mefmo  acontecerá  quando  em  lugar  da  ferie 
harmónica  mencionada  ,  tivermos  outra  qualquer  ,  tal 
como 

porque  ncfta  fcrá  S=  -  ^H-  -J  +•  -  -+-  &c.  4--^) ,  e 

por  tanto  (Numero  631)  fem  limite  em  augmento , 
quando  n  o  for  também. 

744  Pois  que  os  limites  das  referidas  fommas  dos 
nmneros  rcciproco-figurados  ,  não  entrando  a  ferie  har- 
mónica ,  a  qual  chamaremos  bafe  das  outras  ,  são  por 
fiia  ordem 

fcgue-fe  ,  que  o  limite  da  fomma  de  todas  cilas  Ibm- 
mas,  que  CNiuijçro  732)  deve  equivakr  á  fomma  dos 

limites  de  cadg  huma,  lerá  ;^-h  H-^+^-j+^-j-*" 

Ru  &c. 
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&c.  -H  (i : ») ,  fuppondo  »  zz  ao  numero  das  fommas  r 
por  tanto  fe  n  for  ícm  limite  cm  augincnto  ,  a  Ibmma 
das  fommas  também  fera  fem  limite  em  augmento. 

745  Para  maior  geoeralidade  fupponhamos ,  que  fc 
pertende  contemplar  lõmente  a  íbmma  dos  limites  das 
ièries  que  reftâo  ,  quando  ás  do  numero  precedente  fe 
tirão  os  primeiros  n  termos:  nefte  caio  íèrá  o  limite  da 
primeira  r:  z  —  [2» :  (»  -H  i)]  =  2  :  (»  -h  i);  o  da  fegunda 

-\{i-n(p^l)  :  (»-hl)(»+2))  =-i  X  I.  2: 

(»-H  I)  (« ■+-  2)  i  o  da  terceira  zz  -^  X  i.  2.  3  :  (»H- 1) 

(^+-1)  (»-H  3)  j  &c. ;  e  logo  a  fomma  dos  ditos  limi- 
tes >  ou ,  o  que  íxt  equivalente  ^  o  limite  procurado  feiá 

&C. 

fubftituindo  "pois  em  lugar  de  n  os  números  i ,  2,  J, 
4 ,  &c.  teremos  as  íè.ries  que  fucceífivainente  reprcfeijiâo 
o  meímo  limite  ,  ouando  ás  propoftas  íè  tirão  os  pi> 
meiros  '1,2,3,4  occ.  termos. 

746  A  fim  de  íè  deícubrir  com  mais  facilidade  o 
valor  do  limite  da  expreísão  precedente  notemos ,  que 
fqndo 

l-hi,  l-H^,  i-h  -J„H-i^&c. 

a  ferie ,  cujos  termos  fuccefllvos  exprimem  os  limites,  de      1 
cada  hum^  das  ièries  primitivas ,  fe  tirarmos  a  eílas  os      I 
feus  primeiros  termos  ,  a  dita  ferie  dos  limites  devcii 
leduzir-fe  a 

i4--j4--j+^+&c. 

cuja  fomoia  vimos  já  ^  que  não  adrnittiâ  limite  em  ^^      1 

gmenr 

i 

I 
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gmento :  fe  agora  lhe  tiramos  ainda  os  íègundos  termos 
das  primitivas  na  forma  feguiute 

5        4        j        6 
oreao        j^l+l^  +  l  +  l^&ccil) 

duplicado  dá       i-H-^-H-j  +  To -*" íj "*"  &c- 

cujo  limite  he  evidentemente  igual  a  3  i  e  por  tanto  o 
da  precedente  fera  -j . 

Se  agora  da  ferie  I ,  cujo  limite  =  ^y  tirarmos  os 

terceiros  termos  das  feries  primitivas,  os  quaes  tercei- 
ros tatnos  fbrmâo  juftamcnre  a  ferie  dos  números  reci*- 
proco-pyramidaes  ,  menos  os  fcus  dòus  primeiros  ter- 
mos 1 4-  -  ,  e  que  por  conlequencia  tem  de  limite  z 

r-  7  =  -  ,  a  ferie  refultante  terá  por  limite  4  -  •-  =^ 
ç 

Paífando  agora  a  tirar  femelhanteoientc  os  quartos 
termos ,  c»jo  limite  deve  fer  -^  ~  i  =  -^  ,  o  limite  da 
mefina  fomma,  depois  de  abatidos  eftcs  quartos  termoy, 
fera  j^ •;j  =— ,  &c,  r  de  modo  que-  a  grandeza 

(4-3)  [ í-2*  3  =  («-+•  O (»+  2) (»+  3)]  +  &c- 

Sup- 


134  Elementos    * 

Suppondo  »  =  I  não  tem  liihite  em  augmento 


7.  h 


/ 


nzzi  tem  por  limite  -  rz  -~~ 
7;i  "^-3 -5:T--irr 

T'  '5  -  ^^  »  =  c -i-  =  il^  &c. 

donde  fe  condue,  que  em  geral  temos 

> '  - '  '  '  ^  747    Vimos  (Numero  739 )  que  1»  :  (;!r-+- 1)  z:  f 

.  (2:»2  +»)  ,  logo  «:(»4-  l^mJ^Ci  :»*-!-»);  fubíli- 
tuindo  agora  /í—  1  em  lugar  de  n  ,  teremos  »  -  i :» 
=  4^(1 :  »*  -  »)  >  donde  fe  tira  lim.  <? (i :  «^  —  »)  n  i . 

748  Tornando  ás  formulas  dos  números  736,737,1 
notemos,  que  fe  década  termo  fe  tirafle  óque  dellc  dif- 
la  a  quantidade  a  y  fendo  a  hum  numero  inteiro ,  tería- 
mos o  fommatorio  da  ferie  refultante  =1:  i  -H-^  +7-^ 

&c.4-(i:í3r)  — (I:»-HI)-^(I:.»4-2)-'&c.- 
(I  r^-H»");  epor tanto  fe  fazemos  nzzzN—b^t  n-^a 
=z  N-^-  èy  feguir-fe-ha,  que  nas  feries  onde  íTfor  da 
fórma  m:  N^  —  b^  fera 

aíEm  quando  m=.bz:ii  ^  concluiremos  que 

illo  he,  que  na  ferie  onde  r=  i :  ( Jff*  - 1),  ounafe- 

ric 


\  1  - 1 
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rie  leibnitziana  -^  ,  -^  ,  ^  ,  &c.  o  que  he  o  mermo ,  te- 
mos S=(^N-  I)  (3  N-h  2) :  4N(N-h  I)  ;  donde  re-- 

fulta  lim.  «y,  ou  lim.  i  -+-  i  -f-  -  -4-  &c.  =  -  . 

í        5       15  4 

Sendo  wi  z;:  i ,  í  n:  2 ,  achariamos  T  =1,1  :  A"*  —  4  > 

a  ferie  vinha  pois  a  fer  -  -4-  -i  h-  -  4-  &c. ,  o  mefmo 
que 


-h&c.  =  -i--^:r^-^&c. 


e  o  fcu  Ibmmatoria 

e  lim.  íT  rz  25  :  12,. 

749  Tem-fc  moftrado  como  ,  lendo  conhecidos  oy 
íbmmatorios  de  quaefquer  feries ,  fica  fácil  aílignar  o  de 
outras,  cujos  termos  ícjão  ou  equimultiplos  ,  ou  equi- 
fubmultiplos  dos  termos  das  primeiras  i  e  também  da- 
quclJas  ,  cujos  termos  forem  formados  dos  termos  das 
primeiras  ,  compoftos  entre  fi  por  meio  de  quaefquer 
fommaj,  ou  fub tracções ,  com  tanto  quecftas  íígão  íem- 
pre  huma  lei  mefma  em  cada  compofiçao  j  moítrou-íc 
mais  y  que  nos  fica  igualmente  fácil  ^  ainda  mefmo  íèm 
conhecer  o  fommatorio  de  huma  ferie ,  determinar  o  de 
outras  que  emanem  delia  ,  ftibtrahindo  os  feus  termos 
huns  dos  outros  com  as  condições  apontadas  em  os  nú- 
meros precedentes  ,  o  que  nos  conauz  a  refolver  entre 
muitos  o  Problema  feguinte :  »  Determinar  o  fommato- 
n  rio  das  diíFerenças  de  qualquer  ordem  de  huma  ferie 

»  da? 
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99  dada ,  na  qual  he  fomente  conhecido  o  termo  geral  n ; 
agora  poderemos  ainda  accreícentar,  que  o  melrao  me- 
thõdo  pôde  íèrvir-nos  para  determinar  o  fommarorio 
das  feries ,  que  emanâo  de  huma ,  cuja  fomma  conhece- 
mos ,  compondo ,  ou  decompondo  os  íèus  termos  entre 
íl  por  meio  de  quaefquer  fommas  y  ou  diminuições :  fc- 

ja  por  exemplo  dada  a  ferie  -  -h  -j  -H  -  H-  &c.  -H  i : 

((»H-i)«  —  i)  onde  S=n(^n-h^):4.  (»-M) 
(  ;íí  -h  X  ) ,  e  fupponliamos  que  fe  pcrtenda  o  fommato- 

rio  da  ferie  li-h^-h&c.  H-  ((m^  H-  6»-í-3)  :» 

(»J  -H  6»^  -f- 1 1»  -I-  6)  ) ,  que  fe  obtém  fommando  or- 
denadamente cada  dous  termos  confecutivos  da  primei- 
ra ferie  :  a  forma(^o  da  mafma  ferie  ^  &c.  fará  conhe- 
cer cora  a  maior  evidencia ,  que  o  feu  Sz=^  [zn  (3»+ j)  • 
4(»-hi)(»-h2)]-í-[i:?T2*  — i]-  ^^=n{iÃfl' 

-H  60»  -H  5*8)  :  12  («  4-  l)  («  4-  2)  (»  4-  3)  ;  ora  o  ixá- 
mo  que  fc  praticou  com  efta  ferie  relativamente  aocafo 
propolto ,  pode  applicar-fe  a  qualquer  outra  nas  m^^^^^ 
circunftancias  ,  e  ampliar-fe  íemelnanteinente  aos  cafos 
femelhantes  ;  por  tanto  fica  reconhecida  a  verdade  da 
noífa  aíferc^o  y*  a  qual  efperamos  fe  entenda  applicada 
ao  mais  que  para  o  diante  lhe  poíTa  convir. 
750    Alfim  como  fcm  o  conhecimento  precifo  do 

Ibmmatorio  da  ferie  i-h -^  -H -i  +•  &c-  determinamos 

os  de  tantas  feries  que  delia  deduzimos^  afllm  também 
fem  o  conhecimento  precifo  do  fommacorío  da  ferie  re- 

ciproco-quâdrada  i-H  «^  •+- -^  H- &c.  -H-^  ,  podere- 
mos determinar  os  fonnunatorios  de  outras  muitas  feries 
femelhantemente  deduzidas  deíla  >  por  quanto  fuppondo 
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teremos  {-^^-^^^^-^rir^T^^'^^'^  r}~:i 

a«  -í-  I        yifn  4-  a) 


fcrá  pois  o  refto  ^ 


c  por  confequcncia  lim.  77^  +"  A  -+*  &^  =  i  • 
7^1     Se  tilamos  femelhanteraenic  da  ferie 

agrandeza  -  -H  -n:  -*-  ^+-&c*-*-  ,    /  .t  =  "^""-^ 

€  por  tanto  lim.  iT  =  -j  . 
752    Segue-fe  do  numero  precedente,  que 

âzendo  agora  »  -4-  i  =  N*,  teremos 

Ott  o  que  he  o  meíxno 


mos 


J38  Elementos 

75" 3     Rcíleélindo  fobre  o  modo,  porque  detamina- 

concluiremos  ,  que  íèmpre  fera  poílivel  determinar  por 
hum  modo  femelhante  o  íbinmatorio  das  feries  aonde  T 
for  da  forma  (  (»  4-  ay  —n^):n^(n-^ay\Q  mais  ge- 
ralmente os  Ibmmatorios  das  feries  aonde  T  puder  ler 
reduzido  á  forma  c  {(n-^ay  —  n""):  n^  (p'\'ay  . 

754  Também  fera  fácil  determinar  S  aonde  for  T 
rr  r :  («2  +• »  — a^  ±ià)  ;  pois  bailará  fazermos  n — a 
±:izzNy  c  2a  q=  I  =:  C  ,  para  reduzir  T  á  forma  r : 
N^  -H  CN ,  o  Quc  nos  levará  a  operações  ideoticas  ás 
dos  números  736,  737. 

7^^     Se  tomarmos  agora  huma  ferie  como  a  fcguintc 

14-  -i  -i-  ^  +  &c.  4 í— .  =  iP 

tirando-lhe 


9  M  49  ÍW-*-i)^  (2/1  +  1)^ 

teremos 

±.^j6__^^^kc.^ ^ ilt±:^ 

1.9        9-25  25.49  (2;j-i)^  (a/j-i-i)*         («»+i)* 

€  por  tanto  he  / -i2 =   r-_L_  — 

-^"^"-^'1,  o  que  dá  /^ 2 M"  "^ '^   =  í^ 

Coo- 
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75'6  Continuando  com  o  numero  precedente,  pode- 
ríamos aífignar  qualquer  dos  três  fommatorios  ícguin- 
tes 


«V  ((«+0  («-t-i)--)' 


((a-HO»-»)»  ((a-í_,)(..4_í)_-<,)« 


f- 


75'7  Interpolando  os  termos  da  lèrie  reciproco-na- 
tural ,  aífim  como  temos  feito  com  a  reciproco-quadra- 
da ,  viríamos  a  concluir 

/; hcd 

758  Se  com  as  feries  ,  cujos  termos  forem  da  for- 
ma a:  n"^  ^  fizermos  operac6es  fimilhantes  ás  que  ficão 
praticadas  com  a  ferie  aonde  cUes  são  da  forma  a:n^  y 
tiraremos  igualmente  confequencias  fimilhantes  j  c  o  mef- 
mo  acontecerá  com  as  mais  feries  dos  números  rccipro- 
co-figurados. 

75' 9  Pofto  que  não  Ibja  tão  facil  defcubrír  os  fom- 
matorios dos  números  reciprocos  aos"  quadrados  ,  cu- 
bos, &c.  com  tudo  fempre  diremos  alguma  couíà  aef- 
te  refpeito  j  para  o  que  voltando  á  ferie 

4        9  »« 

confiderono-Ia  dividida  nas  fcguintes 

Sii  I 
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l4-^-H^4-^-^&c- 


«5  loo"*"  4oo"^i6oo    "*"*^^» 

e  achando  os  íbmmatorios  parciaes  de  cada  iiuma  dei- 
tas feries  (Numero  718)  ,  a  fomma  dellcs  mollrará  o 
Ibmmatorio  total  pedido. 

760    Querendo  alfignar  os  limites  defte  Ibmmatorio, 
notemos  ( Numero  723  )  que 

4    '6    64  5.1 

9    J6    144    576  j.9 

lim^ -Lh-^  +  —  H- --4- &c. --^ 

25    100  ^  400    1600  ^^  ^^^'  —  j.íj; 
&C. 

donde  lê  conclue  lim.  i  h-^-h-Í-í^  —  4-— -h&c 

4  9  16  25 

=  7(H-^H-^-í-:^-l-&c.)i  o  que  dá  lim.  i-P 

7 -H  ^  +  &c  =  i  lim.  r . -H  ^  4- ~  4- j^ -h  &c ,  ift» 
he ,  que  o  limite  dos  reciproc(Hjuadrados  impares  qtMf 
vale  a  ;J  do  limite  de  toda  à  ferie  j  e  por  confequencia 

he 
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he  o  limite  do  rcfto  i-H  -^  -H  -í-  -í-  &c.  zz  -^  do  limite 

4  J6  4 

de  toda  a  mefma  ferie. 
761     Sc  generalizando  iàzemos 

x=  -^-h  -^ — I — ^  +  &c» 

gin  ^  j»i 

5 odoremos  ^  íêguindo  hum  methodo  análogo  ao  prece- 
ente,  achar  o  valor  de  x^  e  o  do  feu  limite:  comef- 
feito  íupponliamos 

•^  ji»  -Uf  «m 

fera*— j(=  -^H — i-^ — ^H-&c. 


-h&c 


^OT      ,^  2"*  .  a"*  a'"  .  a^' 

logo (x -j^)  2"^  =  -^  4-  ^4-  &c.  =x 

donde  lefulta  ;tf  — y  :  x  ::  1  :  2"i  o  que  dá  ;tf  :  jf  : : 
2»  —  I  :  I, 

Daqui  facilmente  íe  deduz ,  como  he  poíHvel ,  achar 
muitas  vezes  a  razão  dos  limites  de  algumas  quantida- 
des ,  ainda  antes  de  conhecer  o  valor  albfokito  das  mef- 
mas  quantidades. 

762  Fadando  ás  feries  rcciproco-arithmeticas  ,  cujo 
termo  geral  fe  pôde  fuppôr  rcpreíèntado  por  i  :  p-^-r 
(  «  —  I  )  ;  quero  dizer ,  cujo  termo  geral  he  fem  limite 
em  diminui(^o ,  quando  n  fe  fuppòc  fem  limite  em  au- 
gmento  ,  nada  mais  faremos  por  agora  do  que  remet- 

ter- 
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termos  a  algumas  reflexões,  que  ao  diante  lehão  de  en- 
contrar fobre  os  fommatorios  de  algumas  delias  ,  dos 
quaes  fcrá  fácil  paíTar  para  os  das  iuas  equimiiltiplas, 
ou  equífubmulciplas. 

Para  profcguir  feria  efte  o  tempo  de  fallar  nas  feries 
reciproco-geometricas  y  porém  como  ellas  são  cambem 
geométricas ,  evitaremos  repetições  ,  calando-nos. 

763  Entremos  pois  aconfiderar  prefentcmentc  as  fe- 
ries de  forma  fi-accionaria  ,  em  aijos  termos  os  nume- 
radores 5  e  denominadoi'es  figão  quacfquer  progrefs6cs 
arithmeticas ;  feguc-fe deftes  dados,  queofeu  termo  ge- 
ral deve  fer  huma  grandeza  da  forma  f/'  -H  (»  —  i)  d]' 
[/>'  -h  («  -  I)  íí'] ,  é  por  tanto  fe  »  for  íèm  limite  cm 
augmento,  fera  lim,  T:=zd:(P  i  ifto  he  ,  igual  á  frac- 
ção ,  cujos  termos  sao  os  expoentes  das  mefmas  progrcf- 
sões. 

A  rcfpeito  do  feu  fommatorio  referimo-nos  ao  nu- 
mero precedente  ;  advertindo  todavia  ,  que  fuppondo 
fcmpre  n  lèm  limite  em  angmento,  lè  for  ^  \  p'y  à\ 
d' ,  a  ferie  deverá  fer  convergente  ,  c  a  fua  íbmma  > 
nd:d'  ^  pois  que  nd''^d'  feria  olbmmatorio,  quando  ca- 
da hum  dos  termos  foíTc  igual  sl  did'  j  mas  nd:  i  nao 
tem  limite  em  augmento  ,  logo  também  a  dita  fomma 
não  tem  limite  em  augmento-  Se  pelo  contrario  liveífe- 
mos  d\  d^^p\p\  ainda  a  fomma  fciia  fem  limite  em 
augmento,  pois  que  então  deveria  fer  }>  np\f  -i  quan- 
tidade que  não  tem  limite  em  augmento. 

764  Suppondo  que  os  denominadores  figão  progref- 
sões  aiithmeticas  ,  e  os  numeradores  progrefsões  geo- 
métricas i  vem  a  fer,  fuppondo  T  =.  pr^--^ :  [/  +  ^ 
(n — i)]  ;  d<*monftrar-íè-nia  por  hum  modo  fcmelhan- 
te,  que  n  fem  limite  em  augmento  dá  Tfctn  limite  em 
augmento,  e  logo  com  maior  razáo  o  fcrá  J;  tudo  na 
hypothefe  de  fer  creícente  a  progrefsão  geométrica :  alias 

nao  fuccederia  o  que  fica  mencionado. 

Nas 
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765  Nas  mefmaç  jiypothefes  do  numero  precedente 
lupponha-fe  T=[p' -^ à' (» *^ í ) ] •  P^*" "^ '  i  ^^^^o  di- 
zer ,  fupponha-lè  que  na  lèrie  propelia  os  numeradores 
feguem  buma  progrefsão  arithmetica ,  c  os  denominado'- 
res  huma  progrefsão  geométrica  j  rcíliltard  que  T  deve 
fer  fem  limite  em  diminuição, 

76Ó  Para  determinar  os  fommíitorios  deílas  ultimas 
feries  notemos ,  que  lendo  nellas 

c  podendo  confcquentemente  decompôr-íè  em 
El-JL  ^  ^HL,  —  Lr£  y  — í ^-i'  v !L^ 

tudo  pois  íè  reduz  a  determinar  o  fommatorio  da  íèrie 
aonde  T=n:  r»-'  i  ou,  o  que  he  o  inelino,  a  deter- 
minar o  lòmraatorio  da  lèrie 

íèja  por  tanto y(»  :  r«-')  =  »  ,  c  teremos y[(»: 
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r»-»)-  (»-Hi:r»)]=i  —  ((»-!- i):r»),  o  que 
ékflirm  -  «  —  1)  :  r'  ]  =  (r»  —  »—  I )  :  r«  i  logo 

fiCrn-  »  -  I): r»  ]-i-  /(r: r»  ),  ou  flirn-^-r  - 

n  —  i):r')  o  mefmo  que  fi(r—  i)  (« -t-  i) :  í"  ]  = 

[(r'— *  -I)  :  r»]  -+-  (r»  — I)  :  (r»  — r»-')  = 

(ir-«-t-i_r'  — »r-2r-t-»-4-i):r^  (r— i)j  mas 

y[(r-r)(»-Hi):/*]=:(r-o/[(»-»-i)-'"l 

temos  pois  f[(.«-^i)-r''\  =(xr"-»-«-  r»—»"- 
ar-h » -4- 1) :  r»  (r— •  I )» ,  donde  fe  fègue,  que  dcre 

(r—  I  )•  ]  -H 1 ,  ou  finalmente 

Para  defcubrir  melhor  efta  ultima  exprefsâo,  lembrcnw- 
nos  que /[(« :  r'- «)  -  (» -h  I ) :  r«  ]  =  !.-((»+ 1)' 

r'»)=/"(»:r«-»)-/((«->-i):r«  )=/(»:'*'•') 

--(ir'+"  — r»-  ar— ir-í-*-t-i)  :  r«(>'''-i)'> 
donde  fe  tira 

/w        ««•"•*'* ->^  .-«r-lr-4- n-t-.l  "-M  +  I 

iàzendo  as  operações  indicadas,  e  reduzindo  i  virei&os 
a  ter  a  formula  mencionada* 
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7<$7    Agora  tonos  íèm  duvida  o  fommatorio  do  noA 
to  Tf  ou 

768  Acharemos  femelhantemente  òs  íonunatoriâii. 
das  feries  compoftas  de  termos  fracdonários ,  cujos  de- 
nominadores eftejâo  em  progreisâo  geométrica,  e  cujos 
numeradores  fejSo  quafqucr  potencias  dos  números  na« 
turaes ,  ou  feus  equimultiplices :  proponha-fe  para  exem- 
plo aífiguar  o  valor  de/*  (»«  :  r»  -  »)  i  t&emosJ^(»* : 

^-.  t  )=  f((n-^  ly  :  r«  )  -H I  —  (  («-t- 1)«  -r*), 
c  por  coníèquenciayC»*  cr»-»)  — /*  í(n  4-  i)« :  r«  ) 

r«  )  —f((iff-hi)  'i^)i  donde  rtívXi^  f(ifi  (t —  i ) : 
r»  )=[(r"— (»-+-i)»):r«]-4-y((2»-hi):r")  = 
[  (r«/(«-+-i)*):r«]-h[(ar«-í-»  — ar»  — ar-h2«) 
:r*  (r  — i)«]-h[(r*— J):  r"  C—i)]  =  [('*-*■  * 
+  r«*+''  — r3(«+x)>  +  r(2>!r«  +  a»— i)  — »»)  : 
r«  (r— 1)«  ]=^i  logo  he  f(ti* :  i-» )  =  ^:  (r  —  i) ; 


t4tf  E  t  i  M  «  if  t  é  • 

769  Agot^  poderemos  também  detenninar  os  lom- 
matorios  das  íèries  com^ftas  de  termos  fracdonarios, 
cujos  diínomiaadores  dkj^o  em  pregrefsâo  geométrica , 
e  cujos  numeradores  figao  qualquer  Icrie  dos  números  & 
gorados^  oufeus  equimittiplices.  Sqja  parae«empÍo  p^ 

dido  òy^da  fèrít,  ohdfer=4  X  f  («r^  4-Jír)  :  íl«-»} 

he  dare»  que  tudo  fe  reduz  a  calcular  ^  fOi^  '^^)- 

r«-«)i  mas  r(ir*-hir):t«-«)  —f^^  •  ^''')  "*" 
r(ir:  ^""-^  >),  eftes  dous  fommatorios  sao  dados  pdoí 

nuinirrc»  precedentes ,  logo  temos  eiibéli?aitient«  lefolrí^ 
do  a  queflâo  propoíla :  claro  he ,  que  pelo  mefino  me* 
thodo  fé  jpod^o  reíblvbr  as  ftias  aioalogas. 

770  Efcufaraos  dizer ,  que  eílamos  chegados  a  po* 
der  talaibr/ondc  forf=(*í5r«Hh  hm  -±0^  i&c)í 
if^±^  i  e  que  com  maior  prefteza  poderemos  aíCgnar 
o  lim.  dfefte  yi 

771  Paflando  pois  i  ferie  onde  2"=  i :  i.  2.  J*» 
•  •fiy  íer-nos-há  fácil  detentainar  os  fixnmatoríos  de  oo* 
trás  que  fc  formem  delia  ,  fubtrahindo-lhe  a  cada  ter- 
ino  o  feu  immêdiato^  ofeu  poft-immediato ,  eailfoi  p^ 
diante  :  ifto  he,  fer^nos-^ha  fàdl  determinar /aonde  T 
fòT ,  ou  pudcx  fer  reduzido^  a  algunsa  das feguíiMs  ^ 
mas 


i.a.j.4  .  .  .  ♦  (»"♦•«> 
x«  a»  j/4  •  .  •  •  (**•  I } 


lic. 
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e  logo  tatnbera  os  fomniatonos  dos  fcus  equimultiplos , 
ou  das  fuás  íbintnas,  ediffcrenças.  Para  exemplo,  fuç- 
ponhamos  que  fe  trate  de  acliar  o  íbmmatorio  da  ferie 

%a-fe  -7  H-  ífí  •+-.  ..4-  rrÍTTS  =  * 

I  -  rrríhrTJ  dottd^  «finita  Um. -i  H- ^ -h  ,^ 


-h  &C  =  I. 


t. }.  t 
772    CooOderando  ultimamente  a  íêrie 

cujos  termos  são  fraccionarios  ,  alternativamente  pofiti- 
vos ,  e  negativos ,  dos  quaes  tanto  os  numeradores  ,  co- 
mo os  denominadores  fcguem  quaefquer  progrefsôes  ari- 
thmeticas ,  poderemos  comparar  o  leu  fommatorio  cora 
o  de  liuma  progrefsão  harmónica  ,  que  tenlia  a  forma 
íèguinte 

por  quanto ,  fe  determinarmos  as  difFércnças  dos  termos 
próximos  em  cada  huma  das  feries,  acharemos 

TU  ad 
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md^^c  .  ed 


**  -hírf 

*!»  +  W 

«d -te             ^j 

ed 

>a  _|-  jW4-  «« 

»«H.  fU-^id'^ 

«rf_íí             jj 

ed 

*2  -f-çW-f-aorf* 
&C. 

ora  a  íbmma  da  primeira  íbrie  he  evidentemente  igual 
á  fomma  das  diíFerenças  exiílentes  na  primeira  columna  ,. 
e  a  da  fcgunda  igiiai  á  fomma  das  diíFerenças  que  for- 
mão a  íègunda  columna  j  logo  deiígnando  eftas  duas- 
fommas  por  Á\  Á" ,  teremos 

donde  fe  conclue  ,  que  para  fev  S  =:  S^  deveremos  tec 
edzzad --  bcy  ou  ezza  —  ^bcid)^ 

Das  feries  recorrentes.. 

773  /^^  Hamarcmos  efcala  em  qualquer  íerie  o  to- 
V^  tal  das  quantidades ,  que  fegundo  a  lei  da 

mefina  lerie  ,  devcráõ  combinar-fe  com  alguns  dos  léus- 
termos  para  vir  a  produzir  os  termos  feguintcsi  bcmco^ 
mo  chamamos  razão  na  progrcfsão  geométrica  á  gran- 
deza ,  que  multiplicada  por  qualquer  termo  delia  pro- 
duz o  termo  feu  immediato. 

774  Vimos  que  nas  feries  arithmeticas ,  e  geométri- 
cas a  formação  de  cada  termo  dependia  dQ  termo  fcit 
precedente ,  e  da  razão  i  ou  dos  dous  termos  feus  pre- 
cedentes :  chamaremos  pois  ferie  recorrente  aquella ,  on- 
de a  fbrma<^o  de  qualquer  termo  depender ,  ou  de  mais 
de  hum  dos  feus  termos  immediato-preccdcatcs  ^  e  da 

e£^ 
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clcala }  ou  y  o  que  lie  o  mefino  ,  de  três  ^  ou  mais  dos 
temios  feus  immediato-precedenres.  Aífim  355,11,21, 
43  &c. ,.  he  huma  ferie  recorrente,  porque  cada  termo 
lè  forma  do  ícu  precedente  fommado  com  o  dobro  do 
feu  ante-precedente  :  por  exemplo  15  =  54-2X3,  21 
=  1+2X5  ^^'  >  ^  efcala  nefta  progrefsíío  fera  24-1, 
vifto  que  I  he  o  multiplicador  de  hum  dos  termos  pro- 
duftores ,  e  2  o  do  outro  :  da  mcfma  forte  4,7,  16 , 
28 ,  49  &c.  he  huma  ferie  recorrente  ,  pois  que  cada 
termo  equivale  á  fomma  da  grandeza  5  cem  os  dous 
termos  íèus  precedentes :  por  exemplo  ii  =  5-+-4-h7i 
2B  =  ^  -h  7  -^  16  &c*  y,  nefta  feiie  a  efcala  íèria  o  nu- 
mero 5  +  (i  -H  I) . 

Vè-fe  pois  5  que  nas  feries  de  íimilhante  natureza 
temos  que  attender  aos  primeiros  termos  ,  que  são  ar- 
bitrários ,  que  fervem  de  bafe  á  formação  dos  outros , 
e  que  por  ifto  chamaremos  primários  ;  depois  temos 
que  confiderar  ainda  a  grandeza ,  c  lei  da  elcala  ,  e  o 
numero  dos  mefmos  termos  ;  ajuntando  fe  quizeiínos  a 
fiia  fomma ,  e  os  últimos  delles. 

yy^  Sejão  por  tanto  a^  e  ò  dous  termos  primários 
de  huma  ferie  recorrente ;  / ,  e  »  os  dous  últimos  i  m 
a  grandeza  que  deve  fommar-fe  com  quacfquer  dous 
termos  confecutivos  ,  a  fim  de  ter  o  que  fe  lhes  íègué  i 
feja  mais  n  o  numero  total  dos  termos  ,  fa  iiia  lòm- 
ma  ,  e  fepponhamos  a  ferie  reprelèntada  pela  fuccelsão 
das  quantidades  a^yb^Cyd^e^f^  &c.  Oyt ^u:  teienioa- 
evidentemente 

dz=:h'hC'\-tn 
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denominador ,  c  fommando-as  rcliilta  (  -  -^  V  5  ""  - 

fracção  y  que  para  íer  igual  á  propofta  indepcndcntemcih 
te  do  valor  de  x ,  deve  produzir  as  equações  Bx  —Ax 
=o,  ou  AzzB\  e  A  \/ ^zniy  qmA:=iB=,i  ;  Víi 
è  logo  teremos  clfeíli  vãmente  i:  i  —  x —  x^  zzlj:^^ 

(í(-n-v^j)--*)]-h[iVy(í(i  -hV5)  + 

778    Segue-fe  reduzir  cada  huma  deílas  fracções  em 
íerie,  ó  que  feito  com  a  primeira  dá 

**  ^  &c^  donde  fe  vê  que  o  termo  geral 


6- 


(  I  )    Não  fcrá  prectfo  advertir ,  que  o  methodot  pelo  qu&l  con- 

feguimos  feparar  afracçSo  i  :  \  ^  x^  x^  em  duisfracçõei/imp^i* 
ces  9  *^de  igualmente  applicar-fe  a  qualquer  outra  fracçãe  :  tendo 
porém  o  cuidado  de  o  modificar  conforme  u  diverfas  fracções  ^ 
que  fe  tratar.  Por  exemplo,  fe  afrac^S*  fofle  da  forma  (ê^h*)- 

(«4-  »)  «  emcujocafo  feguindo  a  regra  dada»  a  deveríamos  fup- 
por=:  (^:  (c 4-*)) -4- (»:(c-l-«));  teríamos  .IcH-^JC  +  í* 
-t-"  Bx  =:  tf  -^  ^x  :  donde  fe  tiraria  Ac  ^^  Be  zs  a  ^  e.  il  4*  ^  ^  ^ '  ^ 
que  fó  lie  poífivel  quando  hziêic;  ora  emCalcafo  fariaoioi  («H' 

**):(*-<-«)^  =  (^:(c+«)^  )  +  (B:(c-1-íf  )  )  ;  ?oi(\w 
aílim  refuitará  da  reducçáo  aomefmo  denominador  <r -f  ^«s^H- 
Be-^-^Xt  o  que  fempre  hepoílivel:  femelhantemcnte  operaríamos 
\tm  os  mais  cafos  analogoi.  Aquelles  que  pertenderem  invefligar  tm^ 
eftas  quellfieSf  podem  confultar  os  números  Sj,  e  feguintes  àoc»^ 
culo  de  QHifin;  £dição  do  anno  1796. 
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&zendo  o  mefino  com  a  fegunda  fiação  virâ , 

»«.««-' 

' Vj(«  +  Vj)" 

rfc  conforme  n  for  impar,  ou  par:  teremos  pois  que  na 
ferie  i-^ Jf -H 2X»  -H ccc fera 

logo  na  ferie  1 ,  1 , 2 ,  3 ,  &c. ,  fera  o  comefpondente 

a»  j a" 

779  Tendo  aífim  determinado  o  termo  geral  da  fe- 
rie 1 ,  1 , 2 , 3  >  &c.  concluiremos  (  Numero  776  ) ,  que 
fe  n  reprcfentar  o  numero  total  dos  termos  a,lftC,df 
í ,  &c.  o  ultimo  delles  u  fera  igual  a  (i) 

Ã»«w  certa  função  ^  w,  que  iremos  detominar  ago- 
ra :  para  o  que  lembrando-nos  da  obfervaçao  preceden- 
temente feita  a  refpeito  da  ferie  i ,  a ,  4  >  7 »  «c-  ^os 
coefBcientes  de  w,  concluiremos  que  a  procurada 

^'«-y  (l-.-t-V,)"-'  -  (H-Vj)"-'  >' 
V  mas 


(  I )  Advirt«-fe  ,  que  onde  fe  encontrir  o  duplo  Hgnal  ^r » 
T ,  dcfemos  ufar  doi  figoicj  fuperiofei;  ou  doi  inferiore»  confor- 
me n  for  impar «  ou  par ;  filio  o  que  já  &•  dito  «efte  refperto  em 
o  numero  ^^%. 
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mas  Segundo  vimos  (  Numera  775^ )  cíle  fommatorio  de* 
Te  equivalei*  a  2»  +•  /  —  ^  j  logo 

donde  refulta  para  a  noíTa  primitiva  ferie  T,  ou  »=:/í 


.»— 2 


(,4_K5)'»-«        (-1  + Kj )"-'♦"■  (11- Kj)""'*         ' 

donde  refulta  o  noíTo 


S=a  (       *      "yj        ,      a''--':Kj        ,  «"-^ZL- 

T    '""^^^^      ^    1    i   /        '"^  =  ^<  -         a":  Kl. 

^  (..+  Kj)'»- >/       vrZTTK^p:::  -^  (,  +  kj)^^^ 
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fimpliíicando  vem  ultimamente 

com  o  qup  temos  completado  a  fatísfa^lo  ào  exigido 
em  o  numero  776. 

780  Suppondo  reprefentada  agora  peia  mefina  fuc- 
cefsâo  de  Quantidades  «,^,f,.&c.  outra  ferie ,  onde  ca- 
da termo  fe  forme  da  fomma  dos  produ(ílos  que  reíul- 
tarem ,  multiplicando  o  feu  precedente  por  r  ,  e  o  feu 
anteprecedente  por  w  ,  e  conièrvando  aá  mefmas  deno- 
minações, teremos 

azza 

cz::br-\~am 

ãzucr-^bm 

ez=.dr-{-cm 

&c. 

donde  rcfulta4$'=/x-»-*4-r(á' -*.-«)-»-»«  {S-u 
— /)i  çlogo  S  =lar-¥-ru-\-mt-^  m»  -  a—b): 
(r-i-w— I)  ;  equa^o,  da  qual  podemos  tirar  o  va- 
lor dehuma  d^ grandezas  4iellas  contidas,  logo  que  as 
outr^  nos  fejao  dadas,  ou  conhecidas. 

V  ii  ^o* 
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781  Podiaipos  também  eliminar  delia  t  ^  t  u  por 
hum  modo  analago  ,  ao  qiie  praticamos  com  a  do  nu- 
mero 775 ,  detenninando  igualmente  o  termo  geral  da 
feriei  o  que  faríamos  comeâbito  anão  nos  parecer  útil 
dar  huma  idéa  de  outro  methodo  elegante^  que  nos  pô- 
de conduzir  ao  mcfmo  fim. 

Supponhamos  pois  ,  que  temos  em  geral  huma  J(q- 
rie  reconentc 

Jl  y  B  jCfD  y     •     •     •      •     FyG  y   HyK  yL 

onde  tomados  os  últimos  N  termos  F,  G,  HyKyLy 
fcja  femprc  LziiniR-^  oH-^pG-hqF  i  ficar-nos-ha 
muito  fácil  determinar  n  -  i  rrogreísóes  Geométricas 
taes  y  que  tomados  igualmente  os  íèus  últimos  n  termos  y 
e  lepiiefentados  cftcs  pelas  quantidades  F'yG' yW yK^, 
JL' tenhamos  da mcíma forte  jJ:=zmK'^ -v  qW -h/> Q -H 
q  P  y  por  quanto  fe  reprefcntarmos  o  tci'mo  geral  deita 

Írogrefsão  por  /r'*  ,  fera  L'  =  /r'  *  ,  JC'  zz  ^r'  *  - ' , 
P  =  /r'  *  -  í» ,  &c. ,  e  fubftituindo  reíiiltaní  efta  equa<^ 
í/*=w/r*-«-»-<?/r'*-24.gj:c.-|-2^r'*-«+-í,  on- 
de dividindo  tudo  por  t/x^n^i  ^  fahe  r'»-»  = 
wr^^-^-hw^^^-J-h&c-H^,  equa^odográo  »-i, 
c  que  por  tanto  dará  » —  i  valores  para  f^  ,  que  fenío 
funções  das  quantidades  w,  ^,  &c.,  q  ;  c  que  íâtisfâ- 
rão  o  fim^  para  o  qual  as  calculamos.  AlIIm  fe  J2.,  i?, 
&c.  T  reprefentarem  as  »-i  raizes,  tereaios  as  ir—  x 
equações  íèguintes 

&c. 

ad 
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as  quaes ,  multiplicados  ordenadamente  os  íens  inembros 
pelas  indeteririinadas  tf ' ,  ^'  í  &c.  ,  ã ,  dáo 

&c. 

equações ,  que  comparadas  com  a  primitiva 

L  =  mK  +  oH-^Scc.'\-qT 

darão 

.  L=ií'j2^«-^-H^ii«-'-h&c.4-^r"'-' 

huma  vez  que  fupponhamos  y  como  he  pollivel  por  cau- 
fa  das  indeterminadas 

&c. 

tf'+^'-h&c.-f-/=F 

tal  he  pois  neftc  caíb  a  exprefsao  do  Termo  geral  de 
huma  ierie  rccomente  ,  onde  cada  termd  depende  dos 
n —  I  termos  precedentes  :  por  tanto,  fe  quizermos  re- 
ferir efta  mefma  exprelsão  aos  termos  primários  jl^B, 
&c.  y  D ,  ferv4 

Tzz  tf' J2^* -H  í'-R^ -h  &c. -f-á' r* 

fuppondo  ;c  zz  ao  numero  de  termos  ^  que  precedem  T. 

782  Refl;a-no8  para  maior  clareza  fazer  applicaçâo 
á  mefma  íèrie  '1,1,2,3,5'  &c. ,  ora  como  nefta  ferie 
cada  termo  depende  dos  dous  precedentes ,  o  íèu  termo 
geral  T  fcrá  hum  binómio  da  forma  tf'j2,^  +  *'-R* , 

rc- 


/  f^ 


Ijr8  EXKMBNTOS 

repieíèntaado  j2,,  eJR  as  câises  da  equação  r'^  zzmr^  + 
^,  ou  r'^  r:  r'4-  1 ,  o  que  di  Q^zz  -j  (  i  -f-  V 5 )  ^ 

jR  =  -j(i  -v/5)  :  falta-nos  pois  fomente  affignar  o 

valor  das  indeterminadas  a'^  b^ ,  para  o  que  tomando  a 
eiprefeão  geral 

e  fazendo  primeiro  xzzo  ^  deveremos  ter  i^+  í'ni, 

fazendo  mais  x=i  virá  tf'X  •;(n-v/5')-*~^X7 

(  r  —  v/y  )  =  i,  donde  fetira  tf'—  (i  -HV/5):2v'), 
*'  =  — (i— Vy:  iVy,  elogo 

onde  fazendo  para  exemplo  x=íy  acharemos  Tzzi. 

783  Efte  modo  de  achar  o  termo  geral  das  feries 
recon-entes,  não  fallàndo  em  muitos  ufos,  que  he  pof- 
fivel  dar-lhe ,  efpecialmente  na  inveftigação  dasraizesdas 
equações ,  tanto  numéricas  ,  como  algébricas ,  deiaca-nos 
muito  facil  a  determinado  dos  íbmmatorios  dasmefmas 
feries ;  o  que  moftraremos  claramente ,  indo  agora  cal- 
cular o  íf  do  precedente  T. 

He  evidente  que 

/r=/[(i^)--(i=fi)-]:  Vf  =  T; 

/i  (i^/  -  (^r  ]=  H  ír(r^)'- 

íCr^p-f  ];«»»( «»■««>  718:)  f{i^)' = 
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como  fc  perrcndia. 

784  Se  dada  por  exemplo  a  fracção  i :  i  —  at  4-  ^«  , 
quizeílemos  logo  determinar  o  termo  geral  da  feiie  re- 
coiTente ,  que  íè  obrem  delènvolvendo-a  j  he  claro ,  que. 
tudo  fe  reduziria  a  íèparar  eíla  fracção  compofta  nas  iiias 
corrcfpondentes  fracções  componentes  (  Numero.  777  ) 
defcnvolvcr  depois  cada  liuma  deftas  em  ferie ;  detenni- 
nar  os  termos  geraes  de  cada  ferie  íimples ,  que  aílim  re* 
íultar  5  e  compor  finalmente  eftes  termos  geraes. 

Eftas  idéas  baftantes  para  fazerem  conhecer  as  feriesi 
recorrentes ,  com  effeito  não  baílão  para  a  folução  de  to- 
dos os  problemas  diverfos  ,  que  íobre  ellas  podem  fer 
propoftos  :  com  tudo  ,  vifto  cfcrevcrmos  huns  elemen- 
tos ,  não  podemos  entrar  mais  em  hum  trabalho  fimi- 
liiante ,  o  qual  fobre  exceder  ao  fim  da  obra ,  feria  hum 
pouco  extenlb. 

ObfcrvaçSes  fobre  as  feries^ 

785  QE  generalizarmos  o  methodo  de  que  já  fi- 
lJ  zemos  ufo  em  a  nota  do  nmnero  540 ,  e  o 

combinarmos  com  as  idéas  dadas  fobre  os  limites ,  re* 
fultará  hum  meio  facil  para  determinar  fe  qualquer  fe- 
rie prppoíla  he,  ou  não  cx)nvergente ,  e  em  qual  termo 
principia,  a-  lua  convergência ,  ou  divergência :  determi- 
na- 
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nação  ,  que  nos  ícrá  tanto  mais  precifa  quanto  muitas 
vezes  feries  aílás  convergentes  em  muitos  dos  ícus  pri- 
meiros termos  depois  fe  tornáo  divergentes  ,  e  recipro- 
camente 'y  de  modo ,  que  os  raciocinios  íiindados  íobre 
aquella  convergência ,  ou  divergência ,  virião  a  íèr  real- 
mente falfos.  R)demos  tomar  por  exemplo  a  íèrie  y  que 

correfponde  a  y/i  -H  (  100002  :  looooi ),  que  íèrá  con- 
vergente até  o  íèu  133337  termo-,  e  depois  divergirá: 
pelo  contiario ,  a  ferie  quo  rcfultar  elevando  i  4-  icoo  : 

/   J*?w  tí  ^93i)  ^  potencia"^',   íerá  divergente  até  o  milefimo. 

f  niffiinro  termo ,  e  K)  deftc  por  diante  convergerá. 

-^^Jy-'-  •*  '*'  1  ^ '• 'T* " '  786    Fica  por  tanto  clara  a  vantagem ,  que  fepóde 

J  ^       y  tirar  de  hum  methodo ,  pelo  qual  venhamos  aH:onhecer 

com  facilidade  o  grdo  de  convergência ,  ou  divergência 
de  qualquer  ferie  :  ora  eíte  methodo  pôde  ter  por  baiè 
o  expoente  da  razão  de  quaefquer  dous  termos  próxi- 
mos da  referida  ferie  i  porque  fegundo  efte  expoente  for 
<;  ou  >- 1  ,  aífim  a  ferie  fera  convergente ,  ou  diver- 
gente ;  deve-fe  pois  prever  já  quanto  a  generalização  da 
nota  mencionaaa  nos  vem  a  fer  útil  na  qucítao  prefente. 
787  Com  eflfeito  proponhamo-nos  defenvolvcr  cm 
ferie  a  quantidade  ( ^ 4- è )'" ,  e  teremos  (a-^è)'"  =. 

a"**  -h  m  a^--^  .  6  -\-  m.  '^-^^a^^-^  .  ^^  4-  &c.  h- 

2 

— -inr2 TZi — ^'"--«+'  .*«-'  4- 

&c. 

ora  para  que  ella  feja  convergente  no  teimo  » ,  he  pre- 
cifo  que  efte  termo  n  feja  <;  que  o  termo  »—  i  ,  c 
logo  que  aqueile  dividido  por  efte  dê  hum  quociente 
<;  I  i  donde  refulta ,  que  neftc  cafo  deve  fempre  fer ,  e 
fem  attender  ao  fignal  ±  (w  —  /r  -f-  2)  ^  :  (»  —  i ) 

a 
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tf  <  I ;  c  nâo  acontecendo  aífiin  a  ferie  íerj  divergente 
no  termo  confiderado  n.  Refta  pois  defcubrir  quando  <+: 
(»f— »-ha)^:(»  —  l)tf  beou  niío  <  i ,  advertindo 
poiém ,  <\ue  o  fignal  +  deve  fer  empregado  quando  m 
for  fraccionar io ,  c  maior  que  »-2  ,  e  também  quando 
TH  for,  ou  fracção,  ou  negativo ^^ tudo  nahypothcíè  de 
ferem  a,  eh  poíitivos ;  vifto  que  taes são  os íignacs  que 
em  fcmelhantcs  cafos  competem  ao$  expoentes  da  razão 
de  quaefquer  dous  termos  próximos  ,  como  âclimente 
fc  pode  perceber  ;  ou  refledindo  íbbre  a  formula  geral 
precedente  ,  ou  formando  feries  particulares  corrc^n- 
dentes  a  cada  hum  dos  mcfmos  cafbs.  Nâo  tratamos  de 
quando  m  he  inteiro ,  e  pofitivo  ,  porque  então  a  ferie 
he  fempre  finita  i  e  julgamos  inútil  advertir  a  modifica- 
ção que  deve  haver  quando  6  for  negativo  ,  por  iífo  a 
não  mencionamos. 

788  Feitas  pois  as  reflcxóes  precedentes ,  paíTaremos 
a  indagar  quando  cffedtívamcnte  íèrá[(i«  —  /f-hi)  A: 
( ;7  -  I )  tf]  <  I ,  principiando  por  indagar  primeiro  Quan- 
do fera  ,  ou  não  poílivel  a  aifirmativa  da  dita  inaaga- 
ção :  ora  vê-fe  bem  claramente ,  que  a  poífibilidade  acon- 
tecerá quando  A :  tf  <  i ,  pois  que  fuppondo  então  n  íctd 
limite  em  augmento ,  fahe  lim.  (w—  » -h 2)  í :  (»  —  i) 
a  =  b:  tf,  e  logo  <  i,  e  tanto  <  quanto  for  í  <;tf  iaí- 
fim  devemos  fempre  neftes  cafos  ter  cm  viífai ,  que  6  fe- 
ja  o  menor  poffivel  a  refpeito  de  tf  :  por  exemplo ,  fc 
quizeíTcmos  extrahir  a  V  5^  em  lugar  de^  fcparar  y  em 
44-  I ,  melhor  o  dividiríamos  em  (81 -i):  16,  o  que 

daria  VjirVC»!- i):  i<í  =  (9-4)  V» -0=.»0»  &^* 
Mas  fc  pelo  contrario  for  * :  tf  >  i ,  a  ferie  virá  fempre 
a  fer  divergente ,  ainda  que  nos  primeiros  termos  fe  mof- 
tre  convergente  ,  pois  que  em  tal  caíb  he  lim.  ( m  - » 
-hl) 6:  (n-i)a  =  t:a,  e  logo  >  i.  (i) 

^ X_ Paf- 

CO    Efla  íaveflifiaçio  nti  íêii  conhecer  tambeni  «  que  toda  a 

fra09 


i6z  Elementos 

789  PaíTando  agora  á  det^rinina<^o  cffcéliva  dotcr- 
ino  y  onde  a  ferie  principia  a  fer  convergente  para  hum 
íado ,  e  divergente  para  o  outro  ,  quando  ella  he  com 
efeito  defta  narureja,  iteremos,  Quemdo  fe  reduz  a  cal- 
cular o  valor  de^,  que  fez,  ou  aDfolutaniente,  ou  mais 
proximamente  ±  (w  -  «-f-  2)  * :  (»  —  i)  ii  =  i ,  o  que 
dá  fí=i[a±i(m'hi)'}:[a-±ii]  >  formula,  que  nos 
dará  fempre  a  foluçâo  do  problema  propofto ,  e  que  ap- 
plicada  ás  hypoihefes  feitas  em  o  numero  785 ,  produ- 
zirá os  números  alli  mencionados. 

790  He  certo,  aue  nas  progrefsóes  geométricas,  c 
outras  feries  mais  ,  demos  também  hum  meio  para  co- 
nhecer a  fua  divergência ,  ou  convergência ,  e  por  tanto 
parecerá  efte  fuperfluo  j  o  que  todavia  não  he  pela  fua 
maior  clareza  em  muitos  calos  i  porque  de  mais  nos  en- 
íina  a  conhecer  o  termo  prefixo  em  que  principia  a  di- 
vergência ,  ou  convergência  j  e  por  outros  ufos  que  po- 
deremos fazer  da  exprefeão  ^.(w-»^-  a)í:C^-í) 
a ,  íèrvindo-nos  de  exemplo  o  feguinte.  p^j^ 

Éraeçfo  tlgebfica  (n  +.  A«  -f  Ac.  4-  kx^:^  :  (a*-*-  *'«  •+- &íí.  + 
*>*""*•")  ^  ordenados  os  íeus  tçrinos  rcJalivaircnte  ás  potencias 
de  ««  de  forte  que  os  expoentes  delias  vio  em  augniento .  c  pro- 
cedendo depoit  á divisão  p^a  ofeu  deienvolvimento  emièrie,  pr^ 
dii^  hunoa  fequencia.  convergente  quando  x<C  ^  '•  ^  ^^^  oídenaoib 
os  feui  termos  de  íorte  ,  que  o&  ditoa  expoentes  vSo  9111  diuiMiuw 
çio  ,  produz  depoíi  pç  Io  QiefiOQ  dcfenvolvimento  humí  fequcncia 
convergente  quancii  «^1  ;  e  logo  fera;  fempre  poflivel  rcfolver  cm 
bunia  ferie  convergente  qualquer  das  fracções  inenciooadas  i  feí>  ^^ai 
£r>r  o  nlor  de  x.  Ort  tod»  a  fracçfio  pôde  ler  reduzida  á  fónna  Uv 
Kredil^;  por  qujioto  fe  o  «poente  dt  aí  em  o  nu|iier«i)or  fceDCoo- 
trar  maior  que  o  ei^oente  de  x  no.  denominador ,  dividindo  o  pn* 
meiro  defles  lermos  p^lo  fegundo ,.  teremos  em  fim  no  rtfío  àidi' 
visão  huma  fracçSo  própria  ;  ^  fe  houvt^rem  potencias  negativas  de 
9 ,  podemos  faier  que  defappareção  »  multiplicando  o»  termos  todos 
pelo  que  tiver  maior  expoente  »  confiderado  porém  como  pofitivo: 
Q  que  aliás  nlo  mudará  o  valor  di  fracçSo  (Num.  i>0«  cone'»»" 
remos,  pois ,  que  fempre  he  poifivel  defenvolver  cflas  fracç^*  ^S^ 
kÚQU  em  íèries  convergentes. 


^-^-H 
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791  Pois  que  a  dita  cxprelsáo  reprcíenta  o  quocien- 
te que  refulca  ,  dividindo  cada  termo  da  ferie  pelo  feu 
precedente ,  concluiremos ,  que  nos  pôde  íervir  de  mui- 
to para  a  forma^  da  mekna  ferie  i  porque  cada  te#- 
mo  defta multiplicado  por^:  (i«  — »-f-2Í'):(»  — i)  a 
iiari  o  lermo  immediato  huma  vez  que  por;y  fubftitua- 
mos  o  expoente  dolu^r^  que  eíle  termo  immediato  od- 
cupar  na  ferie :  com  meito  o  íbgundo  tetmo  forma-íè  do 
I>runclK>  X  (w—  2-H2)Ã:  (  2—  i  )ir;  o  terceiro  do 
iègundo  X(w  —  3  4-2)^:  (3  —  i)^,e  aflim  por 
diante. 

792  Vamos  agora  vêr  de  que  forte  poderemos  afli- 

Snar  os  termos  iguaes  ,  ou  mais  proximamente  iguaes 
e  quaeíquer  duas  feries  ,  cujos  termos  geraes  nos  sâo 
dados,  ou  conhecidos  >  para  o  que  nos  fervirá  de  exem- 
plo y  determinar  quaes  sâo  os  termos  mais  proximamen- 
te iguaes  nas  duas  feiies,  onde  12 : » (»-4-  i  )  («-H  2) 
e  I :  N (N-hi)  reprefentao  os  termos  geraes  refpe- 
âivos. 

He  manlfefto  ,  que  a  aueítuo  fe  reduz  a  determinar 
os  valores  de-^e«,  que  fazem  12:  n(ff-h\)  («í-t^^) 
=  I  :  jN'  ( Jf -4-  1 )  ,  ora  como  efta  equa<áo  tem  duas 
incógnitas  ,.  o  problema  feria  indeterminado  (Numero 
i^7i )  fe  »  e  Naào  deveíTem  fer  números  inteiros  ;  aC- 
íim  mefino  o  fera  em  muitos  caíbs ,  e  como  tal  deve  fer 
tratado ,  e  reiblvido :  mas  vifto  que  huma  das  incógni- 
tas pôde  fer  por  nós  determinada ,  fegundo  bem  quizer^ 
mos,  reíhingiremos agora  hum  pouco  ofentido  doPro* 
blema ,  e  trataremos  de  achar  primeiro  fe  a  aueftao  he 
po(rivelfuppondoiV=)v,  para  o  que  refolvendo  aequa- 
^o  I2:»(»-Hi)  (n+2)  =  i  :  tf(/f-+-p),  achare- 
taos^n=,  10,  numero  que  plenamente  fatisSiz  a  qucftâo 
propoíla  ,  pois  que  o  decimo  termo  de  huma  1  e  outra 
ferie  sâo  perfeitamente  íffuaes* 

7$3    Querendo  porem  determinar,  põr  exemplo,^ 

X  ii  qual 
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qual  termo  dafcgunda  ferie  hemaisprozimaifienteiguat 
ao  vigcfimo  da  primeira ,  teríamos  que  rcfolver  a  QueP 
tão  12  iST^  -h  12  Nzz.  20J  -h  3.  20«  4-  2.  20 ,  donde  k 
tiraria  Nz=:  27 ,  251 ,  &c;  o  que  moftra  fer  27  o  lugar 
do  termo  pedido. 

Semelhantemente  deteimlnarlamos  qual  termo  debu» 
ma  ferie  mais  fe  aproxima  a  bom  valor  dado. 

794  O  que  temos  dito  ferve  para  determinar  fchu- 
ma  ferie y  cuja  lei  fe  conhece,  he,  ou  não  convergente > 
e  em  que  termo  converge  :  cfte  conhecimento  he  com 
eifcito  aíTás  útil  para  nos  fatisfazermos  do  ponto  ,  até 
que  devemos  calcular  a  mefma  ferie ,  a  fim  de  não  hl- 
tarmos  áquella  approximaçâo ,  que  ocaío  propofto  exi- 
gir; mas  parando  nós  em  hum  termo  aíEgnalado ,  e  fen- 
do a  íèrle  Infinita ,  ficaremos  certos ,  de  que  a  totalidade 
dos  infinitos  termos  dei  prezados  niio  exceda  o  requerido 
gráo  de  approximaçâo  ?  Como  poderemos  li vrai-nos  dei- 
ta duvida  ?  Eis  a  ultima  obfervaçao  qiic  faremos  íbbre 
as  feries ,  remettendo-nos  aliàs  muito  particulanncnie  ao 

5ue  íbbre  ellas  diz  M.  de  k  Gxange  »  no  já  referido 
Tatado  das  Funções  analyticas.    . 

Ora  quando  nós  temos  ,  ou  podemos  ter  a  fiinçao 
produdlora  da  íèrie  dada>  adificrença  entre  a  totalidade 
dos  termos  nao  rejeitados  >  e  a  dita  função ,  deixa-nos 
evidente  ,  c  exaâamente  conhecido  o  gráo  de  approxi- 
maçâo i  afiim  he  que  nas  fi  acçóes  continuas ,  a  ditièren- 
ça  eatrecada  hum  dos  quebrados ,  poraflim  dizei*,  par- 
ciaes  que  delias  íe  derivâo  y  e  os  quebrados  primaiicS) 
que  relpeélivamentc  as  produzirão  ,  moflra  bem  o  dcP- 
prezo  que  fazemos ,  e  nos  põem  confequentemente  foi*a 
de  toda  a  duvida  lobre  o  gráo  de  approximaçâo ,  cm 
Que  nos  encontramos :  por  tanto  nada  mais  diremos  de 
JKmdhantes  queílóes. 

Supponlia-fe  porém  huma  ferie  convergente  da  fiJp- 
mi  A-hBx^  +  Cx^'  +  Dx^^-h  &c,  ,  cujo  numerQ  de 

tar- 
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termos  feja  infinito ,  e  cada  hiim  deites  derivado  dos  &ns 
precedentes ,  íèguudo  huina  lei ,  que  tenhamos  reconhe- 
cido fer  5  por  me  explicar  alfim ,  regularmente  variável : 
íbbre  elles  dados  proponha-fe  determinar  o  gráo  de  ap- 
proximnçâo  que  temos ,  quando  fe  pára  em  hum  dado  ter* 
mo  ibf''- ',  e  k  não  conliece,  nem  pôde  conheccr-fe  o 
feu  fommatorio. 

i.<>  Sc  for  poflivel  afflgnar  o  limite  do  referido  fom- 
matorio ,  poderemos  também ,  feguindo  o  methodo  pre- 
cedente ,  fenâo  determinar  o  gráo  exafto  de  approxima- 
çao  ,  determinallo  de  forte  ,  que  ellc  diíHra  do  exado 
meno&  do  que  huma  quantidade  dada ,  por  quão  peque- 
na cila  feja ;  o  que  he  evidente  >  e  baíbnte. 

2.°  Porém  íè  tão  fomente  fabemos ,  que  a  ferie  con- 
verge feguindo  huma  lei  ,  c  que  fuppoíta  g  a  quanti- 
dade que  he  polfivel  defprezar,  temos  itv«--',=  ^,  ou 
<^^;  principiemos  notando,  que  pois  a  ferie  decrefce, 
dccrefcc  ao  infinito  ,  o  feu  gráo  de  convergência  que 
principia  fi^nito,  caminha  porgráos  finitos,  edeve  con- 
tinuar damefma  forte,  não  poderá  efte  deixar  de  ir  ca- 
da vez  a  mais ,  porque  fe  foíTc  cada  vez  a  menos  ,  cm 
algum  termo  fe  voltaria  negativo,  e  por  tanto  alcric  di- 
vergeria  delle  em  diante  :  logo ,  primo ,  não  pode  ella 
decrcícer  arithmeticamente ,  feja-me  licito  dizello  aflim ; 
porque  huma  fubtracção  finita,  e  cada  vez  maior,  infi- 
nitas vezes  repetida  ,  não  pôde  praticar-fc  fobre  huma 
quantidade  finita,  ou  partir  ddh :  fecurido y  a  ferie  def- 
ccnderá  pois  quafi  geometricamente  , !?  pelo  que  temos 
dito  ,  as  razões  dos  feus  termos  confecutivos  iiâo  cada 
vez  a  mais,  e  em  marcha  rápida  ,  qual  he  a  das  pro- 
grefsões  geométricas  ,  de  modo  que  fendo  kx*'  zn 
o>ooocx)  ab  &c.  9  c  o  íèu  confecutivo  />í(«h-0'= 
0,000000  mn  &c,  ,  fendo  demais  mzna^,  ou  <^ay  os^ 
termos  immediatos  irão  fendo  cada  vez  menores,  eper- 
tcnccndo  a  caias  de  dizima  ca^^a  vez  mais  remotas  ;  e 

tan- 
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tanto  mais  diftantcs  entre  fi  quanto  menor  for  o  termo 
jk^n-i  a  refpeito  de  Aí(«4-0%  e  quanto  mais  diftar  o 
termo  cm  queft^o  do  primeiro  ibe^-^'  >  de  maneira ,  c^ue 
evidentemente  fe  pôde  concluir,  que  neftas  ciixsmftancias 
o  erro  da  approxíma<^o  muito  pequena  ,  ou  nenhuma 
influencia  terJi  fobre  os  termos  fupcriores  a  o^oooooií, 
do  que  alíàs  noderemos  pratica ,  e  facilmente  convencer- 
nos  em  os  dineréntes  cafos  que  encontrarmos :  neíla  cer- 
teza de  approximac^o  ,  baftante  para  os  mefmos  cafos 
que  temos  de  ponderar  ,  podemos  dizer  ,  que  apenas 
chej5;uemos  a  circunílancias  femelhantes ,  o  erro  deve  ne- 
ccílariamente  fer  menor  do  que  huma  unidade  da  ulti- 
ma caía  de  dizima  onde  paramos.  Tomemos  por  exem- 
plo a  ícrie  do  numero  5^69. 

W.  K=  log.  (íí- .)  H- ji^^  (.  +  jj;^  +  &C) 

e  calculando  novamente  ,  por  meio  dos  iêus  primeiros 
6  termos  o  togaríthmo  de  % ,  acharemos 

^     ^  M'  5-1^  M*  f-r 

-^-f.&C.)=--í---H~^H ?--h--^  + 

!..,'•  /         I  yfí  s.|í  7.^7  ^.,9 

ora  j  =0y  66666666  &c. 

—7-  —Oj  02a6qi7c  &c 

-—-  =  0,00x^460^  &c. 

— ^  =  0,00013064  &c. 

7*  \7  "^      ^ 


ii.|«' 
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— ^  =  O,CXX)0II29  &c. 
9-J9  '  ^ 

— ^—z:z  o,ooooci02  &c. 

ZI.  }*' 

log.      2     =0,69314705 

que  evidentemente  podemos  dar  por  approximado  até  á 
ícxta  cafa  de  dizima ,  huma  vez  que  combinemos  as  re- 
flexões precedentes  com  a  bem  conhecida  lei  dos  6  ter- 
mos calculados. 

795    Poderíamos  também  convcncer-nos  do  gráo  d© 
approximajão  ,  comparando  a  ferie  dos  termos  defpre- 

-■-•^'^'*"         'r;::::;l-:'.'^- 

com  huma  geométrica  da  forma  feguinte  f)   ']  ^^     . 


j 

/ 
/ 
/ 

I 

/ 


IH»^        I4-J*5        '4^-j'7  ,.  / 


a  qual  tendo  o  primeiro  termo  igual,  ao  da  precedente , 
tenlja  o  fegundo  menor  do  que  ellc ,  e  maior  que  o  fe- 
gundo  feja  quanto  for  j  porque  aí&m  os  termos  deílsi 
decrefcendo  uniformemente  ,  e  os  daquella  cada  vez 
mais  ,  ficaríó  de  tal  forte  combinados ,  que  cada  hum 
dos  da  faie  defprteada  fera  menor  do  que  o  íèu  corref- 
pondente  na  ferie  geométrica,  donde  refultará  fer  lam- 
bem o  fommatorio  da  primeira  ferie  menor  que  o  da  fe- 
gimda ,  e  por  coníèquencia  menor  ainda  mais  do  que  o 
fimite  defte  fegundo  fommatorio  ,  fcmpre  fácil  de  aífi- 
gnar  ,  c  que  no  cafo  propofto  hc 

_L-. :  I ^-  .—  o,ooocoo  I  &c» 
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logo  he  com  eSbito  o  erro  do  logaritbmo  calculado  mui- 
to menor  do  que  o,ococoi. 

796  Efte  meio  de  julgar  dográo  deapproxima^o, 
aflás  genérico ,  e  muito  fuBicientc  para  o  que  temos  de 
tratar,  ainda  pôde  admittir  em  alguns  ca  (os  a  modifica- 
ção de  fazer  os  primeiros  dous  termos  da  progrefsao 
geométrica  ,  iguaes  aos  primeiros  dous  da  ferie  defpreza* 
da  y  quando  nefta  os  termos  defprczados  decrefcem  mais 
do  que  geometricamente ,  o  que  he  aíFás  claro ,  e  fc  po- 
de applicar  com  toda  a  facilidade  ás  formulas  bíno- 
miaes. 

y^7    Teremos  de  notar  em  ultimo  lugar  fobre  efe 
aíTumptO)  que  fabendo  nós  ji  determinar  ogrio  daexa- 
Aidâo  nas  íeries  ,  a  quem  fomente  aíFedla  num  fignal; 
quando  osfeus  termos  forem  alternativamente  poíitivos, 
e  negativos,  o  dito  limite  peccari  por  hum  graiide  ex- 
ceílb,  donde  refultará  grande  fegurança  paia  nós  i  po- 
rém íè  quizermos  maior  precisão ,  poderemos  ou  redu- 
zir primeiro  a  ferie  a  hum  íignal  fó ,  tirando  a  cada  ter- 
mo o  íèu  coníequcnte  ,  e  determinar  o  limite  da  nova 
ferie  refultante ;  ou  aífignar  femelhantemente  hum  limite 
para  mais  aos  termos  poiitivos  ,  tendo  aílignado  outro 
aos  negativos  ,  porque  nefte  cafo  a  dilícrença  dos  dous 
limites  deverá  fornecer-nos  com  maior  precisão  oconJi«- 
cimento  do  que  peitendemos  determinar. 

Das  Fracções  continuas  combinadas  com  outras 
feries. 

79^     "D  Eprefentando  em  geral  huma  frac<^o  con- 
XV  thuia  pela  feguinte  formula 
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b 


d 


p 


q-h  &C. 


as  diffècentes  íracqòes  ordinárias  cxtrahidas  delia  feráo 
(Numero  230) 


a 

^4- 

a-h 

a-h 

hno^id 

tnno-^ma-^co 

^"^^  tnncp^ccp^mdpj^-^nme  +  ce 

oode  íbmmando  as  difieren^as  primeiras  vem 


,ic 

m  [mn  -|-  c) 

Uã 

(mn 

.Hí)(fl»w  + 

co^md) 

\,mn9 

^c^^md) 

{mnop  ^-  c0p 
ícc. 

Y 

+  mf/f-t-iwM 

i-^i 

Fa- 

ITO  Elementos 

Fazendo  agora  mn-hc^s  i  nma  -k-co-k-mdzit^ 
o  que  dá  tzzso-\-ntdi  mnop-ht&p-^mdp-^-  mne  + 
ce=,Uy  ou  tp-i-sezzu  &c. :  asmelinas  diSferenças  pii- 
meiras  ficaráò  reduzidas  a 

>  te       hcd  Uie      « 

e  logo  o  valor  da  frac^o  oomcnua  feri  ezpreíTo  pela 
ferie 

^+-ir-^. -«-  ;^-•7^--+-&^• 
podcrealos  pois  converter  mialquer  fmcçio  coatíniui> 
cujos  teimos  forem  todos  poíltivos  em  huma  ferie >  onde 
fejão  alternativamente  politivos ,  e  negativos. 

799    Seguo-fe  também  y  que  fe  ao  contrario  tomar- 
mos qualquer  ferie 

a  poderemos  converter  em  hiuna  frátçao  contínua ,  piia- 
cipiando  por  convertelk  em  outra  ferie  da  forma 

in  ms  st 

pois  que  dcfta  por  bum  pfooedimento  mvet&k  ào  prece^ 
dente,  feropre  lerá  poffivd  paífar  para  a  frac^o  contí- 
nua  gcnerante 

b 

ir 

m^ 

d 

»H 

To- 
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Tomando  por  primeho  exemplo  a  ícric 

I-.  -f-h  f--^-H^-&C 

teíeraos  primei»)  azrioiòzzmzni  ybezzii  ovlszzi  ; 
WJ^  3  ,  ou  xrz  3  1  ^íy/=  I ,  ou dzz  i\  J*/  =  5  ,  ou  /  rr 
5  :  3  i  bcde  rr  1 ,  ou  ^  =  i  i  /íí  =  7  ,  ou  1^  =  7.  j  :  y ) 
&:c. :  o  que  faz  converter  a  ferie  dada  na  fegulnte 

voltando  agora  as  equações  fubfidiarias  do  numero  794 , 
teremos  «í»-H  cz=:s  ,  Ott  i.  zr-H  l  ==  3  )  donde  » r:::  2  ; 
j-^  -H nidzzty  ou  3.  o-t-  1. 1  =  5' :  3  ,  donde  o  zz  2  :  9 ; 
/'/-hAP=r»yO«r(5':3)^-H3. 1  =  7.  3:^,  donde ^zz 
1 8 :  25  &c.  ,  e  por  tanto  he  a  fracção  contínua  procu- 
rada 

I 


I 

Í4- 


I 

2+-  •    •       ■  ■ =- 

I 
(2:9)  + 


o  mefmo  que  (r8:2y)-+-&c. 

I 


r-H 


9 

2-H--— 


H 
Z  + 


24- &c; 

Yii  tal 


17^  Elementos 

tal  como  a  defcubrio  Brounker. 

Tome-fe  por  íegundo  exemplo  converter-fe  em  frac- 
ção contínua  a  íèrie 

■X—  ^x^-h^  x^  -  ^  x^^  &c.  =  log.(H-Jf) 

e  teremos 


logo  (i-{-x) 


Çi:x)  + 


(2:i)  + 


(S:x)'\ 

I 

(z:2)H 

Convertendo  efta  ultima  írac(^o  nas  de  fórma  ordi- 
nária pelo  methodo  explicado  (Numero  231),  teremos 
os  fcguintes  valores  approximados  de  log.  (j+x). 

1.^  valor  u  X 

2»o  valor  99  •— ^^ 

3.0  valor  „  ÍJi|l 

4.°  valor  >»     '*-^P* 

^  6  +  í.e^sf* 

&C. 

ofegundo  valor  delènvoMdo  em  íèrle  dá  2X :  (i-4-*)=^ 

Com- 


_— i 
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Comparando  pois  cfta  ferie  com  a  fupcrior  x  ~  ^ 

/    J        /  i 
;tf*  ^ —  x^  &c.  concluiremos  que  ^I/l^I 

Log.  (H-Ar)zz   ~^\^x^  -  T  Ar4  4-  &c.  '''''jO^'{)- 

praticando  o  mefmp  com  os  outros  valores ,  acharemos    ^  o.  "^  ^  *  }'^  T  '  «v, 
novas  exprefsôes,  peias  quacs  fepóde  reprelèntar  olog,  i    ^^     \.  / 

ii-hx)  a  faber  -'  Z  '  ^^   '^V)"'"  ~ 

3  ^  "^ 
Log.  (I  rhx)=     '^^'^}^\  +  ^  ;e$  _&c.     .::: .----;  "^/^^^Vv 

Sirva  de  terceiro  exemplo  converter  em  fracçío  con- 
tínua a  ferie 

o  que  nos  dará 

B 

SJA^  -hB:=z  A -\ 


5 


B 


ai4«  -B 


2A 

O  mefoio  qne 


174  Elbiíbktos 

I 


T 


(^-è) 


(t-Í)^ 


800  No  precedente  caíb  ,  e  em  outros  fimilhantes 
poderiamos  também  achar  direélamente  a  fracção  con- 
tínua pedida  i  por  quanto  fuppondo  primeiro 

c  tirando  defta  equação  o  valor  de  Af ,  teCvltari 

donde  íè  fegue 

V^  +5= A-h  — 


fuppondo  agora  fetndhantemente 


v'Ê-h4-=^+^ 


tt- 
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tcriainos  ,    _.   .    . 

e  logo 

1 


C2^:S)  + 


V^^-i-^ 


donde  fe  tira  ,  que  fe  continiiaíTemos  o  mcfmo  proce- 
der, acharíamos 
I 


I 


I 


-á-h&c 
8o  I     Semelhftntemente  achariamos 


yja\  -^kzza-^ 


I 


I 


exprefsões  idênticas  as  que  Lambert  publicou  em  as  fuás 
Tabeliãs, 

8o2    Em  íim  >  fe  qulzcrmos  a  fracção  continua  cor- 
refpondente  á  ícric  gecal 

Ml 


iy6  Elemento^ 

acharemos  primeiro  az=.d  \  hz=.h*\  nf=is'\hc—<f  y^ 
c  —  (f:  b' \  ms=zt',  ou  s=zt':  s'  =ma-^c  ,  donde  íè 
tira  «  =  [(/':/')  -  (c':b')]:s'i  kd=d' ,  ou  d-i: 
c*\  &c.  è  por  confcqucncia  a  fracção  contínua  procura- 
da íèri 

d'-\ 

c':b' 


U*'      ''v/1   1      ''■'' 


O  mefmo  que 


b' 

4'H 


(^b't'-c's  )-\r  (çl^,^4't')  +  tior 

803    Por  tanto ,  fe  em  lugar  da  ferie  precedente  ti- 
veíTemos  a  feguinte 

a  frac(^o  contínua  equivalente  leria 

b' 

y_l 

s'»  c> 


-  ,  í    /v  tW  d' 


don- 
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donde  fe  concilie  a  poílibilidade  raanifefta  de  converter 
também  em  fracção  continua  qualquer  íèrie  ,  cujos  ter- 
mos todos  forem  poíítivos  :  o  que  alias  íb  concluiria 
evidentemente,  advertindo,  que  de  toda  a  fracção  pró- 
pria fe  pôde  deduzir  huma  frac(^o  continua ,  c  que  to- 
da a  fracção  própria  fe  pôde  rcfolver  em  íèrie  ;  donde 
igualmente  fe  íègue,  que  onde  tem  lugar  as  feries  ordi- 
nárias ,  devçm  tello  da  mefma  forte  as  de  fracções  con- 
tinuas ,  e  reciprocamente :  com  efFeito  M-  de  la  Grange 
tem  promovido  confideravel mente  o  ufo  dcílas  ultimas  j 
diftinguindo-fe  o  que  lhe  dá  na  refoluçío  das  equações , 
eque  pode  vcr-fe  nas  Memorias  da  Academia  deBerlin. 
804    Tornando  á  ferie 

^^  17        mi  ^  st S-^^^^- 

e  advertindo,  quefegundo  as  leis  das  fi'acç6es  continuas , 
os  termos  defta  íèrie  devem  ir  cada  vez  a  menos ,  con- 
cluiremos ,  que  qualquer  dos  termos  negativos ,  deve  fer 
menor  do  que  o  feu  poíitivo  precedente ,  c  logo  a  fom- 
ma  de  quaefquer  dous  termos  aífim  combinados ,  deve- 
rá íer  íèmpre  poíitiva ;  íe  com  efFeito  praticarmos  eílas 
fommas ,  refultar-nos-ha  huma  ferie  da  forma  fcguinte 


StU 


que  tem  os  íèus  termos  todos  poíítivos  ,  e  que  fendo 
igual  á  fua  precedente,  deve  como  elia  íèr  tambcm  re« 
prcfentada  pela  fracção 


«»  + 


»-f-&c. 
Z 
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o  que  fiibminiftra  hum  fcgundo  modo  dé  fatisfàzer  i 
gueftão  de  reduzir  em  fracção  continua  qualquer  ferie  dà 

Com  effeito  fc  tomamos  para^  exemplo  a  ferie  i  -h  ^  -1- 

l*  -H  -j  -f-  &c.  3  principiaremos  reduzindo  -^  a  forma 

i  (j  -^  r)  :  ms  y  ou  bn :  (mn  4-  r)  ^  o  que  íè  pode  confeguir 
fazendo  bn  zr.  i  ^  e  w»  -f-  m2  ;  affim  teremos  duas 
equações  com  quatro  incógnitas ,  e  por  tanto  indctenni- 
nado  da  fegunda  clafle  o  Problema  propofto  a  que  ciJas 
competem  ;'  efte  pois  admitte  huma  infinidade  de  folu- 
ções  :  ora  fe  fazemos  ^~r=  i ,  das  equações  tiramos 
pz=:i  y  ftízz  ly  c  a  ÍFracção  procurada  íerá 


X 


I  -h 


I  4-  &c. 

para  continuar  reduziremos  femelhantcmentc  ^  i  íom^ 

bcd{U'-sé)\stu y  ou  i^Ç20'\-d):  [2^(204-^)'  + 
4ír(2o -h</)]=4>:  [2^(20 -t-^)-H4^]jc fazendo  tam- 
bém dzzez=:  i ,  teremos  p^=:  i ,  e  o  =  —  3  :  4i  donde 
&  tira  a  fracção  procurada  igual  a 
1 
IH 

I 

H , — 

I 

H 

-(3--4>H —       ^ 

1 4-  &c.       Con- 
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2os    Convertendo  a  ferie  dada  na  feguinte  i  -<- 
JL  4-  ^  +.  ii  -H  &c. ,  e  praticando  o  mefmo  que  fize- 

6  2o  42  '         * 

mos  em  o  numero  precedente  ,  acharemos  a  feguinte 
fracção  contínua 

I 

H 


.l-H 


S  + 


I 

—  (i :  22)  + 


9,9-í-&c. 

E  fc  a  converteífemos  nefta  i  4-  •;  ^i^'^  4  ^  íS' 
-H  &c. ,  poderíamos  fervir-nos  inuncdiatamente  das  pri- 
meiras formulas  9  que  dariao 

IH — 


1:2 
H 


(ii:4)H — 

-(5:9)  +  &c. 

806    Se  em  lugar  da  frao^o  primaria 
k 


»-h&c* 

tiveíTemos  huma  tal  como 

Z2 


tS4  EDtUftltTOS 

1 


#  + 


w-f- 


«4-&C 


claro  he ,  que  i^  careceríaoios  renovarr  a  refipdto  delta 
quanto  fica  dito  na  primeira  :  pois  bailaria  ftibftituir  i 
em  lugar  de  ^,  r,  </,  &c. ,  para  otter  as  conícquencias 
neccflarias :  aífim ,  por  exemplo ,  a  Icrie  correfpondente 
a  efia  fracção  feri 

^4- J— --I-4-&C. 

.  m>       ms         si 
^" 

^  "^^   IH  "^  ifr(iJMí-j-77        (mif  +  i>  [mno  -f»  o  -f-  iif ) 

O  meíino  que 

a  -4-     '^     ^-  ^  -4-  &c. 

nui  J^i        (wj/i-^i)  («/«#;>  4-  »/i+- fiif> -|- j«« -|-  j ) 

807  Antes  de  finalizar  o  artigo  preíènte  >  fare- 
mos huma  obfevaçao  (obre  a8  fracções  continuas ,  ap- 
plicada  para  maior  facilidade  a  hum  caio  particular, 
que  nao  deiíará  ^  per  affii^  ditcr ,  de  moíbar  ao  meímo 
tempo  a  íua  generalização  corrcfpondenre. 

Segundo  Ta  Lande  o  anno  íblar  he  de  ^6$*  ^  4^' 
45''  =  46751'' :  128',  donde  refuJta  nSo  poder  eíie  aii- 
no  conftar  de  hum  numero  exaélo  de  dias  ;  ièndo  per 
iflb  precifo  intercalar  ^ilguas  de  certos  cm  certos  aonos. 
Â  intercalação  ordenada  pelo  noíTo  Kalendario  ,  he  de 

Í\^  em  cada  quatro  aaaos^  excepti^ndo  porém  os  lêcu- 
ares  nao   multíplices    de  400  y    o  que  dá    ao  todo 
27 j  em  4C0  annos  :  reíb  pois  ind^ar ,  fe  efta  intero 
çâo  he  aíTás  exadla  :  a  referida  conta  de  b  Lande 

XDOp 
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moflra ,  que  a  intercalação  ex«fbi  he  de  31'  an  12S  ân- 
uos^ e  poi'  confequencia  de  96  |  dias  emipoannos,  o 

d 
que  dá  -i-  de  difl^rença  na  dita  época  :  reíla  pok  ver 

íe  haverá  outra  intercalação  igualmente  facil ,  e  mais  ap 
proximada  á  verdade  ;  iílo  ne  ,  mais  approximada  á 

de  96  -2  dias  em  400  annos  :  ora  he  evidente ,  que  a 

<|ue  a  queftao  íè  reduz  a  determinar  iracçòcs  mais  Tim- 
plices  do  que  31 :  118  ^  ecujo  vator  lhe  íeja  muito  pró- 
ximo y  o  que  (Numero  233)  juftamente  feconfeguc  por 
meio  das  fracções  continuas  ;  pracicando-o  eneâiva- 
inentc,  adiaremos  primeiro 


12S 


7  + 


s 


ó  que  dá  -^  >  -  9  -  »  —  «   donde  íe  deduzem  duas  in- 

tercalaçôes  maiores  >  e  huma  menor,  que  a  verdadeira 
de  31  dias  em  128  annos :  a  faber;  i.»  de  i''  em  4  an« 
iM>s  i  2.*  de  8^  em  33  annos ,  e  lie  a  Perfiana }  e  3."*  me* 
fior,  de 7^  em 29 annos :  mas,  (eeis-ac^ui  a  reflexão  que 
pertendiamos  fazer)  contemplada  a  ferie  de  fracções  me- 

noies  j^ ,  e  ^'^*j  5  vf-lc  que  31  —  7í=:24=:3. 8,  ei2S 
~  29  =  29  =  3.  33  i  daqui  fetira ,  que  cntre^  ,  e  Jí 
íe  podem  interpolar  as  duas  fracçóes  fcguintes 

*9"*"i3  *  29-i^^u 

Vê. 


i8x  El£M2  ktos 

Vé-(è  mais  ,  que  por  fcr  7  =  7.  i ,  €2^  =  7.4  +  1, 
he  poífivcl  introduzir  antes  de  7 :  29  as  fracções 


r-t-ÍT    I  -i-í.4'    1-4- ?-4'    i-t-4-4'    Í^J-4'    »-^^-4 

de  íorte  que  o  total  das  intercalações  menores  he 
LI      1     Jl     1     1     1     íí     zJ 

Se  tomarmos  a  ferie  das  fracções  maiores ,  e  lhe  ap- 
plicarmos  omefmo  raciocínio,  ver-íe-ha  que  não  hepof- 
íivel  interpolar  nem  huma  fracção  mais ,  e  logo  teremos 
que  efcolher  entre  as  duas  interpolações  maiores ,  e  todas 
as  precedentes  menores  que  a  veidadeira :  ora  das  duas 
ifiaiores  a  primeira  com  a  modificação  que  Uie  faz  o  nof* 

ío  Kalendario  ,  dá  i  de  diifcrença  á  verdade;  c  a  fe- 

gunda  fem  modificação  alguma  íodifiere  namefma  épo« 

ca  ~  logo  he  efta  preferível  ;  c  tanto  mais  quanto  > 

não  fendo  inferior  em  facilidade  prática ,  termina  a  cor- 
recção no  pcriodo  de  33  annos  ,  muito  menor  que  o 
aâual  de  400. 

Sabre  os  fommatorios  approxiniadus  de  algumas  feries. 

808  T  7  Imos  que  o  fommatorio  de  qualquer  fe- 
V  ric  harmónica  he  fera  limite  em  augnocn- 
to ,  quando  o  numero  de  léus  termos  também  não  tem 
limite  em  augmento :  com  tudo  não  demos  o  valor  ge- 
ral do  mcfmo  Ibmmatorio ,  levados  pela  difficuldade  do 
íèu  defcubrimento,  efpecialmente  quando  fe  exige  redu- 
zido a  huma  forma  íimples,  que  íeja  deufo  facil:  aga> 
ra  trataremos  de  preenchei*  em  certo  modo  eífc  artigo, 
dando  huma  exprefsao  geral  do  referido  fonunaiorio, 
fenão  exada ,  ao  menos  de  baftante  approximação. 

To- 
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Tomada  pois  a  ferie 

demonftraiemos  ,  que  a  faa  Ibnuna  he  iimito  proxima- 
monre  igual  a 


•-H 


2  •   iH-;«         26      (^  +,;«)^  4.30 


(i^i„)4  6.42         (i-+-m)6  2  2.6  4.30 

íèrie  aflas  convergente  cm  muitos  cafos  ,  cuja, lei  facil- 
mente deduziremos  íègundo  £e  verá ,  e  que  por  tanto  fe 
faz  própria  para  os  cafos  práticos. 

Vê-fe  com  efFeito  bem  claramente ,  que  a  lei  da  fe- 
rie he  de  fácil  percepção ,  menos  etn  quanto  aos  núme- 
ros 6  ,  30 ,  42 ,  &c.  que  cntrâo  na  formação  dos  que- 
brados —  ,—57-^  &c.  pois  que  dcs  ouitos  números 

^  >  4  >  ^  >  S"^  entrao  também  nos  mefmos  quebrados  aífás 
fe  manifefta  a  progrefsão  j  porém  fe  examinarmos  a  íèquen- 
cia  6  ,  30  5  42 ,  &c. ,  veremos  que  he  juftamente  formada 
pelos  valores  de  C,  £,  G,  &c.  do  numero  J445  fup- 
pondo  neJlcs  mzzZy  =  4 ,  zz  ^ ,  &c.  j  logo  eítá  de  todo 
conhecida  alei  da  ferie,  conhecimento,  que  unido  á ra- 
pidez da  fua  convergência ,  cm  cerros  caíos  à  fazem  en- 
tão própria  para  os  ufois  práticos. 

Paflcmos  á  fua  demonllraçã© :  como  neíla  ferie  Tzz 

I  :  1  4- »/,  e  I  :  i  -h  »i  =  i  —  »/  -h  »^  /^  —  »?  /J  -h 

«4  /4  —  n^ís^  n^  /6  _  &c.  teremos  /( i :  i  -h  ni  )  — 

ft  —  ifn  +  i^fn^  —i^fm  +  /4  r»4  --i^fm  -h  &c. 

mas  (.5A^)fi ,  ou  1  repetido  n  de  vezes  =»i  ifto  he 

/ 


iS4  Elemento 


n^-^^n 


,'     ■  í«*  +  7 


/«^  =  -  »í  +■  -  »4  -+-  -  »J  —  -  » 

^  j  a  j  jQ 

&C. 

logo 

4-  -f  /■»  «J  +■  4  '*  »'  +■  7  /'*  n 

}  2  6 

4  2  4  , 

-t-  I  Í4  »5   4-  i  /4  »4  ^-  4  /4  »J L  /4  » 

7  2  2  o  4* 

&c. 
^,          5,           C,           2),       £,&C' 
(O l^ 

(  1  )  Náo  nos  «diaotaremos  fem  notar  a  propriedade  notável  que 
iem  os  coeficientes  numéricos  de  cada  huma  das  exprelsões  Aipra: 

he  efia  fer  a  fua  fomisa  fempre  confiante  e  s  i ;  affim  *;  +  , 
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Rcfledtindo  agora  fobre  a  ferie  gue  forma  a  columna 
correfpondente  á  letra  A  ,  quero  dizer,  fobre  a  feriç» 

__  i  in^  -t-  i  i« »«  ^  I  i'  n> '-+-  4  ^  »'  -  &c- »  def- 

cubriremos  logo  a  fua  perfeita  femelhança  com  a  ferie 

^_l  x''^  l  x'  —  ^  x'^  ^  x'  -  &c.  =  log- 

(i  ^  ;c^  j  e  com  eíFeito  fuppondo  nefta  iiltiina  x  =.in^ 

teremos  log.  nat.  (n-/»)  =  //r—  \  i^  «*  -H  -^  /*  «' 

-  ^  /^  »*  +-  7  /'  »^  -  &c.=/(»~  í  «^  -<-  7  ^'* 

4         j  » 

»»_-;■'»<+•-  i*  tt^  —  &c. )  donde  fe  tira  A  zz 
4  í  . 

(log.nat.(i  4- /»)):/ 
Igualmente  veríamos  que  B  — -j .  ^^  —-j  ,  e  que 

r^  '     -J L. 


Z)=^ 


lj  i» 


4-}«  '    (I  +  j»)4  +  J« 


£=A. 


fS 


e  aflira  por  diante :  logo  fahirá  S(i:i  -4- «)  =  ^  «- 
preMo  procurada  :  e  por  tanto  fe  a  ferie  harmónica 
tbfle 

teríamos  ,  chamando  *?  ao  feu  fommatorio  ,«$*  =  * 
809    Affim  quando  /=i ,  teremos 


ité  ELBM£Mf*OS 

donde  fe  fçgue  ,quci4-  -j-H-j-H-^-h  &c.  +  - , 
ou/i  =.I„g.  „at.  (I +,)  + i  .  .^^ -.-ij .  j^ 

-^íí:-  THÍF  -*'-^  '  +ri-ír.-^ii-*- 

_  8io    Se  da  mcfnía  forte  quizermos  o  valor  appro- 

limado  dey(  i :  ;i»  )  ,  principiaremos  determinando  o 

de/(i:(i  4-»)«  )j  ecomo  i  :(n-«^«  =1-2»+ 

3  »«  —4»'  -hy  »4  -»  &c.  teremoç  /(i  :(!+«)»):= 

/i  —  2/«f  -h  j/««  -»  4/»'  H-  5/«4  -  &c» 

ora     fi=zn 

—  z/n  =— .»*— -1» 

-4/»'  =~»4~i»i  _  |«« 

uí,        5^  C,  D,   &c. 
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logo /(i :(!+»)«  )=:i-i  4-i  _  Í4-Í-.  &c. 


-1-A. 


e  por  conícqnencm 

Continuando  poderíamos  femelhantementc  determinar 
os  fommatorios  approximados  das  feries,  cujos  termos 
geraes  foflem  a:n^  y  a:n^  ^  &c.  Em  outro  lugar  faremos 
yer  quão  facii ,  c  fimplesmente  fe  podem  exprimir  eftes 
fommatorios  em  funções  da  circumfbrencia  ao  circulo. 

811  No  calculo  das  annuidadcs  tem  ufo  immediato 
a  formula  do  numero  809,  quando  odefconto  he  feito 
pelo  modo  ordinariamente  empregado  no  commercio : 

Eara  o  ver,  fupponha-fe  que  pedem  oaéhial  valor  x  de 
uma  renda  annual  r  ,  que  devemos  receber  durante  o 
numero  n  de  annos ,  fendo  i  o  juro  annual  de  i :  íejão 
ãy  by  c y  dy  &c.  os  valores  que  íucceffivamente  corref- 
})ondcm  a  cada  huma  das  annuidades  r  no  i.^  2.^  3.^ 
&c*  annos,  e  teremos  (Números 43 3  &c.)  i  -H/  :  i : : 
r :  ^ ,.  i-H  2/ :  I : :  r :  ^  >5  H-*  3/  :  I : :  r :  r ,  &c.  >>  donde 
fe  tira  azur:  i  -t-/j>  ^r:r:  1-4-2/ J>r=r:  i-HV»» 
&c.  mas  temos  evidentemente  ^vm^H-^-hr-h  &c.  íogo 

Aa  ii  9C 


X8i  E  L  t  M  t  »  T  •  f 

*  =  ITT +iííi^-rn5 -^  ^- -^^ 

e  por  coniequencia 

&c  -  4-H  ;^.-  te.) 

de  modo  que  na  hjporhere  do  juro  da  lei  em  qae  te- 
mos /  =  o,  oy ,  e  fiippondo  «mio  amios ,  r  =:  loo 
moedas  ,  refultari  x  =  loo  [  (log.nar.  i,y  :o,j)  H- 
(1:3)  — (0,05:27)  4- (0,000125:  607,5)  — (o> 
0000003115  :  2870 ,  4375  )  -h  &c.  —  (i  :  2)  +  (o,oy : 
12)  —  (o,  000125  :  120)  -h  (o,  000000J125 :  15'^)  — 
&c ]  =  (log. nat.  1,5 : 0,005) 4- (100 :  O  —  (^0:27) 
-H  (o,  01 25  :  607, 5)  ~  (o,  00003125  :  2870 ,  4375)  + 
&c.  —(100:2)  +  (5: 12)  — (0,0125: 120) -h  (o, 

€)ooo3r25 :  252)— &c.]r:  810,921^990 -f'33>  333333 

—  o,  185185  -H  0,000010  —  50  -+-  0^416667-0, 

000104  -+-  &€•  =  794,  *49^7. 

Refol?endo  cfic  mefmo  JProblema  fia  hypothefe  do 
juro  ciMnpofio,  achariamos  x  =  772,  *  1 2(Numero  415): 
e  por  taneo  tiaverá  ito  modo  precedente  22,  )£(  3737  ^^ 
periuizo  Mra  o  Capifalifta. 

812  O  tnermo  mechodo  empregado  em  os  números 
808 ,  80^  nos  pôde  fenrir  para  achar  o  valor  de  log« 
(i.  2.  2. . . . »)  oefâayohido  em  ferie  i  o  que  talvez  nos 
poderá  ferutifl.  (r)  Porqdaito  he  log.  (i.2.3.4-*';5^ 

I  111  T  _"* 

(1 )     Fundado  ncftc  nuHhero ,  ácbá  Wr.  d^  hi  ?hct  em  ai  l^^mvm 
da  Academia  de  Faria,  Aono  177^,   que     -...•••   * 

m  sSo  muHo  pcquenoa  arcfpeico  dc^,  tf  equivale  muito  ptovsap 
umntt  a        F      ^  ,  ,.  foriikub  de  u£q  muito  maii  íkiL 


Dk  AmíHMÊtieÀ  Uhiversai-     ít^ 

= log.  r  Hr  log.  %  +■  log»  3  -i- . .  ►.  log.  » )  ora  (  Nume- 
ro 546 ) 

log.  I  =  CJ 

lõg.a  =  i-7-h7-^-H7-&c. 


li 


Iog.3  =  2-ÍH-í-'-;  +  ?-&c. 
log.4=3-í^?^í-^'f-«^<^- 

fera  pois  log.  (i.  2. 3. . . . »)  =/(»  —  I)  -  í /(»-0  * 
j^l  f(n^  i)j  -h  ■;/(«— 1>  -t- &c.  je fazendo»-! 
=  í/,  teraBos  log.  ( i. a.  3. ....»'  -H  i )  =/ »*  —  -5 
/«'a  ^.  lfn'i  —  ^/«'4  -h  &c.  j  mas 

^,    *    B,        C,        i),&c. 

refleáUndo  agora  fobre  as  feries  A,B,C,D,  &c  no- 
taremos facilmente 

i.oque  a  ferie  ^=-»'-t-C»' 4-1)  log*  (»»-H  0=*' 
I  — «-t-«log.« 


199  Elementos 

a.'  que  5  =•;  log.  (n- »')  =  •;  log.  « 

&c 

donde  tefulta  log.  (i.  a.  3.  ...»)=  i  —  « -4-  (»  -h  j ) 

log.»  -h  -{ í— -4 ~ í— ,  -t-  &c 

'•'•*        |^)o.n>        4.6a*.»*        6.Í.|o.»«7 


2. 6         J-4-)o         4*6-4*         6.8.  jo 

.813    Do  que  temos  dito  fegue-fe  manifeftamente ,  que 
afomniâ  approximada  dehuma  íèric  fe obtém,  oufom* 
mando  os  feus  primeiros  termos  ,  quando  ella  he  aílas 
convergente  >  ou  transforma  ndo-a  em  outra  de  maior  con- 
vergência ,  e  ibmmando ,  (cc;undo  as  regras  ordinárias , 
os  primeiros  termos .  que  delta  nos  parecerem  fuificientcs 
para  a  queílâo  de  que  íè  trata  i  rejeitâo-íè  pois  os  ou- 
tros por  fe  julgar  o  feu  fommatorio  de  tão  pouco  va- 
lor ,  e  por  confeguinte  de  tão  pouca  influencia ,  relativa- 
mente i  mefma  queílâo,  que  por  iíTo  os  dcfprezamos; 
ora  podo  que  em  os  números  794  e  íèg«  fiquem  apontados 
raciocínios  y  e  methodos ,  com  cujo  focorro  poderemos  vir 
a  conhecer  ográo  de  approximaçSo  correípondente  ^os 
termos  rejeitados  ;  he  todavia  bem  claro  y  que  n^o  dei- 
xaria de  fer  útil  infiílir  ainda  hum  pouco  (obre  o  webao 
alFumpto ,  fazendo  ver  como ,  em  queftòes  aíTás  occur- 
rentes,  fc  podem  aflignar  limittes  em  augmento ,  e  em  di- 
minuição da  íèrie  deíprczada ;  porque  notando  aílim  entre 
ouaes  extremos  deve  cahir  o  valor  eliminado ,  a  quefláo 
ficaria  mais  reduzida ,  e  o  cpnhecimento  do  gráo  de  ajp- 
proximação,  feja-me  licito  dizello ,  mais  fenfivel.  Não  le- 
rá 
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rá  pois  fora  de  propofito  moftrar,  como  ao  menos  em 
algumas  circunftancias  he  pollivel  obter  os  ditos  limites* 
814  Para  ifto  fupponhamos ,  que  fendo  ^  >  ^ ,  pcr- 
tendemos  aflignar  o  valor  de  (a-hèy  ^  ç  fomma- 
mos  unicamente  os  primeiros  »  termos  da  ferie  a^'  -+• 
ma^  -  í .  Ã  4-  &c. :  deveremos  pois  conhecer  fe  podemos , 
ou  não  limitar-nos  a  efta  íbmma  ,  defprezando  o  reíto 
da  ferie  :  ora  he  evidente  y  que  fe  fizermos  outras  duas 
feries  tacs ,  que  o  primeiro  termo  da  primeira  delias  feja 
igual  ao  termo  »4-  i  daproppfta  J  o  íegundo  maior  que 
o  termo  »  +•  2  da  propoíta ;  o  terceiro  maior  que  o  tei- 
mo »4-3>  e  aífim  por  diante;  o  fonomatorio  da  ferie 
defprezada  ^  quacfquer  que  íejão  os  íignaes  dos  feus  ter- 
mos ,  fera  evidentemente  menor  que  o  defta  ferie :  femo- 
Ihantemcnte  fe  na  fegunda  ferie  por  nós  formada  ,  os 
primeiros  dous  termos  forem  iguaes  aos  termos  »  -h  i ,  e 
9  +  2 ,  da  propofta  ,  e  cada  nuin  dos  reftantes  menor 

aue  o  feu  correfpondente  nefta  i  o  fommatorio  da  ferie 
efprezada ,  íuppoftos  os  feus  termos  todos  com  o  meP- 
mo  íignal  ,  deverá  fer  maior  que  o  da  referida  fegunda 
ferie:  affim  refta  fómçníe  formar  a$  duas  feries  j  c  co- 
mo as  geométricas  facilmente  fc  iòmmao  y  além  do  que 
nellas  cada  termo  he  também  formado  do  feu  preceden- 
te multiplicado  por  huma  grandeza  ,  no  (|ue  fe  aíTemo- 
Ihao  á  propofta  ,  faremos  que  aa  ditas  feries  f^âo  gech- 
métricas. 

2 1(5    Qra  fe  rcflofUimos  fobse  a  ferie  defprezada  > 
que  be  j^ílamente 

«r.  — —  .  .  .  —    ,      ,     ,    ^2—  ,  ^m««-hi.^-f 

Sr  fí-ml  IS 


m. 


19^  Elementos 

c  gue  fazendo  o  primeiro  termo  =  T  ,  fe  reduz  á  fe- 
guinte 


w  -j-  I  •       n  -f-  a     •       «  4-  , 


.    —  4-&C- 


onde  fuppondo  i  negativo ,  e  »/>>», e  <[»4-i,  to- 
dos os  termos  fahem  negativos ,  excepto  o  primeiro. 

Conheceremos  logo ,  que  o  ícu  fommatorio  deve  fer 
menor  que  o  da  ferie 

r-hT.  ^  -^  T.  4-+-  r.  4  -H  &<^- 

e  maior  que  o  da  ferie 

vifto  que  qualquer  fracção  própria  p:q<^p+'r:q-^fi 
chamando  pois  S  ao  fommatorio  defprezado  ,  feri  eite 

fempre<r:i-"(*:^),e>r:(i-.(i«  — ;y)í:(»-Hi) 

a)  donde  refulta  S<^aT:a  —  t,  e>if («-h/)?''^ 

(«4-1)  -  A  (w«  —  n).  Applicando  á  indagação  de  V  Bf^' > 
e  fuppondo  que  nos  contentávamos  de  iommar  os  priínei- 
ros  nove  termos  da  ferie  ,  teriamos  que  o  fcu  decimo 
termo  Tzz  i.  3.  jt-  7-  9. 13.  ly.  17  -  2.  4. 6.  8. 10. 11.  '4- 
16.  i8.  20.8i^  }  e  por  confequencia  9  que  o  foixunatorio 

defprezado /< 81 T:  82, e>  180  T:  199. 

Se 
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S16    Se  com  0$  nieímos  dados  trataíTemos  da  feriç 

Í>rodu2Ída  pela  elevação  de  {a  -H  Uf^ ,  fuppofto  b  po- 
irívo  ,  os  termos  dcfprezados  ferião  alternativamente 
.poíitivos,  e  negativos  :  determinando  pois  os  limites  do 
Ibmmarorio  dos  poíitivos  ,  e  os  limites  do  fommatorio 
dos  negativos ,  as  diiferenças  deftes  tomadas  convenien* 
temente,  repreíèntarião  os  limites  procurados. 

Poderíamos  também  nefte  cafo  reduzir  a  hum  cada 
dous  termos  próximos ;  affim  obteriamos  huma  nova  fe- 
rie com  lium  fó  fignal ,  e  por  tanto  abfojutamente  pró- 
pria para  o  exAme  indicado  em  o  Numero  815*. 

Tal  he  o  methodo  ^  que  para  o  fim  mencionado  em 
o  numero  Si 3  nos  propuzemos  defenvolvcr:  a  fua  ap- 
plicacao  a  outros  quaefquer  cafos  análogos  ^  he  aíTás  cla- 
ra y  pelo  que  não  feremos  mais  exteniòs  a  efte  reípei- 
to. 

Applicação  da  doutrina  dos  Somniatorios 
ao  cakuh  das  Annuidades. 

817    T  T  lo-fe  (Numero  434^,  que  fendo  r  oca- 
V    pitai  pofto  a  juro ;  ao  intervallo  do  tem- 
po 5  que  conílantementc  deve  medear  entre  os  pagamen- 
tos iguaes;  x  o  valor;  n  o  numero  deftes  pagamentos; 
«  /  o  juro  de  i  no  tempo  ^,  tínhamos  fempre  acqua^o 


Xz=. 


r(i-l-i)'' 


(i  +  if--'-h(i-4-i)«--*+-.  .*-*-! 


Obfervando  agora  ,  que  o  denominador  do  fcgundo 
membro  forma  numa  progrefsão  geométrica  ,  da  qual 
I  -H/  he  a  razão,  concluiremos  (Numero  718  )  ,  que 
a  fua  fomma  equuvale,  a 


(.  4-  >r  ->.  ^  (l±It^.^  e  logo  X  =.  "•^'  ^.;S 

cqua^o ,  da  qual  fe  pódc  extrahir  com  toda  a  prompti- 
dão  o  valor  de  cada  huma  das  quantidades  CfttfX,  que 

Bb  eW 


k^^  E  1  t  A  %  >Y  T  6  S 

idla  incltfc ,  quando  íis  entrais  três  sío  dadas ,  ouConh^ 
cidas  >  a/Irm 

Á^dos y  c , i y  fí y  temos x  =  ci (i  -{-  $y  :  (^(i  -h iy  —  i) 
Xyiyffy  .  .  .  rzr  a;  ((i-h/)«  —  i)  :/(!  +  /)• 
€yXyiy  •  .  .  /5m ( log.  A?  —  log.  ( AT  — /V )\  : 

log.  (i-hi) 

Para  exemplo ,  fiipponhamos ,  que  devendo  receber  a 
annuidadc  i  por  efpaço  de  24  annos ,  pertendiafnos  fa- 
"ber  quanto  devíamos  dar  anualmente  a  juro  de  5  por 
cento  ,  a  fim  de  íè  poder  cwmprir  o  dito  reccbimenfo. 
Nefte  caíò  temos  xzzi\  i  -=0 ,  05  ;  »  z=  24 ;  logo  c  n 
(i,  05-24—  i)  :  o,  05:  X  I,  05"^-^  =  (i  :  o,  05)—  ( I  :o,OS 
X  I5  Ojr^4)  r:  20—6,  201  r:  13, 799  :  o  mcfmo  jufta- 
mente  que  fe  encontra  na  Taboada  IIL  do  Appendice 
Que  fizemos  áObradeSaint-Cvrans  Taboada,  com  cujo 
loccorro  todos  os  cálculos  deita  cfpecic  ficão  muito  fim- 
plificados  i  aflim  como  os  dos  juros  com  a  I ,  II,  léus 
appendices ,  e  a  V.  Taboada ,  que  na  mefma  Obra  fe 
encontrão.  Com  a  Taboada  IV.  rcfolvem-fe  igualmente 
PS  Problemas  das  rendas  annuaes  ,  que  pertencem  i  fe- 
guintc  claífe. 

818  Suppondo  que  no  fim  década  intervallo  i,  cm 
lugar  de  receber  arenda  annuai  i ,  fe  deixa  ficar  cfta  na 
mão  do  devedor  a  vencer  juro,  de  modo  que  venhamos 
ii  cobrar  tudo  junto,  y  quando  tem  paliado  o  numero  n  de 
intcrvallos ;  a  quanto  deverá  fubir  etta  quantia  ?  He  cla- 
ro ,  que  i.o  ,  I  que  não  recebemos  no  fim  do  primeiro 
intervallo,  "fica  vencendo  juro  durante  o  numefo  n^^-i 
de  inter vallos,  que  ainda  reftão.,  e  por  tanto  (Numepo 
4X5")  deve  íiibir  a  (i  -hi)"-*;  2.«> ,  o  i  que  não  fe  re- 
cebe aõfimdoTegundo  intervallo,  fubirá  porhuma  ra- 
zão 
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íáo  femelhante  a  (i  -H/)'*-3,  ^  affim  por  diante  até  a 
ultimo  I ,  que  ícndo  recebido  immediatamcnte ,  não  de* 
ve  vencer  juro ;  denominando  pois  j^  a  quantia  total  pro- 
curada, íerájf  =  (i-lri)«-«-»-(i  -h/)«--2-H&c.-H  i 
=  (  (i  4-  /)''  —  i)  :  / ;  fazendo  agora  como  aílima  /  zz  o^ 
oj;  nzizi^y  refultará  j(  =  443  5  ,  como  fc  encontra  na 
dita  Taboa  IV.  em  a  columna  dos  ^  por  loo  defronto 
do  numero  24  da  columna  dos  annos. 

819  Chamando  j  qjuro  dei  cm  outra  época  qual- 
quer ;  e  fendo  i :  n  igual  á  razão  do  intervallo  d  para  a 
grandeza  da  nova  época  ,  teremos  (  n-  /)«  =  i  -^j 

n 

(Numero.  415: )  ,  e  logo  /  =  —  i  H-  \/T+j  i  fubfti- 
tuindo  pois  nas  formulas  precedentes  em  lugar  de  /  eítc 
feu  novo  valor,  teremos  outras,  onde  o  juro  J  fcrá  refe- 
rido á  época  nd. 

820  Para  terminar  efia  ordem  dequeílões,  tratare- 
mos da  feguinte  relativa  ás  annuidades  vitalícias  ;  cha- 
mãp-fe  aíEm  aquellas  ,  que  devem  durar  taiito  como  a 
vida  de  hum ,  aous  homens ,  &c. ;  em  quanto  porém  á 
difcufsão  mais  ampla  defte  affumpto ,  remettcmo-nos  por 
ora  á  parte  II.  do  i*eferido  Saint-Cyran. 

Hum  homem  de  20  annos  de  idade  quer  pôr  a  ju- 
ro hum  certo  capital  ;  mas  cjc  forte  que  o  pagamento 
delle ,  c  do  juro  ha  de  fer  feito  recebendo  annualmcnte. 
400000  reis  em  quanto  viver,  tomando  para  bafe  o  ju- 
ro da  Lei :  quanto  deve  empregar  para  efte  fim  ? 

Como  o  Capitaliíla  tem  20  annos  de  idade ,  proai- 
raremos  na  Taboada  I.  de  Saint-Cyran  o  numero  26) , 
Gue  eftá  na  columna  denominada  annos  de  idade  em  a 
íerie  Necrologica  de  Kerfebom  ;  e  achando  defix>ntc 

36«  3"»,  ou  36*  -  ,  na  columna  denominada  vida  me- 

dia  ,  concluiremos ,  que  fegundo  as  muitas  obfervações 
fobre  a  mortalidade  humana  feitas  por  aqudle  AuthQr , 

Bb  ii  hum 
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hum  homem  de  20  annos  deve  provavelmente  viver 
36*  -í ,  temos  pois  a  noíTa  qucftão  reduzida  a  determi- 
nar 99  quanto  fe  deve  dar  a  juro  de  o, 05  por  i,  afim 
»  de  receber  annualmente  4cxxx)0  reis.  durante  36*  ^  yt 
pelo  que  recoiTCndo  á  nòfla  formula,  lerá  xz=:  400000 
reis,  /=o,  05',»=  30^  -  J  o  que  dá  r  =  6. 636.000 
reis  proximamente. 

Se  tendo  achado  o  numero  36-^  foíTemos  áTaboada 

III.  do  Appendice  referido ,  encontraríamos  que  ao  nume- 
ro 36  da  columna  ^/íw/ correfponde  16,5468  na  dos  j 
por  100  j  e  16,  71 12  ao  numero  37  :  fazendo  pois  a 

proporção  37-  36:  i6>7ii2—  16,5468  ::  j6;;  - 

36  :  .V  —  16, 546Í ,  acharíamos  a?=  16, 5879  ,ou  16,59 
proximamente ;  donde  íè  feguc ,  que  o  capital  16, 55;  cor- 

reípondc  a  i  de  renda  annual  por  efpaço  de  36  -  m 

hypothcfc  do  juro  a  5  por  100 ;  logo  o  capital  conef- 

Eondentc  a  400000  reis  de  renda  annual  ,   nas  mefinas 
ypothefes ,  deverá  fer  16, 59  X  400000  =  6636000  reis 
como  aínma. 

821     Paflando  ao  numero  435  ,  e  tomando  a  formu'' 
la  nelle  contida^  a  íaber 

-t-&o-hí*):(:i-HÍ)» 

trataremos  de  achar  o  fommatorio  da  ferie  ,  que  fórmii 
o  numerador  do  íègúndo  membro  ,  conforme  diverfas 
hypothefes  a  que  podem  fer  fujeitos  os  pagamentos  /, 
W,^,  &C; 

•  Para  eíle  fim  liipponliamos  primeiro,  que  os  paga- 

mea- 
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mentos  fegiiem  huma  progrefsâo  geométrica,  da  qual  r 
he  a  razão,  teremos  m=.lr ^  p:=zmrz=.lr^  ,  &c.  e  fcrá 

-í-  &:c.  -i-  /r«  -- ")  :  (i  +-  iy* 

mas  he  /(H-/)»-^ : /r(i -h//-«  :  :/r(i  H-/)«-^: 

/í^2  (l  -+-/)«->  ::&c. 
o  que  dá 

e  por  confequcncia 

í"  =/  (rn  ~(i  4-/)!»  ^  :  (i  4-/>  (r  —  (i-h/)) 

822  Suppondo  agora  ,  que  os  pagamentos  /,  m^p^ 
&c.  formão  liuma  progrefsâo  arithmetica  ,  onde  fcja  d 
a  razão,  teremos 

r=(/(H-i)«-'-+-(/-H^/)(i-t-/)«-«-H(/-l-2^) 
(H-/)''-  J  -H  &c.  -hZ-H  («  —  I) ^\  :  (i  -h/)« 

trata-fe  pois  de  achar  ofdz  ferie  /  (H-  z)'*^  S  &c. ; 
para  o  que  dividilla-hemos  nas  ièguintes  geométricas , 
a  fabcr 

/(i-h /> - ' 4- /(i  +  />-«-h  /(H-/y-- J  -h &c.  +  / 

4Í  ( I  -H  /y  -^  *  -H  rf  ( i-f-  /^  --  J  -h  &c.  -h  ^ 

4Í(l-h/)»-l-+-&C.  +  á 

&c* 

na  primeira  teremos   f=  (/(!-+-/)''—/):  / 
lègunda  .  .  .  •  .  /=(//(i -h /)«-'' —^):i 
tevceira 7=,(í/(i -M^"^"  — ^:i 


na 
na 
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e  aiEm  por  diante ,  de  modo  que  o  foiíimatorio  procura- 
do deve  equivaler  a  ^  ((i-H  />  —  i)  +  4  (  (  H-  /)"  -  • 
_H-(i-4-z)'»-4_H-(n-/)'»-j  —  I  -f- &c. + 

(I  -w/)  -i)l=7  (o  -h/)' - 1) -i-  tCCi  -^-0"-'  + 

(l  4-  O^-^  -h  &C.  -+-  (1-+-/)  —(»  —  !))  =  7 

((l  +/)•»_  i)  -h    ^  ((l-h/)"  -  I  -//») 

donde  refulta 

f=[i(CH./)''~l)-l- -^((14-/)"-! -/•»)]: 

823  Se  ultimamente  fuppuzermos  m  z=.í  -{-  -,/ 
=  w-t-  -  =  /-H  —  •+-  — -,  &c.  ;  teremos  r  =:  [/ 
(!-«-/>-»■+-  (/+ 7)  (H- />-«-+-  (/-4-^4-    ^  ) 

■  *■  »r'  9.  j.  r' 

ncfta  formula  podemos  dividir  ã  ferie  por  hum  modo 
análogo  ao  da  precedente  ,  e  concluir  depois  outra  ex- 
prefsuo  do  feu  íbmmatorio. 

824  Permitta-fe-nos  achar  ainda  porefte  raefmome- 
thodo  o  fommatorio  da  ferie  ,  que  refulta ,  quando  & 
multipliçao  ordenadamente  os  termos  de  Iiuma  progrel- 

sao 
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6ao  gcomctrka  pelos  termos  de  huma  progFcrsão  arith- 

Sejao  as  duas  progrefsóes 

TT-r:  cd       :  cd^       :  cd^  .  .    .  .  cd^-^ 
a  ferie  da  noíTa  qtieílão  íèrá 

ac-^cdia-^b) -t-  cd^  (^-4-  ih)  ^-  &c.  -Hr^« - » 

poderíamos  pois  achar  lego  pelo  methodo  precedente  o 

íbmmatorio  deíla  ferie  i  mas  fcd^  - '  ^^ -H  (»—  i)  /^^  n: 

facd'  -" '  -4-  y  bncd"  - »  —  fln:d^  - '  ;  ora  facd'  -  '  — 

y  kcd'-'  =  {ac  —  k)fd''-'  ',fd'-'  —  {d'  - 1) :  (d- 1) 

(Numero  718)  i  o  que  dá  Jacd^-^  -  fbcd^-^  ~  r 

{a  -  b){d'  -  i)  :  (^  —  i)  i  rcíla  pois  achar  fbncd'  - '  o 

..  mefmo  que  bcfnd^  -  \\  fnd'  -j  zzi^2d-\-  3^2  ^  ^^j 

-h  &c.  4-  »^^  -  S  dividindo  eíía  ferie  nas  fcguintcs  pro- 

grefsões  geométricas. 

H-i  :  d:  d^  :  d)  :  d^  :  d^  :  &c.:  á^'-« 

77- d:  d^  :  di  :  d^  :  di  :  &c.:  //«-» 

rf-^'  :  d^  :  d^:  ds  :  &c. :  i«-« 

.&c. 

teremos  na  primeira    /=  (^"  —  1)  :  (^  —  1)    . 

na  fegunda    /=:  (rf"  —  d) : .(//—  i) 

na  terceira    f—(3!^  ~d*y:(d—i) 

até  que  na  ultima    /=  (//"  —  à'  -- ')  :  (d  - 1) 

aiCm  concluiremos  ,  que  o  fommatorio  de  todas  he 
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(«i»  ^i  -</—</*  - &c.— <*•-»)•  (''-o  =0^" - 
^^2j  )  '•  (^~  I )  =  («í'-^ ' -  «/'  —  i"  -t-  I  > : 

(4—1)* ,  o  que  di  fcd^-*  (a -{~(i$  —  i) b)  =z 

ou 

—  rf' )  --  </«  -  (tf ^  -  ^0  (^  —  O  -+- 1  ]  •  (^  -  O  * 

como  íe  perten4ÍA. 

Introducção  ao  calculo  das  Probabilidades ,  ou  conti* 

nuaçâo  da  Theorica  das  Permutações , 

e  Combinações. 

Zz$  T?  M  os  Números  ^66 ,  267 ,  268  ,  269  tra- 
Xjj  támos  já  das  combinações  ,  que  n  letras 
pode  produzir  ,  fendo  o  expoente  de  cada  combinação 
ou  ;»  ,  ou  todos  os  números  dígitos  defde  i  até  m^ 
moftrando  ao  mefmo  tempo  quacs  confecucncias  fe  po« 
diáo  deduzir  das  referidas  invcíHgaçÓes :  tbi  porém  íup- 
poíiçâo  confiante  nos  ditos  números ,  que  em  cada  com- 
binaçío  não  pudeflè  encontrar-fe  qualquer  das  letras  com- 
binadas mais  de  huma  vez ;  por  ifTo  agora  pafTarrmos  a 
determinar  o  numero  das  combinações ,  quando  algumas 
das  fí  coufas  combinandas  podem  ícr  repetidas  até  1»  ve- 
zes :  principiaremos ,  fuppoiído  que  cada  letra  pofTa  exif^ 
tir  duplicaaa ,  e  que  o  expoente  da  combinação  he  tam- 
bém igual  a  1.  Ora  nefta  hypothefe  cada  quantidade  pô- 
de fer  combinada  y  não  fò  com  cada  huma  das  outras , 
mas  até  comíigo  mefma,  de  forte  que  a  Tabeliã  do  nu- 
mero 268  deve  mudar-&  na  fe^uinte 

aà 
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aa 

ah^  bb 
cay  cb^  cc 
da^  dby  dc^àã 

&c. 

donde  íèconclue^  que  o  numero  *pedido  equivale  afom- 

ma  dos  primeiros  n  números  naturaet ,  ou  a  n.  ^^-àzL , 

Suppondo  agora  ,  que  cada  quantidade  pofla  repe- 
tir-fe  2  vezes ,-  e  que  3  feja  também  o  expoente  das  com-» 
binaçMs ,  a  Tabeliã  feguinte  moftrará  quantas  combina* 
ç6cs  podem  ter  lugar  ^  fegundo  eíta  lei^  e  sao 

aaa 

aab^  ahb  j  bbb 

aacj  acCy  bbc^  bcc^  abe  y  ccc 

aad^  addybbdy  bdd^  ccdy  cddy  abdy  acdy  bcd^  ddd 

&c. 

donde  fe  tira ,  que  o  numero  pedido  equivale  á  fomma 
dos  primeiros  n  números  triangulares  ^  e  por  tanto  = 

Continuando ,  e  generalizando  temos ,  que  iè  m  re- 
prefentar  o  expoente  da  combina(^o  y  e  o  numero  das 
Tezes  y  que  cada  huma  das  letras  pôde  fer  repetida  ,  o 

numero  das  combinaçóos  fera  xzzn.  — —  •  i±-2 ,  ^ , 

•^ m • 

826  Logo  o  numero  total  das  combinações  y  confide- 
rados  os  expoentes  fucceflivos  1.  ^.  9  até  1»  ^  e  que  em 
cada  huma  delias  deve  cada  huma  das  quantidades  n 
repetir-íe  defde  i  até  tantas  vezes  y  quantas  são  as  uni* 

Cc  da- 


1Q2  S.I.EMSNrot 

dades  do  feu  emente  C&i  fx  zz  ti  -\~  n.  ~-i  -{-  n. 


III 


Querendo  achar  outra  exprefsão  roais  fimplcs  dcftc 
fx ,  notaremos ,  que  íègundo  a  formação  dos  números  fi- 
gurados j  o  termo  r  d^  qualquer  ferie  meuos  liuiii  >  equi^ 
vale  á  íbnuna  dos  r  —  x  termos  primcirQs  de  todas  as 
lerias  fuás  precedentes  ,  principiando  a  contar  pela  das 
unidades  fimpiiccs :  o  que  deoovo  podemos  rer  combi- 
nando as  melhias  (cries 

1.2,  3,    4,     5»      6  &c;  >x 

1.3,  o,  10,    ij»     21  &c.  ♦'-I' 

1 ,  4 5  10,  20>   35*  w    56  &c.  >i  -^  ^;-^ 
iiJ.  i5>3y>  70M  I26&C- -.tç.'^  t 

onde  por  exemplo  o  termo  6.^  da  6.*  ferie  —  i ,  ou  25'! 
^quitale  á  iòm^ia  dos-;  piimeiros  tenoiíos  das  5  feio 
ioM  practtdcpces  ^  ou ,  ^que  Jieo mefino » eqtiivaie  á íowr 
"ma  H-14-m-I-HH-I-H2H-3-f-4-Hy-M  + 
3-+-6-Hio-t-i5'4-  i-t-4-h  10-H2Ò-H35-Í-  1+^ 
*♦-  ly  H-  35  -H  70  i  Jogo  para  achar  o  fomoiacorío  pedi- 
do, quero  disor,  oíoimnatorio  dosprirnsiros  n  Kmo% 
láas  primeiras  m  feií^  dos  numcMs  ficados  ,  tudo  & 
rcdiçç  a^eterrmnar  p  termp  »-+- 1  da  feriem  -í- 1  qwo- 
dò  fe  principia  a  contar  m  das  unidades  fimplices  \  ou 
da  ferie  1»  ^quando  fe  principia  na  dos  números  aatwws , 
como  até  agora  temos  praticado  j  mas  o  termo  »defta 

iíçrie  dçíç  fçr ,  cpmo  já  tenjo?  yiflo, «.  -~-^ .  -^^^  •  •  • 

^{*:^::\i  íqgp  o  feu  teríoo.  «4- 1  ferí  «^ i.  ^-7- • 

tf 
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^^-^^^ ...  *^^^  ,.  e  por  coníequencia  »  -h  i.  ^^-=^  < 

"^   ....  ■  ■  '   '      — —  I  ""^  #1  -4—  Hl    ■"    ■      -4—  •#-  I     T^   ■  '1 


I  =::»-»-».  -^-h».- 


1  OT  2  «  J 

H-  &c.  -+-  «r.  --^ .  --^-— • . . .    ■  ^   ■  > ,  como  ic  per- 

tendia. 

Poderíamos  dcmonftrar  igualmente  efta  formiila  fun- 
dados em  outras  propriedades  das  feries  ditas  pelo  itio» 
do  feguinre  :  i.*  a  primeira  pane  n  da  expremo  dada 
he  juntamente  o  termo  i!i  da  íegunda  íèrie  ,  e  equiraie 
ao  fegundo  termo  da  ferie  n  :   i.»  a  fegunda  parte  n. 

-"^'  he  o  termo  n  da  terceira  ferie,  e  equivale  aotei'- 
ceiro  termo  da  ferie  n:  ^.^  a  terceira  parte  »/  ^^-^^  .^ 


''"^-  he  o  termo  «.da  quarta  ferie,  c  equivale  aotcritlo 
quarto  da  ferie  n  :  c  aífim  até  a  parte  ».  ^~^  •  JL±^ 

•  •  •  •  ^'^m^^  y  S"^  ^^  juftam^nte  o  termo  fí  da  feriCx 

f«  -H I ,  e  equivale  ao  teraio  w  -h  i  da  ferie  n  j  dondd 
fe  conckie ,  que  o  defaitnimento  do  fommatorio  pedidt)' 
fe  reduz  a  defeubrir  o  fommatorio  do  2.<^ ,  ^•'' ,  até  ' 
w  H- 1  termo  da  ferie  n  ;  e  como  todas  as  feries  prin- 
cipiao  peia  onidadò  ,  tudo  fe  reduz  a  defeubrir  o  fom- 
matorio dos  piimeiros  i»  + 1  termos  da  ferie  f$ ,  ê  defte 
fubtrahir  i  j  mas  o  fommatorio  dos  primeiros  m  +■  r 
termos  de  qadqiier  das  feries  eqoivale  aó  termo  i»  -H  i 
da  fua  immediata,  e  por  tanto  kie  o  fommatorio  dospri* 
meiros  m-^i  termos  da  ferie  n  igual  ao  termo  m-^i 
da  ferie  n-^iy  de  mais ,  o  termo  w  -+-  i  da  ferie  «  H-  i 
deve  equivaler  ao  termo  »  -^- 1  da  ferie  w  -H  i ,  ou  da 
ferie  m  coofocme  o  noflb  antecedente  modo  de  contar  ^ 

Ce  ii  nef- 
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e . 


por  confequencia  o  termo  »-H  !=»-+-  i*  '^— ^  •  "— - 
• . . .  'í-^tí  ,  logo  com  etFeito  htfx  rr  -  ^  '•>  ~^  • 


I  »+'"    _     T        ^>,        ^^X-^* 


K-v>*-         / 


827    Stippondo  agora  que  huma  letra  a  polTa  repc- 
tir-fc  até  n  vezes ,  outra  i  zté  m^c  outi-a  f  até  J5»,  tra- 
temos  de  achar  quantas  combinações  he  poílivel  fazer 
icom  todas  eftas  letras*  Vê-fe  bem  á  identidade  dcftc  af- 
fumpto   com  a  determinação  de  todos   os  devifores  de 
(jue  he  fuíceptivel  a  exprefsao  a''  If^  cp  y  c  por  tanto  a 
inveftigaçao  feita  fobre  num  delles ,  ferve  iguahnentc  ao 
outro.  Ora  he  evidente:  i.«  que  píóde  haver  tantos  de- 
vifores a  quantas  forem  as  unidades  de  ;»  ^  a  faber  tf, 
a^  y  a^  ..» .  a'*  í  íèmelhantemente  a refpeito  dei ,  c  de 
€  ;  e  aflim  temos  já  »  4-  w  -H  ^  devifotes  :  2."^  qual- 
quer devifor  onde  fó  entra  a  combinado  com  cada  de- 
viíbr,  onde  fó  entra  è  ,  produzirá  tn  novos  devifores, 
vifto  que  são  m  os  devifores  ii  logo  «  de  devifores  on- 
de fó  entra  ét  combinados  com  m  devifores  onde  fó  en- 
tra i,  produzirão  nm  novos  deviíbres,  ondefóentráiao 
4 ,  e  ^  :  aílim  também  cada  deviíbr  a  combinado  com 
cada  devifor  onde  fó  entra  c  ,   produzirá  np  devifores 
mais }  e  cada  devifor  onde  fó  entra  i  combinado^  coni 
cada  dcvilbr  onde  fó  entra  c  ^  deve  ainda  produzir  mf 
devifores  ;  o  que  já  faz  ao  todo  x-k-M-^f-tff^"^ 
np  -H  mò  devifores :  3.®  combinando  os  devilores  a  coo 
os  devilores  b ,  e  com  os  devifores  c  ,  teremos  cm  to 
nmp  novos  devifores  i  por  quanto  fe  tomamos  feparada- 
mente  cada  kum  dos  nm  devifores  da  fórma  à^^y^^^ 
combinarmos  com  cada  hum  dos  devifores  da  fónna  (^  > 
teremos  p  devifores  da  fórma  a^  by  c^  i  mas  todos  os 

pn- 
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primeiros  deriíbres  combinados  com  os  íègundos  devem 
produzir  todos  os  terceiros,  qiie  he  poílívcl  obter,  elles 
sâo  jim  em  numero  j  logo  o  numero  deftes  fera  fímp :  unin- 
do-os  com  os  precedentes  ,  teremos  hum  total  de  »-H 
l»  -H  ^  -H  »w  -H  ii/>  -H  w^  -H  nmp  ,  devifores  de  que  hc 
fufceptiyel  aexprelsão  a»  í"*  cp  :  ora  fe  combinamos  eíla 
formula  n-\-m-^  />.-+-  nm  -h  f»p-h  nip  +  nmp  com  a 
feguinte  do  nuipero  302 

-H  ^a;*  -H  acx 
4-  fx^  •+-  ^^^ 

depois  determos  fuppofto  xzzi  ^  fuppofição  que  a  con- 
verte cm 

l -\r  ã -^r  4ib -\- abe  • 

-^  c-^-bc 

facilmente  concluiremos ,  que  n-Jt-Kt-^p-^nm-^Hp-^ 
l?i/>-H»lllj&zr(»-H  I)(;il  4- l)(/>-h  I)— I.    , 

Logo  fcrá  o  numero  procurado  de  devifores  ,  ou 
combinações  n  (»  -h  i)  (wi  -h  i)  (/  -+-  i)  —  i  i  c  fe  en- 
tre aquelfes  incluirmos  a  unidade  ^  fcrá  então  ;c  =  (»-+- 1) 
(  W-+- 1)  (^-H  I).  Daqui  mefmo  fc  induz  o  que  deve 
acontecer  em  todos  os  outros  cafos  femelhantes. 

Applicando  efta  formula  ao  numero  156  ,  onde  te- 
mos 360  =  23  3^  jr>  acharíamos  immediatamente ,  qiic 
eílc  numero  360  fxSde  ter  4»  3J'2.  =  24  deviíbres  didb- 
rentes,  como  achamos  com  dfeito. 

828  Nao  fera  fóra  de  propoílto  notar  quanto  as 
combinações  podem  fcrvii-  na  elevação  dos  muhincmios 
ás  potencias  ,  vilto  que  os  termos  deitas  são  formados 
pelos  da  raiz  combinados  entre  (i^  por  exemplo,  tratan- 
do de  elevar  o  trinomio  a-k-b-^c  i  quarta  potencia  3,  ç 

que- 
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querendo  aílignar  logo  o  niunero  de  termos ,  qac  a  de-, 
vem  compor  ,   veremos  que  eítb  numero  deve  equivaler 
ao  do3  quatriliões ,  que  hc  poffivel  forttiar  com  as  quan- 
tidades a^b^c y  quando  cada  huma  delias  pode  repetir- 
fe  até  4  vezes i  numero,  que  ftgundo  vimos (825) deve 
fer  igual  a  3*  4«  5^.  6 :  2.  3. 4  rr  5. 6 :  i.  a  m 5^ ;  c  que* 
rendo  faber  mais  quanto  âeve  fer,  por  exemplo,  ocoef- 
ficicnte  do  termo  a^  b^  achando  (3'^  de  30a)  ,  que  eíle 
numero  deve  equivaler  ás  combinações  d!o  expoente  i , 
que  ^s  cowÇtís  aaab  produzirão  fendo  diíTemelliantes,  ou 
como  vimos  (2°  de  267)  ás-  permutações  de  que  Jie  fuf- 
ceptivel  a  quantidade  a^  b  ,  concluiriamos   (Numero 
259),  que  eftc  numero,  ou  coefiiciente  deve  fer  1.2.3. 
4:  1.2.  3Xi=4;e  aflim  nos  mais  cafos  homogéneo*. 
8  29     Muitas  vezes  não  bafta  faber  de  quantas  còtn*^ 
binaçõe« ,  ou  de  quantas  permutações  lie  fufceptivel  qual- 
quer numero  n  de  quantidades  ',  pois  que  naquellas  at- 
tendemos  fó  á  mudança  das  quantidades ,  e  neílas  a  mu- 
dança do  lugar  das  mefmas  quantidades ;  c  muitas  vezes 
fe  carece  actender  a  ambas  eíias  mudançaá  :  pàfa  o  pcr> 
ceber  pondere-fe,  que  determinado  o  numero  de  combi- 
nações dcfdc  I  até  »,  que  hc  poífivd  formar  com  as  n 
letras  do  Alfabeto,  nem  por  iffo  tcriamos  determinado 
o  numero  total  de  íbns ,  que  he  poffivel  formar  com  as 
mefmas  letras,  porque  em  cada  combinação  a  mudança 
local  de  qualquer  letra  mudaria  logo  o  íom  correfpon- 
dente  áquella  combinação ;  o  mefmo  aconteceria  cem  as 
letras  numéricas  a  reípeito  do  valor  dos  números ,  pois 
que,  por  exemplo,  23 ,  c  32  são  números  diverfos  cm 
valor ,  c  iguaes  nas  letras  que  encerrão ;  mas  as  qucftoes 
defta-ordan  ficaráõ  refolviaas  logo  que  determinado  o 
numero  de  combinações  dos  expoentes  ^  até»,  que  pA- 
de  admittir  n  de  coufas,  determinemos  taiiH>em  os  no- 
mci-os  de  pentiutações  correlpondentcs  a  cada  huma  das 
combinações,  e  façamos  a  iomma  de  todos  efies  núme- 
ros J 


í 
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ro6 ;  ifto  hc ,  logo  que  determinemos  o  numero  de  com- 
plecçóes ,  que  potfc  ter  n  de  letras ,  fuppondo  os  expoen- 
tes das  complecções  deíde  i  até  ;// :  tal  he  pois  a  quef- 
tão  que  novamente  inveftigaremos  j  digo  novamente ,  por- 
que ji  vimos  (Numero  265* ),  que  n  de  coulas  combi- 
tiadas%  e  periuutadas  íbb  o  expoente  m  produzem  xzz 
n.n—i*n  —  2....  n  —  ;;/-i-i  complecçõcs. 

830  Fazendo  pois  fucceífivamcnie  »« —  i ,  =z  2  ,  13 
3  &c. ,  acharemos  da  mefma  forte  jv  zz  » ,  zz  ». »  —  i  , 
r=  // . »  —  I . »  —  2  ,  de  modo  que  fe  pertendeflemos  af- 
fignar  o  numero  total  y  de  complecções  ,  que  he  poíTi- 
vel  obter  de  n  coufas ,  confiderjídos  os  expoentes  fucccí- 
íivos  dcfde  1  até  ?«  ,  teriamos  jf  z=«-f- »  •  »  --  i  -h  ». 
«—  i.n — 2-t-  &c.  r+-».  » — i.n  —  ^..,.n—m  4-  i. 
AíHm  querendo  faber  quantos  números  diverlbs  podem 
Jèr  eícriptos  com  os  9  algarifmos  fignificativos ,  íèni  que 
nenhum  deftcs  lè  encontre  mais  de  huma  vez  em  cada 
mnvero,  teiemos  w/  =  9,  6^^=1:986409. 

ti  I  Náo  deixaremos  de  notar ,  que  fe  trataílemos  de 
n~i  toufaR  ,  terwmos  y=:»— i-f-»—  i.»— 2-^ 
ft — I.»  — -2. »—  3-+-&c.-f-»  —  i.n~i.n  —  3  .... 
»  ~  w ,  o  que  daria  yzmy-^n  ;  donde  le  deduz  hu- 
ma regra  fácil  para  obter  o  numero  dascomplcxões  em 
»  letras ,  quando  Ic  conhece  o  de  #  —  i ,  c  vem  a  íêr , 
multiplicar  efte  \^r  n  ,  e  ajuntar  ao  produ<íto  o  mcl- 
mo  ». 

832  Suppondo  mais,  que  cada  letra  poflarepetir-lc 
2,3,  &c.  até  m  vezes  i  repicfemando  m  não  fo  o  ex- 
poente da  complecçâo ,  como  também  o  das  vezes  que 
cada  hunoa  das  letras  pode  chegar  a  ier  repetida  em  car 
da  complccçâoí  teremos  omimero  das  complexôes  xzt 
ji*»^  como  demonílramos  em  o  numero  264;  por  tanto 
fe  qnizermos  o  fommatorio  de  todas  a»  complecções  af- 
fim  formadas,  baftará  ir  fazendo  Aicceffivamentci»  =:  1 , 
c::  2 ,  =  3  &c.  j  e  chamando  y  ao  pedido ,  acharemos 


loS  Elementos 

^  =  »  -4-  if*  +■  »i  ^-  &c.  -t-»«  =(Numcro^7i8)  i 
(tf"  -^  i) :  (»  —  i) ,  donde  rcfultará  a  propor^' 

»—  I  :»::»^—  i  :y 

Qiieira-fc ,  por  exemplo ,  determinar  quantos  num^ 
ros  dei  até  lo  caraéleres  podem  cícrcvcr-fe  com  os  i  o 
algarifmos  ordinários;  teremos  «zzwirrio,  eporcon- 
íèqiienoia  9:10::  10*^  —  i  :j^ ,  ou  9  :  10 : '  999999999- 
y—mxiiiiioi  he  porém  de  advertir ,  que  entre  ef- 
tes  ha  alguns  fiípcrfluos  ,  e  outros  não  fignificativos ,  a 
fabcr,  nos  10  primeiros  ^ cifra;  nos  binários  10,  esao 
00,01,02  &c.  até  09;  nos  ternários  100,  e  aflim  até 
os  decenarios ,  onde  encontraremos  looooooooo  ;  mas 

I  -H.IO  4-  100  -h  &C.  -H  IO3OO0OOOOli:(lOOOOO000Q0 

—  ijipmiiiiiiiii,  logo  fera  o  numero  pedido  ver- 
dadeiramente igual  a   iiiiiiiiio  -   iiziiiiii  = 

999999999^^ 

833  Acharemos  femeluantementc ,  que  o  numero  de 

todas  as  vozes  úteis ,  e  inúteis ,  que  he-  poífivel  formar 
com  as  24  letras  do  Alfabeto  ,  equivale  ao  quarto  ter- 
mo da  pmporçao  23  :  14 : :  24^4  —  1  :y. 

834  Paflèmos  a  moftrar  como  íè  pôde  obter  o  nu- 
mero das  complecçoes*,  quando  entre  eftas  algumas  nao 
Ic  devem  repetir  mais  do  que  hum  dado  numero  de  ve- 
zes :  para  o  que  refol veremos  a  queílao  lèguinte,  que  ao 
mcfmo  tempo  nos  indicará  o  modo  de  reíòlver  todas  as 
deíla  efpccie. 

Supponhamos  pois ,  que  fe  trata  de  ter  as  compl^ 
x6es  formadas  pelas  duas  letras  a^i^  quando  a  k  pó- 
de  repetir  até  ^  vezes,  ei  até  duas :  claro  he,  que  nos 
pedem  de  quantas  complex6cs  he  fuíceptivel  aexprefsao 
aaabb. 

Ora  aaabb  (  Numero  827  )  admitte  (  3  -t- 1)  (^  + 1) 
-^ I  =  II  combinações,  e  deitas  ferao 
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2  de  huma  letra  a  faber,  a^  i 

3  de  duas  letras  aa^  aby  hb 

3  de  treâ  letras  naa^  ãab^  abb 
2  de  quatro  letras  aaaby  ggbb 
I  de  ímco  letras  saabb 

toas  nas  primeiras  temos  (Números  258,  ^$9)  i  pcr- 
.  muta^io  em  cada  combinado 
nas  iegundas^  i  na  i.>  ^  2  na  2.* ,  i  na  3»^ 
nas  terceiras  i  na  i.*  ,  3  na  2.^  ,  3  na  3/ 
nas  quartas  4  na  !•*  ,  6  na  2.* 
na  quinta  10  ^^  o  que  faz  ao  .todo  33  complex6es  :  nu« 
mero  procurado. 

Daqui  fe  vê  quanto  íeria  fácil  continuar  eftas  invef* 
tjgaçôcs ,  e  por  ilfo  concluiremos  com  a  feguinte  appli- 
cação ;  a  faber ,  que  dados  os  dous^  algarifmos  3 »  e  7 » 
poderíamos  formar  com  elles  33  numeras  difièrcntes^ 
Dnde  3  não  eftiveíTe  repetido  mais  de  3  vezes  y  e  7  mais 
de  2  ;  c  são  juílamente  os  que  fe  fegucm  3  9  7  >M3  t 
37,73^77>^  333^337>  373  >  733  »  377  j  737,  773^' 
'3337  >  3373  >  3733  ^  7333  >  3377  >  3737  >  7337 ,  7373  > 
7733 » J773  ^»  33377>  33737 ,  37337  >  73337 ,33773 > 

37373  >  73373 ,  ,37733 ,  73733  >  77333- 

^3S  Supponha*lc  agora  dado  o  numero  n  de  coulas 
combinandas,  e  que  deftas  íè  tira  huma  porçio  ki  fup- 
ponba-íè  mais  dado  o  expoente  m  das  combinaçdes,  e 
que  íè  pergunte  em  quantas  deâas  encontraremos  hunia 
certa  parte  b  da  por^o  ièparada  k  ? 

Como  das  n  coufas  conuderamos  k ,  rejeitamos  n-^ky 
e  pois  que  m  repreíenta  o  numero  das  couías  que  en- 
trao  em  cada  combinado  ^  e  b  odasaue  nella  deve  har 
ver  das  couías  h  ,  fegue-íe  que  cada  numa  das  combi- 
nações deverá  conter  m  -  ^  das  coufas  n—ki  affim  ef- 
tamos  reduzidos  a  determinar  quantas  combinações  do 
expoente  m^rb  podem  produzir  »— fe  de  coufas »  cha- 
mandp-ihe  x  ,  teremos  (Numero  266  )  ^  =  (» — *) 

Dd  (» 


liè  £  1  k  M  E  it  %  t  s 

i.a.3  •  .  •  (m-&). 

ApptfcãçSts. 

836  t?  ^  quantas  combinações  d^  letras  doAI- 
XjL  fabeto  fe  'achará  pòr  exettiplò  a  letra  ^? 
Ncflc  cafo  fe  =z  ^  =:  í  ,  c  jíor  tanto  se  •=  ( ir  —  i ) 
(»  — 2)  (»  — ^)  .  .  .  (*  — j»  -f-S  )  '.  J*  4-.  ^  .  .  . 
(  wi—  I )  j  onde  nada  mais  refta  do  qiié  fubftftuir  a  «, 
Tè  w  os  feus  valones ,  ]para  x^brer  ò  qué  lê  pede.  Peréra 
nds  achamos,  que  o  numero  total  das  tíòmbiiiaçSes  cer- 
tcl^ôntlentc  à  h  de  còuías  equivale  ià  »  (fe  -  i)  (»  — 2) 
.  .  '.  (*— 'fe-^i)-:  i.  2.  ^  .  .  .  *í ,  quânâò  m  Teprc- 
féifta  ò  éxf^ofcrttè  da^  coàibinrç6e$ ,  fogo  fera  o  nòíTo  *: 
'crffe  híhiTcVo  : :  "m  \n. 

■Í37  6c  -à^  letras ,  on  coiifas  foflfem  tJuas-,  ^e  quizef- 
*ièm^  cbftheCer  quantas  coníbihaijõíís  incluem  huína  del- 
tas ,  t*iàtuos  ík rz 2 , ^ n  I ,  t'x±:{n  —  2)  («  — 3) .  •  • 
'0>  -^yn)  :  I.  2.  3  ...  (w  —  I) ,  mas  nefta  hypòtHefe  x 
•rcpfefenta  x)  nomèro  das  còínDinajÔes ,  onde  Injina  das 
coufas  apontadas  exífte  fem  a  outra  j  lògè  ièrá  2*  ònur 
^a^ò  da^  combinações ,  oíidè  cada  huma  das  coufas  apon- 
Tfàifas  'èiZfte  lem  a  outra. 

10bí<íf eiídò  í)<íi'éfn  'feber  em  -qtíaíitás  'dWribinra(^  fc 
li?fíC(iínfrSò  áníbás  as  còtifas  àpoòtadits-,  te«Miíos  kzzt, 
b'=i2y  e  por  confeqíiéiicia  xzz'(yí^ 2)  (ir  -^ 3 )  •  •  • 
X%— 'i»Vi):i.2.3  .  .  .'(íte— i). 

*85:8    "Seadô^irijí—i,  íèrà  x±rr(í7-^^y(»--4) 

íás  côfabiriaçtíes ,  onde  èhtra  'htímá  das  3  cotífás  fen  * 
ótírras  duas;  "e  Idgô  p-õ  dilscòhibltòfòés  /onde  tolera 
'cada  Wiha  das  três  Cõdfas ,  íbm  ais  Òuíras  duas. 
lfc  =  3,'*  =  2,  à'X'xt=^in'^i)ih^'^  •  .  .  (*--^)- 
^.2.  J  .  •  .  (Al -2)=  uõ  dufl*ro*diis  còmbiMÇ*^> 

ofl- 
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onde  entiâa  doas  das  3  cou&s  íèm  a  j."  ;  mas  ^  co»- 

fâs  combinadas  duaé  a  duas  produzem  3  combinações 
divea-fas  :  logo  fcrá  o  triplo  do  numero  precedente  x  = 
ao  das  combinaçòes ,  onde  entrão  quaeíijiier  duas  òtí^  3 
couiàs  fem  a  terceira. 

2.x.  3  •  •  .  (w— 3)  r=  ao  numero  das  combinações,  on- 
de entrão  as  três  coufas  h  - 

839  Continuando  aflim ,  e  generalizando ,  obteremos 

cm  fim  ^=((«-fe)(»_fe_i)  ,  .  .  (;,^fe_|«4^ 

*+i):  1.2.  3  .  •  .  (i«-í))(*(ife— I)  .  .  .  (*-* 

-H  r) :  1. 2. 3  •  .  .  ^  )  i  vifto que  k  dccoufas  produzem 

Jk  (fe  —  1)' .  .  .  (fe  -  ^  -h  i) :  I.  a.  3  .  .  .  h  combinações 
do  expoente  h^  eque  o  precedente  valor  dex  repreíen- 
tava  o  numero  das  combinações  primarias ,  onde  devia 
entrar  huma  deftas  combinações  b. 

840  Voltando  á  Tabeliã  (  Numero  268  )  poderemos 
refolver  fem  dificuldade  a  quefiâo  feguinte :  >f  Dado  o 
99  numero  n  de  coufas ,  e  deftas  ícparada  huma  porção 
>9  k ,  achar  em  quantas  de  todas  as  cond>inações  que  he 
99  poílivel  formar  com  as  mefiiias  coufas,  fcdeve  encon* 
>9  trar  certa  parte  b  da  dita  por^  fe.  %%  Poi*  quanto  fup- 
ponhamos  i.^'  que  íè  pertcnde  achar  em  quantas  combi- 
nações fe  encontra  a  letra  a'^  ora  iè  »=  i  ,daTaboàda 
fetira,  que  neflecafò;ifzr i  =  2*  =2«-« ;  fe»  =  2,fa- 
heaf=2  =  2'--S  fc»  =  3ífahcjr=4=2*-«  >  eaílim 
por  diante ,  de  modo  que  getícn4izando  vem  9^=1 2"- '  9 
(i)  e  por  tanto  chamando  jf  o  numero  das  combinações 

Dd  ii  em 

"(t^  ^kf^  pineiliot  iVRfiMihif  9  fçoít  cm  me  uni  €xpicfsfio  ropre  • 
fenta  as  fonifiias  dos  divcrfoi  coefBcíentei  •  que  aífcâáo  os  termos 
reprefenudores  da  potencia  «  de  qualquer  binómio  fimples ;  o  que 

dá 
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em  que  de  k  coufas  entra  cada  huma  Í5,  com  exclusão 
das  outras  Jk-i,  ferá^njk.a"-". 

2*^  Querendo  agora  determinar  o  numero  das  com- 
binações onde  entrão  as  2  letras  ay  If,  teremos  que  nzzi 
dá  x=i  =  i*-»,  í!f  =  3  dá  A?=x  =  2*-«,  mzz^H 
:ií  =  4=2*-*,  &c.  de  forte ,  que  em  geral  (èiàx=i2^-^i 
mas  k  de  letras  combinadas  duas  a  duas  produzem  ii^ 

-^^  combinações ;  logo  lè  nos  perguntarem  em  quan- 
tas combinaçóeis  deveremos  encontrar  quaeíquer  duas  das 
fc*  letras  ,  diremos  que  em  Jb  ^^j-^*  i"-''* 

841  Semelhantemente  ackariamos  y  que  ^  z=  3  di 
>  =  fc  -^^  •  ~^ .  2*-  > ,  &c.  c  que  em  geral  tere- 

mos  jr  —  jfe.  — —  .  ....  ■■  ^^■-  .  2«-', co- 
mo k  pertcndxa  determinar. 

Za2  Querendo  pois  íaber  oiuunero  das  vozes  todas  9 
que  ne  pomvcl  fonnar  com  o  alfabeto ,  onde  fe  encon- 
tra a  lena  a,  teremos  kzz6zzi ,  «=24,  ejzzi^^^ 
S388608. 

843  Se  quizeíTemos  determinar  o  mefmo  a  refpelto 
das  duas  letras  a  yb  y  feparadas ,  teriamos  yzzi  6777116  i 
porém  íè  as  cootemplaflemos  unidas  y,  feria  então  J  ==  2  • 

■j  .  2«4-«  13  2"  =  4194304* 

844  He  porém  de  advertir  y  que  neítas  foluf (Ses  pre- 
cedentes nâo  attendemos  ás  complezóes  i  o  que  todavia 
feria  fácil ,  c  deveria  augmentar  os  numero»  refultan- 
tes. 

845*    Tomando  ainda  ascoidbinafóes  em  outro  pon« 

ta 

ii  a""*^  por  lermo  g^raf  das  prímeirat  diíFcrençts  das  ditas  foo 
aitt;  a"*^  por  ttraiOL  feral  du  Tegiuidas  dibrcnçaat  êiu 
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to  de  vifta  ,  fupponhamos  a  coexiflencla  de  duas  feries 
de  quantidades  ues  como 

Ay  B,  C,  2),  E,  Fy  &c. 

ay        by       Cy       dy      €,      /,       &C.. 

de  modo  que  a  primeira  delias  involva  n^  e  a  íegunda 
m  termos  y  combinando  cada  termo  da  primeira  com 
cada  hum  dos  termos  da  íegunda  y  o  total  das  combi- 
nações refultantes  íèrá  evidentemente  n  niy  ora  fe  a  pri- 
meira íèrie  tirarmos  ti  de  termos ,  e  á  íegunda  ní ,  cla- 
ro he  que  as  combinações,  onde  íe  incluía  bum  dos  ter*- 
mos  eliminados  y  íicaráô  reduzidas  a  hum  termo  fó  i  aquel* 
las ,  aijos  termos  ambos  forem  dos  eliminados  y  defap- 

I)arecerao  >  e  íinalmcnte  íicaráõ  exiílindo  intadlas  aquel* 
as  combinações  ,  cujos  termos  ambos  não  peitencerem 
aos  ehminados :  ora  o  total  das  combinações  primarias 
era  n  m\  nz  primeira  ferie  auniquilárao-fe  n!  de  termos  y 
e  na  íegunda  ;»%  por  tanto  anniquilárâo-fe  também  in- 
teiramente ti  nC  de  combinações  y  e  íicarao  permanecen- 
do inteiras  (»-»')  {m  —  nií)  j  diminuindo  agora  do 
total  primitivo  nm  >  teremos  que  nm  -rtl  rri  —  {n  —  »') 
(»i—  »i')=  nm-^fi  ni  —nm-^tmi  -^-fim  —  n^  -=1 

reprcíèntari  o  numero  das  combmaqões )  reduzidas  ahun^ 
ÍÒ  termo.  Recapitulando  concluiremos  y  que  fuppoftas 
duas  feries  ,  cm  cada  huma  das  quaes  haja  rcfpciíliva- 
mente  fty  e  m  de  termos ^  que  eftes  íècombinão  dous  a 
dous  y  ifto  he  y  que  cada  termo  da  primeira  fe  combina 
fucceffivamente  com  cada  hum  dos  termos  dados^  ba  fe- 
gunda  y  e  fuppofto  em  íim ,  que  da  primeira  ièrie  deí^ 
apparecem  íTy  edafegunda  m^  de  termos ,  fahir-nos-ha 
!•<>/»»  =  ao  numero  das  combinações  binares^  que 
as  íèries  primitivas  podem  produzir» 


ti4  Èlimbntos 

3.<»  ffrri:=z  ao  numero  das  combtnaçlSes  toudmente 
extinclas  com  a  anniquila^o  dos  termos  elinunados. 

3.0  (u^—  fí){M  -  ni')  =  ao  numero  das  combina- 
ções ,  que  ficíío  permanecendo  intactas, 

4.®  »'  (m  —  m')  4-  m'  {n  —  »')  m  ao  numero  das  com- 
binações reduzidas  a  hum  termo  fó. 

846  Portanto  k  nzuniy  teremos  cm  lugar  das  qua- 
tro exprefeões  precedentes  ,  as  íèguintes ,  que  delias  le 
derivão  ,  a  fabcr  :  n^ ,  »'w'  ,  {n  —  n')  (n-m')y  ti 
(»  — 1»')  -f-  m'  (»  — /f');   c  fc  de  mais  n^znn^^  \\vi 

847  Suppoftas  ,  em  lugai*  das  Icrics  precedentes, 
três  ,  cujos  números  de  termos  foíTem  fucceflivameçte 
reprcfentados  por  » ,  i« ,  ^  ;  e  onde  depois  fuppozefle- 
mos  correfpondcntemente  exiinílos  «^ ,  w' ,  p'  dos  mef- 
mos  termos ;  fe  todos  elles  forem  combinados  a  três ,  c 
três,  de  tnodo  que  eni  cada  combinação  entre* hum  ter- 
mo de  cada  íèrie,  refultará 

i.«  n  m  p  :=z  ao  numero  das  \:ombinaf6es  ternares 
primitivas. 

2.«  «■  1»'^  =  ao  das  combinações  totalmente  ci- 
tincLis. 

3.0  (»  —  »')  (m  —  m^)  (p—p*)  =  ao  das  com- 
binações intaftas  remanecentes. 

4,<^  «' m' {p—p') -H  »'/>' (m—  w') -t- m'p' (n  —  »■) 
=  ao  das  combinações  reduzidas  a  hum  termo. 

y.o  {n-n'){m  -^  m')p' ^{n^n^){p^ p^^m^-^ 
im  —  m'){p—p')H'zz  RO  dtts combinações  rcauzidas 
a  dous  termos. 

O  que  facilmente  íè  demonílrará 

tJ"  TJ"  j.'^  raciocinando  porkimanaloffo  ao  que  em- 
proamos numero  827  em  timn  cafo  fiaulhante. 

A.^  advertindo,  que  coiiio  aa  primeira  ièrie  fcanni- 
quilarâo»'  determos,  enafeguada  m',  as  combinacõ^ 
binares  extindas  neíhs  íei:ies  £oâoM'm'i  eftaacombina* 

das 
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das  com  os  termos  cxiftentcs  p  — p*  dâ  terceira ,  produzi- 
rão n'm}{p^p^^  de  combinações  ternarcs,  nasquaes, 
fegundô  vemos,  naverá  hum  termo  fó  i  íimilhantemente, 
fc  combinamos  os  termos  exiinílos  na  primeira  ferie  com 
os  da  terceira ,  e  com  os  manentes  da  primeira ,  refulta- 
rá6  n' p^  {m  —  m')  de  combinações ternares ,  igualmern 
te  reduzidas  a  hum  termo  fó;  eemfimj  fe combinamos 
os  extinélos  da  íègunda  com  os  da  terceira ,  e  com  os  ma- 
nentes da  primeira,  teiemos  m*p\n  —  »')  de  combina- 
ções ternares  ,  onde  também  nSo  haverá  mais  do  ouc 
hum  tentio ;  conckiireraos  pois ,  que  o  total  dcftíiscomoi- 
nações  hc com  efFeito  »* ni^\p  ~p  )  •+-  ft^p'  (/»  —  »«')■+• 
mfp'{n—n*). 

Se  no  difcurfo  precedente  mudamos  a  palavra  ma- 
nentes em  extintos ,  e  reciprocamente  ;  aílim  como  as 
exprefsóes  »*,  m\  />'  nas  fiias  coirefpondentcs  «— »', 
m  -  m*  y  p — />'  i  veremos  que  os  nun^eros  das  combi- 
nações ternares,  onde  fica  exiftindo  hum  termo  fó,  de- 
vem por  fua  oídem  fer  os  fcguintes  ,  (  «  —  r?' )  (m  —  m') 
p\{n-n'){p—p')m',  lm  —  m')(p—p')n\c\o- 
go  o  tolal  delias  fera  {n—n')  {m-'m')p' -^(n  —  n') 
{p-f)m^{m-m'){p^p')n\ 

848  Se  fuppozermos  n:=.m—p^  Tcfult«rá 

i.°  —ff? 
2.°  zzn*m'p* 

^.o={n-n')(n-m')(in-p') 
4.0  =  {n — p')  n' m' -{-  {n—m^) n^p^ -h  (n'-n')m'p' 
5.0  =(«  —  «')  {n-m')p^'\'{n—7í')Í'n'^p')yn^^ 
{n  —  ni){n—f)n. 

849  Por  hum  modo  umilhaatc  poderíamos  deter- 
min  ir  as  combinações  quaternarcs  ,  quintenarcs ,  &c.  \ 
j^róm  concentar-DOS*hemos  por  agora  com  fazer  uotar 
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a  perfeita  igualdade  ^  aliás  devida  ,  que  (è  obíenra  nas 
exprefsóes  n^ ,  ní  y  Scc  dos  números  264,  846,  848. 
85:0  Sc  em  vez  dos  números  »« ,  >!rJ  ,  &c,  de  com- 
binações totaes  QuizeíTemos  coníiderar  fomente  huma 
por^o  qualquer  h  ,  vé-fe  bem  ,  aue  para  coníèi-var  a 
meUna  razão  entre  todas  as  quantiaades ,  ( (êgundo  pa* 
rece  conforme  ás  regras  da  boa  probabilidade  )  feria  pre- 
ctíb  tomar  de  cada  numa  delias  huma  por^o  femeUian- 
te ;  quero  dizer »  feria  prcciíò  tomar  de  cada  huma  das 
primeiras  (  Numero  846  )  a  porção  b:n^  i  de  cada  hu- 
ma das  fegundas  (  Numero  848  )  a  porção  ò:ní  ^  &c.  i 
o  que  as  reduziria  ás  feguintes 

b 


n* 

(n'{H^m')^m'(H. 

-«')).* 

n* 

b 

*««',.;* 

«» 

(•_»'){«-«')(»»- 

-rvi 

«i 


»> 
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(lH^nf)[n^m')p''^lfi^n'){n^p^mf'h(n^m')(n^p^H')h 


&C. 

de  forte  que  fuppondo  /&  =  »,  teremos 


ff 

n 


«fm'p» 
ln^¥)lH^mf){n^p^) 


«* 


a 


e  fuppondo  agora  mais  1:^'=;^'=))^  jeremos  em  fim 


£e  n^ 


4l8       ^  E  L  É  M  E  H  T  o  a 

^>    "iT  ^  n  J  n 

85'!  Tomemos  para  exemplo  determinar  quantas 
combinações  diverfas  admittem  os  números,  queexillem 
nas  faces  de  quacfquer  dados  ,  quando  eílcs  fc  combi- 
náo  dous  a  dous ,  ou  três  a  três ,  &c. 

He  claro ,  que  nefte  cafo  temos  » zr  6 ;  e  por  tanto 
o  numero  das  combinações  binares ,  fera  (  Numcro^846) 
»«  =  36 ;  o  das  ternares  »?  =  216  &c.  y  como  no  pri- 
meiro cafo  he  muito  facil  examinar  praticamente  a  ver- 
dade da  foluçuo  ,  para  o  confeguir  tranfcrevcremos  os 
lances  poíRvcis,  que  com  dous  dados  fe  podem  deitar^ 
e  sao 

I ,  I  '> 

1 ,  2»  2,  jyy 

i>  4'*  4>  I''  ij  3^'  3>  i*> 

X,  5>f  y,  in  2,  4M  4,  2>J  3,  ^>^ 

1 ,  6  »  6 ,  I  >>  2 ,  5' »  j ,  2  »  3  ,  4  »  4 ,  3  » 

2,  6>>,6,  2>v  3,  53>  5,  3^  4>  4>* 
3  ,  6  M  6 ,  3  >>  4 ,  5  M  5  ,  4  H 

•    4j  6?>  6,  4>5  jj  jM  . 

^le  jtíftàíttemerompletío  o  numero  3<í* 

852  As  combinações  defte  género  deveráó  offèrecer- 
nos  a  íèu  tempo  algumas  queítões  ,  que  trataremos  de 
refolver  nos  fcus  competentes  lugares  i  taes  fcrao ,  por 
exemplo,  quanto  pówle  apoftar-fe  porquatauer  das  com* 
binações  ?  Qual  delias  lie  a  mais  provável  t  &c. 
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Nota  relativa  ã  pagina  188. 

Nefia  pag.  notamos ,  que  talvez  feria  bom  reduzir  o  no(Tb 
fyftema  de  moeda  ás  de  )  reis,  5  reis,  e  10  reis  em  cobre  ;  de 
-50  reis ,  100  reis ,  5C0  reis  cm  prata  j  de  1 000  reis ,  5CC0  reis  , 
-10000  reis  em  ouro:  ecomo  em  parte  dasnoíTas  moedas  o  fei- 
tio he  hum  quarto  do  valor  intrinfeco,  podtria  o  fyftema  pre- 
fente  fer  fimpiifícado ,  reduzindo  todas  a  terem  fem  díí&rença 
jO  meímo  feitio ,  e  efte  igual  a  hum  quarto  do  feu  valor  j  don* 
de  viria  ,  que  a  noflà  moeda  de  ouro  paflava  a  5C00  ceis^:e  o 
cruzado  novo  a500  reis,  valor  numifmatico  aluis  táoufado  en- 
tre nós  defde  os  princípios  da  MonarcHia ,  conl  as  denominações 
Maravedimy  meiaesferãy  meio-S.  Vicente^  Engenhofo^  &c.  fe- 
^gundo  fe  colhe  das  memorias  numifmaticas  ,  compoftas  '  pelo 
meu  erudito  confodo  o  Senhor  Fr.  Joaquim  de  Santo  Agofti- 
nho ,  e  impreflas  no  Tomo  I.  das  de  Litteratura  Ponugueza  de 
.Ordem  da  Academia  Real  das  Sciencías :  aâim  reftaria  fomente 
<unhar  de  novo  as  moedas  de  1000  reis^  e  loooo  reis ;  para  o 
^ue  baftava  innovar  o  cunho  deftas  ultimas,  cujo  valor  metálico 
deveria  fer  8000  reis,  eque  poderião  talvez  fubfiituir  agpra  os 

Srimeíros  Portuguezes  de  ouro  mandados  cunhar  por  ElRei  D. 
lanoel;  refufcítando  para  as  moedas  de  looo  reis,  ou  os  Ca^ 
tbolicos  ,  e  Malaquczes  batidos  em  Goa  pelo  noiTo  grande  Af- 
fonfo  d'Albuquerque ,  ou  o$S.  Ficentes  d  ElRei  D.joáo  II (.^ 
oà  os  quartos  de  moeda  de  ouro  dos  Senhores  Reis  D.  Afibn- 
fo  VI. ,  e  D.  Pedro  IL;  ou  finalmente  introduzindo  em  nome 
as  moedas  que  hoje  correm  com  o  mefmo  valor  na  America.^ 
c  Angola.  A  efte  fyftema  feria  quando  muito,  a  meu  ver,  bom 
^ue  accrefceflcm  fomente  moedas  de  prata  do  valor  deicoreis:, 
c  ^oo  reis  j  e  de  ouro  equivalentes  a  2000  reis  ,  e  ^oco  reis:; 
cujo  intrinfcxro  feria  160  reis,  240  reis,  i6co  reis,  24CO  reis; 
as  primeiras  dcftas  quatro  moedas  já  correrão  entre  nós  ,  man- 
dadas lavrar  pelos  Senhores  Reis  D.  João  IV. ,  D.  AfFonfo  VI. , 
c  D.  Pedro  II.,  com  o  nome  de  tf leios- cr uzados{  c  anrecedcntc^- 
mente  por  ElRei  D.  Manoel ,,  com  o  de  meios- Portuguezes  de 
prata:  as  fcgundas  forão  também  viftas  por  nós  cm  outro  tem- 
po ,  e  chamadas  Efpodim  no  governo  d'ElRei  D.  João  II., 
Dobra  de  D.  Pedro  /.  ;  e  actualmente  giráo  pelos  noffos  Efta- 
dos  da  índia ,  c  Américas ,  chamando-fe  nos  primeiros  Pardaos , 

j     Ee  ii  Xe' 
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^rafis ,  &c. :  as  terceiras  correm  em  a  noíía  America ,  e  Afri- 
ca -,  e  já  corrèrio  entre  nós  mefmos  com  o  nome  meias-ntcedas 
de  OUTQ^  no  tem^o  dos  Senhores  D.  AiFonfo  VL ,  e  D.  Pedro 
IL  :  as  quartas  finalmente  sáo  hoje  vifias  em  as  noflas  f  oflct 
sões  da  Afia ,  onde  lhes  chamâo  ò.  Thontés ,  e  em  Portugal  lo- 
ráo  denominadas  ntoedas  de  )Ocx)  reis ,  em  1642.  He  inútil  iih 
fiftir  fobre  a  utilidade  deite  fyftema  de  numerário  em  tudo  uni* 
forme  ^  aflim  como  cm  a  de  huma  uniformidade  femclhanie  cm 
pezos,  e  medidas,  de  que  tanto  carece  onoílo  Reino,  e  de  que 
aliás  parece  rufceptivel  íem  maiores  díiiiculdadcs  ^  viílo  não  fcc 
de  extensão  enorme. 

Nou  relativa  ao  Numero  458. 

He  manifcfto ,  que  fendo^nos  fácil  deduzir  o  denominaJoc 
commum  ,  que  aíFedta  os  quebrados ,  que  rcprefemão  os  valo- 
res das  incógnitas  ^  quando  os  fcus  numeradores  sáo  conheci- 
dos, poderemos  com  igual  facilidade,  fe praticarmos  ^iíircdOf 
deduzir  os  numeradores  do  dito  denominador  commum ,  quan- 
do elle  for  o  conhecido :  mas  como  determinaríamos  nós  encio 
cfte  denominador?  Aílim. 

Noce-fe,  que  a  equação  axzzib  di  o  denominador  a  ;  das 
duas  equações  ax-h  by^=^Cj  afx-^  b^y  n:  ^  ,  refolta  o  deno- 
minador aV  —  ab^  e  das  três  fupraditas  tira-fc  a' b'' c^  —  ^ 
*'"f|'^4"^'"c'  — 4"^'c'''4.  4'''/;^"  — 4'"*"r'i  dcftcsdc 
nominadores ;  dos  mais  que  foliemos  calculando  >  e  (  o  que  de« 
termina  fem  duvida  }  do  modo  porque  elles  fe  formão  ,  dcdo^ 
zimos  bem  evidentemente  :  i.o  que  nelles  entráo  foir.ente  os 
coetficientes  das  incógnitas:  2.0  que  os  termos  tem  huma  con- 
fiante aliernariva  de  (ignaes :  3.0  que  eftes  mefmos  termos  sáo 
formados  peios  ditos  cuetficientes,  fegundo  as  já  defcripras  leii 
das  permutações :  4.0  que  cftas  permutações  fe  reduzem  ao  fe» 
guince. 

I.  Supponhão-fe  duas  as  equações  j  tomem- fe  9íB  ktnsd^ 
bj  ás'quaes  chamaremos  bâfcí  j  permutando-as  acharemos  ab^ 
ba-j  líguem-fe  com  fignaes  alternados,  e teremos  ab  —  ba^  dií" 
tribuão  fe  as  rifcas,  ou  Índices j  como  fe  vè  a  b'*  — A'4">  'C* 
fultará  o  denominador :  dclle  fe  deduzirão  os  numeradores,  e 
teremos  fatisf?íto. 

II.  Supponháofe  as  três  equações  deíignadas:  tomem-fe  ^ 

ba* 
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bafes  a^by  c  t  pcrmutando-as  acharemos  as  íeis  permutações 
íeguince$>  cuja  ordem  fe  percebe  facilmente. 

abc^  acby  bcd^  bae^  caby  cbd 

liguem  fe  com  os  fignaes  alternados^  e  virá 

abc—acb-^  bca—bdCJ^-cab—cbâ 

dcftribuão-fc  os  índices  pela  forma  feguínie ,  cuja  fel ,  para  fcr 
conhecida ,  não  carece  mais  do  que  da  fimples  ínfpecçáo 

^  t''  c'" — a'  e'  V^^  +  V  d'  4'"  —  V  4"  d^'  +  f '4"*"' — eVa^'^ 

efte  fera  o  denominador  commum  :  delle  faremos  emanar  os 
numeradores  ,  e  teremos  faiis feito. 

III.  Sejão  quatro  as  equações  \  tomando  as  bafes  a^b^c  ^à^ 
íepaiaremos  delias  por  maior  fimplicidade  as  três  bià ,  que  per- 
mutadas fegundo  acabamos  de  ver ,  dario 

bcd  —  bdcJi^cdb  —  cbdj^dbc  —  dcb 

eftas  permutações,  combinadas  com  a  quana  bafe  ã  y  produzi- 

ráõ 

ãhcd  —  abdc  +  acdb  —  acbd  4-  adbc  —  adcb 

trocando  agora  em  cada  termo  o  4  emí»,  e  reciprocamente  3  re* 
fuiiáo  as  outras  féis  permutações  ieguintes 

bacd  — T  badc  -h  bcda — bcad  +  bdac  —  bdcâ 

das  mefmas  anteprecedentcs ,  mudando  o  tf  em  c^  refultáo  ai»- 
da  as  féis 

íbad  —  ebda  -t-  cadb — cabd  -^  cdbâ  —  cdab 

mudando-lhes  finalmente  o  tf  em  <{,  refoltão  as  ultimas  feig 

dbc4—dbac-\-deab  —dcba  4- dâbc  —  dacb 

unindo  agora  tudo  3  e  diftribuindo  os  Índices ,  fahe  o  requerido 


i22  Elementos,  &c. 


bU"d'^*a'"'—bU^^a'''d''" 
c^b'^a"'d^^^^  —  c^b"d'''A"f' 
çid"b'''a!"'—c'd"a^^^b"" 


.  V  à'  a!"c^''* — b*  à!'  d**  4""  - 
d'b^*c!"a""—d'V^a^^'(f*"- 


d'c''ai"b"''  —  d'c''b'/'a""^d'a!/b'^'c""—d^a^^c'*^b"'' 

Continuando  femelhantcmcnce  em  todos  os  cafos  reíbntcs  , 
fcr-nos-ha  facil  aflignar  defde  logo  os  valores  de  cada  íncogni» 
u ,  por  muitas  que  ellas  fejáo. 

Nota  fobre  os  Números  809  ,  810. 

Deve  advertir-fe  bem  que  o  n  das  ultimas  foratiulas  ,  que 
nos  ditos  números  fe  contém  ,  conferva  o  mefmo  valor  que 
compete  ás  primeiras  donde  ellas  emanáo ;  mas  fó  pelo  que  rcC' 
peiu  aos  fegundos  membros  das  mefaias  formulas. 
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